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EL ASPECTO ALGORITMICO DEL ALGEBRA I, INEAL

JESUS HERNANDO PEREZ

ffl. Introduccidn

Una de las caracteristicas més
importantes del Algebra Lineal , es la de contar con u-
na serie de algoritmos que reducen la mayoria de los
problemas a simples cllculos aritméiicos cuya reali-
zacidn no presenta mayor dificultad « Sinembargo , la
totalidad de los textos en esta materia , relegan esta
importante cualidad al nivel de los problemas y aplica-
ciones « El presente trabajo es tomado de una propues-
ta general que hemos venido ofreciendo para desarrollar
los cursos de Algebra Lineal en forma tal que tanto en

la teoria como en las aplicaciones quede explicito su

cardcter algoritmico .
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A manera de ejemplo , presentaremos la forma cd-
mo se deberia introducir el concepto de dimensidén de los
espacios vectoriales sobre un campo K que supondremos

de caracteristica cero .

f[2. Matrices y Funciones Klementales
De todos es conocido el papel trascendental

que Juegan las matrices elementales en diferentes algo-
ritmos del Algebra I.ineal § pongamos por caso el de Gauss
para resolver ecuaciones lineales , o el de eliminacidn pa
ra determinar la inversa de una matriz invertible . Son
tan numerosos los algoritmos que descanzan sobre las pro-
piedades de estas matrices que uno realmente se pregunta
por el peso dentro de la teoria , del concepto de matriz
elemental o Buscando una respuesta para esta inquietud
hemos logrado encontrar una forma amena de introducir y de
sarrollar algoritmicamente la teoria de los espacios vecto
riales de dimensidén finita .

Veamos en primer lugar , algunos conceptos , resul-
tados y anotaciones generales .

le. 51 V y W son espacios vectoriales sobre

K, por L(V,N) , se denota el espacios vectorial de las
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funciones lineales de V hacia W .

2. Para n, m enteros positivos Mn,m(K) deno-
ta el espacio vectorial de las matrices de n filas y
m columnas con elementos en K . Cuando n = m , escri
bimos simplemente Mn(K) .

Emplearemos dos notaciones que resultan cdémodas

para las matrices . Si A€M m(K) y
9’

=
g
§

s A= (al,...ad, .. a™

>
L}
> eee

> eee

L "n |

donde A, € K" es la fila i de A, i = l,...,n 3
Ad € Mn 1(K) es la columna j de A , j = lyeee,m .
’
3. Entre los espacios L(Kn,Km) y oM m(K) hay

’

un isomorfismo ¢

LKK™) - M (K)
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F(A) &< A = 5 A

n
donde E = (611’621

Kronecker) y F(A) es la funcidn definida por

. n
,...,bni) € K (6ij es el & de

ee e o A DK

F(A)(xl, ,xn) x A+ +x A

para todo (xl,...xn) € K® . Las funciones M y F a
demads de ser lineales , satisfacen las siguientes pro-

piedades t

M.F = ld

a) F.M = id;, Q

donde P = L(KK") y Q= M m(K) . Esto muestra que
9

F 'y M son inversas la una de la otra y por lo tanto
son biyectivas 3§

p) si fe L(K,K™) , ge L(K™KP) , entonces ,
M(g.f) = M(f)xM(g) 3

c) Si A€ M m(K) y BeM

(k) , entonces ,
’ p

]

F(AxB) = F(B) . ¥(a) .
d) sSi In € Mn(K) es la matriz idéntica ,
n
I = M(idH) , H =K
n m
e) Para feL(K,k) y AE M m(K) , f es
b

invertible si y solo si M(f) es invertible §j A es
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invertible si y solo si F(A) es invertible . Ademis
M)t - MY, F)Y - Fa7Y .

En adelante , M(f) y F(A) , se llamardn res-
pectivamente la matriz de f y la funcidén de A .

4. Si peZ,p>1, I% denotard al grupo de
las permutaciones del conjunto formado por 1,2,...,p &

Llamaremos funciones elementales , a las funciones
lineales y biyectivas de uno cualquiera de los tres tipos
siguientes

a) Funciones de permutacién . Para = € H; s P

s

estid definido por

n ox n
K - K
(xl,...xn) - (xn(l),ocuxn(n)) .
Obsérvese que P, "P_,

n

b) Funciones simples . Para aeEkK,a¢o0,
i- l’...,n ,

Si(&) : K° - x°

(xl,o-o,xn) > (Xl,-.o,axi,-..xn) .
. -1
Obsérvese que Si(a) = Si(l/a) .

o) Funciones propiamente elementales . Dados
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aekKjsi, j=1lyjeeeyn 1i ¥ J (supongamos por e jemplo
j> i) .
eij(a) t K' k"
(xl...,xn) > (xl,...,xi+axj,...,xn) .

-1
Obsérvese que eij(a) = eij(-a) "

Correspondientemente las matrices elementales , son
las matrices de las funciones elementales , Estas matri-
ces son invertibles .

a’) Matrices de permutacidén . Para = € I; .

n
Bo(1)
P = M(p) = : (F:(l)... F:(“))
;|
bh(n)—-
613
-1 3 p
donde @ = = Yy Fn = .
njj

Estas matrices tienen la siguiente propiedad funda-

mental . Si AeM (XK) ,neP , Ae P , entonces ,
n,m n m

’

A

1 A9(1)
A .

by As(n)
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(Al,...Am) x P, - (Ax(l)’..',AX(m))

b’) Matrices simples . Nuevamente sean

a € K ) a % O ’ i = 1 geecey N .

~ -

"l

cee

E

Si(a) = M(si(a)) = - (Fi,...,aF;,...,F:) .

NN eee

Ademés
A, [ 8,
Si(a) P - 5 H
A ad .
n i
[ An

(Al’oo.,Am) X Sj(a) - (Al,...,aAJ,...,Am) ®

En estas 1ltimas relaciones debemos tener en cuen
ta que Si(a) € Mn(K) y Sj(a) € lm(K) $ por lo tanto,
i pertenece al conjunto formado por 1lye...,n , j per

tenece al oconjunto formado por lyeecs,m .

o’) Matrices propiamente elementales . Para
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Eij(a) = M (eij(a)) - p

il o ey J n
= (Pn,ucc,}"n+d}'n,--~,Fn,oon,Fn) .

. K
Si A e Mn’m( Y 15

Al
Al ;
. i
E. . (a) x . = . "
1J :
A
n | AJ.+a.Ai
A
n

1 i j j m
(A7, 5 A "% Eij(a) Wt 8 opoilor o ¢ 1 s nprats oy 8
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5« Llamaremos cambios elementales en las filas
(o columnas) de una matriz A , o simplemente , cambios
elementales , a una cualquiera de las siguientes opera-
ciones

a) Permutar filas (o columnas)

b) Multiplicar una fila (o columna) por un es-
calar diferente de cero .

¢c) Sumar a una fila (o columna) , un miltiplo
de otra .

De acuerdo con las propiedades de las matrices e
lementales , podemos afirmar lo siguiente

Un cambio elemental en las filas de una matriz
A , equivale a multiplicar esta matriz a izquierda por u-
na matriz elemental .

Si A,B € Mn,m(K) y si B se obtiene de A
por cambios elementales , entonces existen matrices ele—
1reeePy E Mn(K) Y Qpreee,Q € Mm(K) tales

que B-ka...xPlelex-..th.

Como el producto de matrices invertibles es una

mentales P

matriz invertible , entonces

B=PxAxQ

donde P € Mn(K) y QE Mm(K) son invertibles .



j{3. La relacidn de seme janza
Para £, g € L(K",K") diremos que £ es
seme jante a g, (y escribiremos £ ~g) si existen isomor
fismos p € L(Kn,Kn) y Q E L(Km,Km) tales Que g = Qefep.
La relacidn correspondiente en Mn,m(K) se enun
cia asf ¢+ A es semejante a B si B =P x A x Q donde
P y Q son matrices invertibles . Observemos que si B
se obtiene de A por cambios elementales , entonces A
es semejante a B . la afirmacidn reciproca de esta Glti
ma también es verdadera , aunque no nos ocuparemos de
é11o en este trabajo .
Los siguientes teoremas se demuestran sin difi-
cultad .
Teorema 1.
sean £, ge L(K*K™) y £ seme-
jante a g .
a) £ ‘es, '1=1 .8i y solo 81 " g ' ae .11 %
b) # es sobre si y solo si g es sobre .
Teorema 2.

Toda matriz A € Mn m(K) no nula ,
’

es seme jante a una matriz Cr de la forma
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donde el minimo de los valores de n y m es mayor o i-
gual que r y r> 1.

En adelante , estas matrices incluyendo la ma-
triz nula , recibiridn el nombre de ''Matrices candénicas

de Hermite" .

Las funciones candnicas , son las funciones de

las matrices candnicas .

Kl teorema 2 , es equivalente a la siguiente a-
firmacidn :

g n_m :

Si # € L(K ,K') entonces F es semejante a

una funcidén de Hermite .

De los teoremas 1 y 2 se deduce un algoritmo
muy Gtil que llamaremos Algoritmo de Hermite 1

Para determinar si § es 1-1 & sobre , segui
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mos los siguientes pasos

a) Calculamos la matriz A = M(f)

b) Transformamos la matriz A en una matriz cand-
nica Cr y mediante cambios elementales .

¢) Buscamos la funcidn candnica F(Cr) y determi-
namos si esta funcibn es 1-1 6 sobre . La respuesta
para f seri la misma que se obtenga para F(Cr) .

Ejemplo ¢ Determinemos si la funcidn lineal

# (x!y’z’w) = (X4y+24W , X=Yy+24W , X=y-2-W)

es 1-1 &6 sobre

1 1 1
T R
yrimon Loy
S

Utilizando cambios elementales obtenemos que A es

seme jante a la matriz Cr

lC) - O C

@2 O » O

Q.0 .0

La funcién candnica F(Cr) =Q es
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‘?(x,szyw) = (19er)
? es sobreyectiva pero no 1-1 . Por lo tanto ’

# es sobre y no es 1-1 .

f[4. Dimensidn
Diremos que los K-espacios vecto-
riales V y W tienen la misma dimensién o son equidi
mensionales , si son isomorfos , es decir , si existe u-
na biyeccién f € L(V,W) .
La relacidn de equidimensionalidad es de equivalen
cia sobre el conjunto de los K-espacios vectoriales .
El siguiente teorema nos da una idea inicial de es
ta relacidén de equivalencia .
Teorema 3.
Kn es isomorfo a K™ si y solo si
n=m.

Demostracidn
Supongamos n f m . Consideremos dos

casos
a) m>n. En este caso , las funciones canbnicas
en L(K",K™) son las siguientes 1
9.(x) =0 , X e K"

?r(xl,ood’xn) = (Il,...,xr,o,...,O) ; T = 1,...,1’1-
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Ninguna de estas funciones es sobreyectiva pues
¢r(x) / E: para todo X € K" Y todo r que pertenece
al conjunto de elementos O , 1 , «v0e , N »

De éstas , la Gnica funcién 1-1 es ¢, « Como
toda funcidn de L(Kn,Km) es seme jante a una candnica ,
entonces ninguné de ellas es sobreyectiva .

b) n> m . En este caso la situacidén es la sigui-
ente 3 ninguna funcidn candénica es inyectiva y la Unica so
breyectiva es Qm, luego ningin elemento de L(Kn,Km) es
1-1 . Por lo tanto, si n¢m " x> y K" no son iso-
mortos . '

Observemos que , entre las funciones candnicas de
L(Kn,Km) , la Gnica que es 1-1 es ?n = idH(H - K7) b
que también es sobreyectiva . Ksto nos lleva al siguiente
resultado

si £ e L(K",K™) entonces f es 1-1 si y solo
si f es sobre .

Regresando al problema de la dimensién , para un es
pacio vectorial V se tiene una y solo una de las siguien
tes posibilidades 3

a) V es isomorfo a un espacio nulo . En este ca-

8o, V es también un espacio nulo , pues toda funcidn 1i
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neal transforma el cero en cero . De otra parte , es evi
dente que dos espacios nulos son isomorfos . Se tiene en
tonces que los espacios nulos forman una clase de equiva-
lencia . Es la clase de equivalencia de los espacios de
dimensidn cero .

b) V es diferente del espacio nulo y existe
n>1 tal que V es isomorfo a K® . n queda determi-
nado de manera uUnica por V pues si V es isomorfo a
K" y V es también isomorfo a K" , entonces K" y
K" son isomorfos , luego n =m .

La dimensién de V es n . Para cada n = 1,2,...,
hay entonces una clase de equivalencia : la de los espa
cios isomorfos a K" y, O de dimensién n .

c) V es diferente del espacio nulo y para cada
n=1,2,..9y V no es isomorfo a k" . Llamaremos a es
tos espacios , espacios vectoriales de dimensidén infini-
ta , en oposicibén a los anteriores , a los cuales llama-
remos de dimensidén finita . Aunque estos espacios no
son isomorfos entre si , pueden considerarse , en una
primera aproximacidén , como una sola clase .

Un diagrama de Venn nos muestra la manera como
queda la particidén sobre el conjunto de lcs espacios veg

toriales sobre K .
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jfs. Bases

En el proceso desarrollado previamente,
hemos llegado al concepto de dimensién sin pasar por los
conceptos de independencia lineal , generador lineal y
base de un espacio vectorial .

Kstos conceptos y en general los temas del Alge-

bra Lineal pueden ser desarrollados con base en este en-—

. 1
foque .
Terminaremos el trabajo explicando cbémo introdu

cir el concepto de base .
Consideremos Xl,... X_ 4 vectores de un espacio
p
vectorial V. La funcidn lineal £ : kP - V,f(xl,...,xp)

= x1X1+...+x X recibird el nombre de funcidn lineal a

sociada a los vectores Xl,...,X
P

Ksta funcidn depende de la forma como se enumeren
los vectores « Sinembargo si = € }; , la funcidn f

asociada a X ,...,Xp , ¥y la funcién g asociada a

1

xn(l)""’xn(p) s 8e relacionan de la manera siguiente 13

-1
g=Ffp, (o=1n7)
Por esta razén , la definicién que damos a conti
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nuacidén , no depende de la forma como se enumeren los
vectores .

Definicidn

Los vectores Xl,...,xp € V se dicens

a) Linealmente independientes si y solo si
es 1-1 .

b) Un generador lineal de V s8i y solo si F
es sobre .

c) Una base de V si y solo si £ es biyectiva
(un isomorfismo) .

Si en la definicién V = K" , el algoritmo de
Hermite nos permite decidir si los vectores son lineal-
mente independientes , forman un generador lineal , o u
na base de Kn .

Consideremos como e jemplo los vectores

n n : :
E1 ,...,En . La funcidn asociada a estos vectores es t

idH(H = Kn) y entonces , forman una base de K" .
Los teoremas cldsicos sobre la dimensidn se de-

muestran sin ninguna dificultad . Veamos uno como e jem-

plo

Teorema 4

Sea V un espacio vectorial de dimen

sién n y sean xl,...,xp vectores de V
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a) Si Xl,...,Xp son linealmente independientes,

entonces n > p .

b) Si xl, ..,Xp €8 un generador lineal de V ,

entonces p > n .
c) Si Xl,...,Xp es una base de V , entonces
P=n.
Demostracidn

Llamaremos # 3 kP -V a la funcién

lineal asociada a Xl""’xp .

Sea ? : V - K" un isomorfismo .

Si Xl,...,Xp son linealmente independientes , en
tonces @. F e L(Kp,Kn) es 1-1 . Como en L(Kp,Kn) pa-
ra p> n, no hay funciones 1-1 , se concluye que
n>p.

Las restantes afirmaciones se demuestran andloga—

mente .

1 Ver el texto Algebra Lineal y Geometria por
Oilma de Villamarin y Jesis Hernando Pérez , Universidad Na

cional , 1979 .

Jesiis Hernando Pérez

Departamento de MatemAtiocas

Universidad Nacional . Bogotd .
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