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ARCO-CONEXION LOCAL EN LAS COMPACTACIONES
POR FINITOS PUNTOS

JAIRO A. CHARRIS Y MARTHA P. DussanN

Universidad Nacional de Colombia

ABSTRACT. The local path-connectedness of finite-point compactifications
of spaces admitting fundamer:al systems of closed path-connected neigh-
borhoods is cstablished. The result particularly applies to finite-point com-
pactifications of topological manifolde

1.INTRODUCCION

Las compactaciones de espacios topologicos son 1tiles en analisis, debido
al hecho de que los espacios compactos portan una estructura natural de
espacio uniforme. Algunas veces también suministran un marco natural
para ciertos conceptos. Por ejemplo, las funciones meromorfas en un do-
minio Q del plano complejo C son las funciones analiticas de Q en la esfera
de Riemann, y ésta es la compactacién de C por adicién de un punto (com-

pactacion de Alexandroff).
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Las compactaciones por un punto son las mas usadas. Sin embargo, pueden
resultar inapropiadas para algunos propdsitos. Por ejemplo, la compacta-
cién por un punto del cilindro {(z,y,2)/2z% + y* = 1,|z] < 1} no es una
2-variedad, mientras que la compactacion por dos es una esfera. Esto hace

interesante considerar compactaciones por mds de un punto.

En lo que sigue, sélo consideraremos compactaciones por finitos puntos.
En [15], [17], [18] el lector podra encontrar un examen detallado de este

concepto.

Un problema interesante es el de determinar qué tanto de la estructura
del espacio se traslada a la compactacion. En este trabajo demostraremos
que bajo hipétesis no muy restrictivas (o-compacidad, paracompacidad,
arco-conexion local por cerrados) las compactaciones por n puntos de es-

acios localmente arco-conexos son espacios localmente arco-conexos. Tam-
bién estableceremos la conexion local de las compactaciones por n puntos de
espacios localmente conexos. Aunque este dltimo resultado es conocido, de-
pende usualmente de argumentos y conceptos sin un interés muy evidenie
en otras partes de la matemdtica (v.[9]). Este idltimo problema también
ha sido considerado para otras compactaciones, incluida la de Stone-Cech
(110], [12)).

Aunque es de esperar que el problema de la arco-conexién local de las
compactaciones por finitos puntos haya recibido atencion, no hemos encon-
trado ninguna referencia significativa. Sélo en [11] y [14] hemos encontrado
algunos resultados en esta direccion. En [6] hemos considerado el caso de

las compactaciones por un punto.

Las demostraciones que daremos estan basadas en ideas aparentemente
introducidas por Malgrange [16]. Sin embargo, en lugar de [16] recurriremos
a [19], donde se completan argumentos insuficientes de Malgrange ([19], pp.
85- 88).

Seguiremos la terminologfa de [4], [7], observando la equivalencia de la
nocién de o-compacidad de [7] con la de enumerabilidad al infinito de [4].

Un espacio localmente compacto metrizable es paracompacto ([5], p.92; [7],
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p.186).

Si X es un espacio topolégicoy L C X, la envolvente llena I de L es
la reunién de L con las componentes conexas relativamente compactas en

X de X — L. Si X es localmente compacto y localmente conexo, entonces:

1. X — I no tiene componentes conexas relativamente compactas en
X.

2. Si L es cerrado en X, L es cerrado en X.

3. Si I C L', entonces I C L'; también, ; = L.

4. Si L es compacto y si X tiene s6lo un nimero finito de componentes

conexas compactas, L también es compacto.
Las demostraciones pueden encontrarse en esencia en [19], p.85.

Si X es un espacio topoldgico, una curva de X es una aplicaciéon con-
tinua a : [0,1] — X. Si a,b € X y o(0) = a,a(l) = b, se dice que «
une a con b. Si A C X, y si dados arbitrariamente a,b € A existe una
urva o de X contenida en A {a([0,1}) C A) que une a con b, se dice que
A es arco-conezxe. Si A es arco-conexo, A es conexe, Si A C X, un
subconjunto arco-conexo y no vacio C de A, maximal en el sentido de que
no estd propiamente contenido en ningdn otro subconjunto arco-conexo de
A, se denomina una componente arco-conexo de A. Sia € C, C es el
conjunto de los puntos que pueden unirse con a mediante una curva de A.
Si X mismo es un subconjunto arco-conexo de X, se dice que el espacio
topolégico X es arco-conezo; y si todo punto de X tiene un sistema fun-
damental de vecindades arco-conexas, que X es localmente arco-coneco.
Si tal sistema fundamental puede ademas tomarse formado por vecindades
cerradas, se dice que X es localmente arco-conexo por cerrados. Un
espacio localmente arco-conexo puede no ser localmente arco-conexo por
cerrados (v. [8]). Si X es regular ([4], p.90) y localmente conexo, todo punto
admite un sistema fundamental de vecindades cerradas conexas. No sabe-
mos si un espacio regular (6, mds ain, localmente compacto), localmente

arco- conexo, es necesariamente localmente arco-conexo por cerrados.

Nota 1.1. La definicién de arco-conezién que hemos adoptado corres-
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ponde a la de path-connectedness y no a la de arc-connectedness de
[11]. No se exige, en efecto, que a([0,1]) sea homeomorfo a [0,1]. Quiza
el apelativo conezo por curvas seria mas apropiado, pero es poco usa-
do en castellano. Un espacio localmente conexo puede no ser localmente

arco-conexo (v. [13]).

Nota 1.2. Si X eslocalmente compacto y localmente arco-conexo por cerra-
dos, todo punto admite un sistema fundamental de vecindades arco-conexas

compactas.
Los resultados siguientes, bien conocidos, se usardn repetidas veces.

Lema 1.1. Si X es localmente arco-conexo, toda componente arco-conexa
de X es a la vez abierta y cerrada en X y todo punto admite un sistema
fundamental de vecindades abiertas arco-conexas. Si {} es un subconjunto
abierto de X, toda componente arco-conexa de () es abierta en X, v

mismo es un espacio localmente arco-conexo.

Lema 1.2. Si Y es un subconjunto de X a la vez abierto y cerrado, y
a € Y, la componente arco-conexa C de a en X queda contenida en Y. Si
X es localmente arco-conexo, la componente arco-conexa de todo punto
coincide con la componente conexa de z y es la interseccion de los subcon-

juntos abiertos y cerrados de X que contienen a z.
Andlogamente a como se definié L, definimos ahora:

Definicién 1.2. Si X es un espacio topoldgico v L es un subconjunto de
X, L, la envolvente llena arco-coneza de L, es el conjunto unionde L y

de las componentes arco-conexas relativamente compactas en X de X — L.

El siguiente teorema adapta a L resultados establecidos en [19] para L.

Su demostracién es inmediata (v.[8] para los detalles).
Teorema 1.1. Si X es un espacio topoldgico localmente compacto y L es
un subconjunto de X, entonces:

1. X — L no tiene componentes arco-conexas relativamente compactas
en X.
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2. Si X es localmente arco-conexo y L es cerrado en X, también lo es

I
3. SiLCIL' LCL' También, L = L.

En la seccién 2 estableceremos un resultado basico: la existencia de
estrellas con caracteristicas especiales. En la seccion 3 demostraremos los
principales resultados.

Nota 1.3 En lo que sigue de este trabajo supondremos que todos los
espacios topoldgicos involucrados son espacios de Hausdorff ([4],
p. 84).

2. COMPACTACIONES POR n PUNTOS.

Una eztensién por n puntos de un espacio topoldgico (X, 7) (7 denota
la topologia de X') es un espacio topolégico (X =, 7*) tal que X C X~, que
*|X = 7 (aqui 7*|X denota la topologia inducida por 7~ sobre X ), que
X es denso en X* para7* vy que X* — X = {w1,...,w,} con w; # w; para
i# 4,14, =1,2,3,...,n. Como suponemos que X* es de Hausdorff, X serd
también abierto en X*. Si (X*,7*) es compacto, diremos que (X*,7%) es
una compactacion de X por n puntos.

Si (X*,7*) es una extensién de X por n puntos, una estrella de X para
7* es un conjunto {X3,..., X, } de n abiertos disyuntos de X tales que

M = M(Xy,0.00 Xa):= X = |} Xis
1=1

el nicleo de la estrella, es un subconjunto compacto de X, mientras que
para todo j = 1,2, ..., n,

Xj :=X—UX;’
i#]

no es compacto. Notese que Xj = X; UM es cerrado en X para 7. Se
supone ademads que w; estd en la clausura de X; pero no en la de X; para
J# 1,y que X; U {w;} es abierto en X*.
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Una estrella {Xy,..., X, } de X define una topologia 7(Xj,,,,Xy) sobre
X* tomando como sistema fundamental de vecindades de z € X para
7(X1,,,,Xn) el sistema de vecindades de z en X para 7, y como sistema
fundamental de vecindades de wg,k = 1,2,...,n, los conjuntos (X — L) U
{wy}, donde L es cerrado en X para 7y LN Xy es compacto. Como
(X — L)U {wi} 2 (Xx = L)U{wi} 2 XeU{wx} = LN Xk, (X — L) U {wy}
es una vecindad de wy para 7*, asf que 7(X1,..., X,) C 7*. Como ademas,
si (X*,7*) es compacto entonces (X*,7(Xy,..., X)) es de Hausdorff ([15],
[17], [18]), 7(X1, ..., Xn) = 7% ([4]. p.99) en el caso de las compactaciones.

Teorema 2.1. ([15], [17], [18]) Si (X *,7*) es una cempactacién de (X, 7)
por n puntos wWi,...,Wn, cxiste una estrella {Xi,..,X,} de X tal que
(X1, Xp) =75

Demostracion. Sean Uy, ...,U, vecindades abiertas respectivas de wy, ..., wn
para 7" tales que U; NU; = @ para i # j, y sea X; = U; — {wi},1 =
1,2,..,n.0

Nota 2.1. Un espacio compacto no admite compactaciones por adicién
de nuevos puntos. Si (X*,7*) es una compactaciéon de X por n puntos
y {X1,..,Xn} es una estrella de X para r*, los conjuntos (X — F) U
{wi},(Xx— F)U{wi} y (Xx = F)U{wx} son, cuando F recorre los subcon-
juntos cerrados de X tales que XiNF es compacto, sistemas fundamentales

de vecindades de wy para 7.

Estableceremos ahora que la topologia de una compactacién por n pun-
tos de un espacio localmente arco-conexo puede obtenerse a partir de una

estrella con caracteristicas especiales.

Lema 2.1. Si X es localmente arco-conexo por cerrados y tiene sélo un
nimero finito de componentes arco-conexas compactas, y si (X*,7%) es una
compactacion de X por n puntos wy, ..., Wn, existe una estrella { Xy, ..., Xa}
de X para 7 tal que ‘
1. M = X —|J_, Xi contiene todas las componentes arco-conexas com-
pactas de X, y

2. X; = X; UM tiene sélo finitas componentes arco-conexas compactas.
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Demostracion. Sean {X{,...,X]} unaestrellade X, M' = X —{JI_, X/, su
nicleo. Por la nota 1.2, existen finitos conjuntos arco-conexos compactos
de X,Uy,...;Upn, tales que M' C U3 U ....U Up,. Sea C la reunién de las
componentes arco-conexas compactas de X y sean M = Cu U1 U....UU,,
X; = X! - M,i = 1,2,..n. Puesto que X —|J_, Xi = M es compacto
mientras que X; = M U X; nolo es (pues M UX; D M'UX!),{X1,...,Xn}
es una estrella de X cuyo nicleo, M, tiene sdlo finitas componentes arco-
conexas.

Sea C una componente arco-conexa compacta de )~(1-. Si fueraCNM =0,C
seria una componente arco-conexa de X;; y siendo entonces un subconjunto
abierto de X (pues X; es abierto en X), serfa también una componente
arco-conexa compacta de X. Esto es absurdo, pues C estaria contenida en
M. Entonces CN M # @, y C contendrad alguna componente arco-conexa
de M. Puesto que M sdlo tiene finitas componentes arco-conexas, s6lo
un numero finito de las C pueden intersectar a M. Como todas lo hacen,

A < ar Bnite
dcberdn ser finitas en nimerc. B

Nota 2.2. La hip6tesis de que X tenga sélo un numero finito de compo-
nentes arco-conexas compactas no es restrictiva si esperamos que X~ sea
localmente arco-conexo. En efecto, si el niimero de tales componentes fuera
infinito, su reunién C, la cual es cerrada en X, no podria ser compacta (pues
cada una de las componentes es abierta en X), asi que habra al menos un
w; tal que toda vecindad U de w; intersecta a C'. Entonces existird una
componente arco-conexa C’ de C tal que C’'NU # @ y como C’ es una com-
ponente arco-conexa de X* (por ser un conjunto arco-conexo y a la vez
abierto y cerrado en X*), si U fuera arco-conexa se tendria que UCC’, lo
cual es absurdo, pues w; ¢C’. Si X es localmente arco-conexo, las compo-
nentes arco-conexas compactas y las componentes conexas compactas de
X son las mismas (lema 1.2), asi que en el lema 2.1 basta suponer que X

solo tiene finitas componentes conexas compactas.

Nota 2.3. La hipétesis de que X sea localmente arco-conexo por cerrados
es importante en la demostracién del lema 2.1. Si n > 2, no hemos podido

establecer la existencia de estrellas que satisfagan las condiciones del lema
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bajo la sola hipotesis de que X sea localmente arco-conexo. Sin =1, la
arco-conexion local de X es suficiente, pues podemos tomar X; = X, asi
que M' = (). En este caso M, en el lema 2.1, es simplemente la reunién de
las componentes arco-conexas compactas de X, y X; = X sélo tiene finitas

componentes arco-conexas cornpa.ctas .

Lema 2.2. Sea X localmente arco-conexo por cerrados, con sélo un nime-
ro finito de componentes arco-conexas compactas, y sea {Xi,...Xn} una
estrella de X con las caracteristicas dadas por el lema 2.1. Sea 1 < k <
n y sean K un subconjunto compacto de Xp=MUXi, M = X-UL, X,
v My la reunién de M y de las componentes arco-conexas compactas de
X (las cuales son finitas en nimero). Sea {(K U My) la reunion de
K U M. con las componentes arco-conexas relativamente compactas en Xx
de Xy — K U M. Entonces, £.(K U M) es un subconjunto compacto de
Xk.

Demostracion. Puesto que toda componente arco-conexa de Xi— KU My
es una componente arco-conexa de un abierto de X, es entonces abierta
en X (de hecho, en X). Por lo tanto, £x(K U My) es cerrado en Xy, de lo
cual, en X.

Sea V una vecindad compacta de K UM; en X y sea F = Fi(V)N&x(K U
M), donde Fi(V) = VN Xz —V (4 es la clausura de A en X) es la
frontera de V relativa a X’k. Puesto que F C £, (K U M) — K U My, las
componentes relativamente compactas en Xi de Xx — K U My recubren a
F;y siendo compacto, ' C B, U...U B, para un nimero finito p de ellas. Si
B es otra de tales componentes, B # B;,para i = 1,2,...p, necesariamente

BN F ={. Veamos entonces que
(2.1) E(KUM)CVUBIU...UB,,

lo cual demostrard el lema.
Seaz € &(KUMy). Size KUM, 6 z € B;,j =1,...,p, no hay nada
que demostrar. Supongamos entonces que z pertenece a una componente

arco-conexa relativamente compacta B de X’k — KUMj en )Z'k, B #£Biji=
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1,2,...,p. Puesto que BN F = 0, también BN F(V) = 0. Y como B
es un conjunto conexo, B CV 6 B C X — V. Pero BN (K U M) # 0.
Si no, B = B C X,y B seria abierta y cerrada en X’k, de lo cual, una
componente arco-conexa compacta de X’k. Entonces B C My, lo cual es
absurdo. Por lo tanto B C V, asique z € VU B U...UB,, y (2.1) es
vilida. @

Corolario 2.1. Sea X localmente arco-conexo por cerrados con sélo finitas
componentes arco-conexas compactas, y sea {X1,..., X, } una estrella como
en el lema 2.1 y L un subconjunto cerrado de X tal que, para algin k =
1,2,..,n, K =LnN /?k es compacto. Entonces, existe L' O L, cerrado en
X ycon L'N )~(k compacto, tal que )Z'k — L' no tiene componentes arco-
conexas relativamente compactas en X, Ademads, LN Xy es un subconjunto

compacto de X!

Demostracion. Para establecer la primera afirmacién, témese L' = L U
&(K U My). En cuanto a la segunda, obsérvese que L es cerrado en X
(teorema 1.1). Por lo tanto P X'k es cerrado, vy sera suficiente comprobar
que LN X; C (K U My). Sea r € L N Xi. Podemos suponer que
t¢ K=LnN Xk y, también, que z ¢ My, de lo cual z pertenecerd a una
componente arco-conexa C' de X — L, relativamente compacta en X. Sea (
la componente arco-conexa de z en X’k—-(KUMk). Puesto que ccin X’k
y este tltimo es un subconjunto compacto de X’k, también C lo es. Por lo
tanto, C' es una componente arco-conexa relativamente compacta en )2  de
X — (KU My), asi que z € C C &(K U M)l

Corolario 2.2. Si X es localmente compacto, localmente arco-conexo y
sélo tiene finitas componentes arco-conexas compactas, y si L es un sub-

conjunto compacto de X, T es también compacto.

Demostracion. Si X es compacto, L = X. Si X no es compacto, podemos
tomar n = 1 en el anterior corolario, circunstancia en la cual basta suponer

que X es localmente arco-conexo. B

Nota 2.4. La arco-conexién local puede sustituirse por conexion local (la

cual es siempre conexion local por cerrados) en todos los argumentos an-



10 J. CHARRIS Y M.P. DUSSAN

teriores, demostrandose, en forma totalmente andloga, que si X es local-
mente conexo y sélo tiene finitas componentes conexas compactas, toda
compactacién por n puntos X* = X U {wy,...,wn} admite una estrella
{X1,...,X,} cuyo nicleo M = X — |JI_, X; sélo tiene finitas componentes
conexas, contiene toda componente conexa compacta de X, y es ademds
tal que X,— = MUX;,i=1,2,...,n, solo tiene finitas componentes conexas
compactas (asi que la reunién C} de éstas es compacta). En tales circuns-
tancias se verifica inmediatamente que si L es cerrado en X, L N )~(k es
compacto, y Ly = LUCy UM, entonces la reunién ox (LN Xk) de Ly N X'k
y de las componentes conexas relativamente compactas en X de Xi — Ly
es un subconjunto compacto de Xk tal que Xk —ox(Le N X,c) no tiene
componentes conexas relativamente compactas en X . Ademas, L N Xy es

compacto, y si L es compacto, también L lo es. Entonces

Teorema 2.2. Si X es localmente conexo y sélo tiene un nimero finito
de componentes conexas compactas, y st X* = X U {wy,...,w,} es una

compactacion de X por n puntos, X~ es locaimenie conexo.

Demostracion. Sea {Xi,...,X,} una estrella de X con las caracteristicas
previstas en la nota 2.4. Entonces, si L es cerrado en X y [ N ;Y"k es
compacto y L es como arriba, (Xi — ox(Lk N Xx))U{wx} es una vecindad
conexa de wy para 7(Xj,..X,) = 7, pues wy estd en la clausura de toda

componente de fk —ox(LgN )?k).l

Nota 2.5. El resultado anterior es falso si X tiene infinitas componentes
conexas compactas. Témese, por ejemplo, X = {%/n 2= 1,2} ot Ja
topologia discreta. Claramente X* = X U {0} es, con la topologia de
subespacio de la recta real R, una compactaciéon de X por un punto, y 0
no admite un sistema fundamental de vecindades conexas. Si X es conexo,

es claro que X™ también lo es.

Nota 2.6. Si X no es conexo, X* puede ser o no conexo. Por ejemplo, ¢l
subespacio {(z,y,2)/z*+y? = 1,0 < |z] < 1} de R tiene una compactacién
por cuatro puntos formada por dos esferas disyuntas en R®, pero admite

también compactaciones conexas por uno (dos toros tangentes en un punto
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de estrangulamiento de ambos), dos (un toro con dos estrangulamientos) y

tres puntos (dos esferas tangentes).

3. ARCO-CONEXION LOCAL DE LAS COMPACTACIONES POR 7 PUNTOS.

Teorema 3.1. Si X es localmente arco-conexo por cerrados y o-compacto,
si X tiene solamente un numero finito de componentes arco-conexas com-
pactas, y si (X*,7") es una compactacién de X por finitos puntos wy, ..., wn,

entonces X * es localmer.te arco-conexo para 7~.

Demostracion. Sea {Xj,...,Xn} una estrella de X con las caracteristicas
dadas por el lema 2.1. Se tiene que 7* = 7(Xi,..., X»). Sea {Kp/m > 0}
una sucesién de subconjunto compactos de X con Ko = 9, K, C K?,lﬂ (A°
es el interior de A relativamente a X) paratodom > 1y X = J,_, K.,
([4], p.106; [7], p.240). Sean Mj la reuniéon de M con las componentes
conexas compactas de )Z'k y L un subconjunto cerrado de X tal que L 2 My,
que LN X, sea compacto y que X, — L no tenga componentes arco-conexas
relativamente compactas (corolario 2.1), asi que L N X = &(L N )Ezc\»
Demostraremos que (Xk — L)U {wy} es arco-conexa.

Sea 0 = 1g < t; < wooo <ty < tm41 < ... < 1 una sucesion de nimeros

reales convergente a 1. Sea a = ap € )~(k — L,y para cada m > 1, sea
(3.1) @m € (Xx—E( LUK )NX))NC(am_1, Xk — (LUK m_1)N X)),

donde &k ((LU K, )NXx) es la reunién de (LUK )N X con las componentes
arco-conexas relativamente compactas de ch —(LUKy)N ik Y Crici 3=
Clam-1, Xi— Ex((LUK 1 )ﬂ)zk)) es la componente arco-conexa de @, —;
en Xy — Ex((LUKm-1)N )?k) Puesto que & ((LU K, )N fk) es compacto
mientras que C,,_; no lo es, los conjuntos en (3.1) son no vacios. Obsérvese
que los conjuntos (Xx — &x((L U Kp) N Xx)) U {wx} son (con L fijo) un
sistema fundamental de vecindades de wy (lo cual implica que a,, — wx).
Para cada m > 1, sea a, : [tm-1,tm)] — X una curva contenida en
Cr tal que @pm(tm-1) = @m-1 Y On(tm) = am, y sea o : (0,1} — X~

definida por a(t) = am(t) 8i tm—y <t < t,,,,,a(i) = wi. Evidentemente a
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es continua sobre [0,1). Es también continua en ¢ = 1, ya que claramente
a([t,1]) C ()?k - & (LU Kn)N X)) U {wx} para I > m. Por lo tanto, a
es una curva de (Xx — L) U {wx} que une a y wy, asi que (Xj — L) U {wy}

es arco-conexa. W

Nota 3.1. Bajo las hipdtesis del teorema, si X es conexo, también X* lo

es; y siendo X* localmente arco-conexo, serd arco-conexo (lema 1.2).

Supongamos ahora que (X, 7) es paracompacto (y, naturalmente, local-
mente arco-conexo por cerrados). Puesto que X es localmente compacto,
existe una familia {Z,/a € A} de subconjuntos abiertos no vacios de X,
dos a dos disyuntos, tales que cada Z,, necesariamente cerrado en X, es
o-compacto ([4], p.109; [7], p.241).

Sea (X*,7*) una compactacién de (X, 7) por n puntos wy,...,wn, y sea
{X1,...,X,} una estrella de X con las caracteristicas dadas por el lema
2.1. Para cada i = 1,2,...,n, denotaremos con A! el conjunto de los a en
A tales que Z, N X; es compacto, y A; serd A — Al. Sea L un subconjunto
cerrado de X tal que L N 1\7 es compacto, que L D M; y que )?, - L
no tenga componentes conexas relativamente compactas (corolario 2.1).
Demostraremos que ()F(v'l — L)U {w;} es también arco-conexa en este caso.
Sean @ € Ay {&m/m > 0} una sucesién de subconjuntos compactos de
Z, con Ko = 0,K,, C K.y para m = 0,1,2,..., ¥ Zy = oo K.
Sea &i((LU K,)N )?,) como antes, y sea, a su vez, (LU Kn)N X;n
Z4) la reunioén de (LU K,,,) N X, N Z, y de las componentes arco-conexas
relativamente compactas en )?,- NZ,de X;N Z, — (LUKn,)N X 0WZ,.
Teniendo en cuenta que Z, es a la vez abierto y cerrado en X se verifica

sin mayor esfuerzo (v.[8] para los detalles) que

32)  &(LUKm)NX)N Zo = €0 (LU Km) N XiN Zy),

asi que & (LUK )N X;n Z4) es también un subconjunto compacto de
XiN Zy. Ahora, (3.2) y el hecho de que X es reunién de los Z, implican
que

(3.3) Xi - &(LUKn)NX:) = | XiN Za - €ai((LU Km)N XiN Za).
a€A
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Escribamos Vi m.a = XiNZo —€a il (LUK )N XiNZa). Sia € AL Vi o =
0. Sia € Ai, Vim,a U{wi} = [(Xi = &(LU K N X)) U{wi}]N(Za U {wi}),
asi que {Vim,a U{w;i}/m > 0} es un sistema fundamental de vecindades
de w; en Z, U {w;}. Como ninguna componente arco-conexa de V; ,, o €s
relativamente compacta en )Z',- RiZaoth Gy € Viimia O Clan-aaVim~1.0)s
donde a = ao es arbitrario en V;, = V.4, se deduce, tal como en la
demostracién del teorema 3.1, que los a,,,m > 0, son puntos de una curva

de V; o U{w;} que une a con w;. Entonces V; ,U{w;} es arco-conexa. Como

(3.4) (Xi - L)U{w} = |J (ViaU{wi}),

€A,

también (X; — L) U {w;} es arco-conexa. Asi

Teorema 3.2. Si X* = XU{w,,...,w,} es una compactacion por n puntos
del espacio paracompacto X, y si X es localmente arco-conexo por cerrados
y tiene sélo un numero finito de componentes arco-conexas compactas, X~

es localmente arco-conexa.

Nota 3.2. No hemos podido establecer que X* sea localmente conexo por
cerrados, ni siquiera cuando n = 1, en cuyo caso la afirmacion es equivalente
al hecho de que si K es un subconjunto compacto de X existe un abierto
relativamente compacto §2 de X con Q= Q tal que K C . De hecho, no
hemos podido establecer la existencia de subconjuntos abiertos de X con
Q=0 (v. la nota 3.5, abajo).

El resultado anterior se aplica en especial alas variedades topoldgicas.

Definicién 3.1. Una m-vartedad topolégica, m > 0 un entero, es un
espacio metrizable X tal que para todo punto ¢ € X existen una vecindad

abierta U, de z en X y un homeomorfismo f, de U, sobre R™.

Una m-variedad es un espacio paracompacto y localmente compacto, de
lo cual localmente arco-conexo por cerrados. Por lo tanto, si X admite una
compactacién X ™ por n puntos, X* es localmente arco-conexa si y solo si

X tiene inicamente finitas componentes arco-ccnexas compactas.
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Nota 3.3. La compactacién de una variedad topoldgica conexa por un
nimero infinito de puntos puede no ser localmente arco-conexa. Por ejem-
plo, el espacio X = {(z,senl)/0 < z < 5=} es una 1-variedad conexa para
su topologia de subespacio. Sea X* = {(0,y)/|y| <1} U X U{(5=,0)} con
su topologia de subespacio. Evidentemente X* es una compactacién de X
por infinitos puntos, la cual no es localmente arco-conexa. De hecho, X*

no es localmente conexa.

Nota 3.4. La compactacién por finitos puntos de nna variedad puede no
ser metrizable. Por ejemplo, si X = {Jy¢; Lg, donde I es el conjunto de
los nimeros irracionales en [0,27], y Lg = {re?®/0 < r < 1} estd dotado
de su topologia 7y de subespacio de R*, y X de la topologia generada por
Uger 76, X esuna l-variedad, pues su topologia estd definida por la métrica

|z —2'|, siz, z’ € Ly paraalgin @ € I,
d(z,2') =1 &

1 si z , 2’ no estan en el mismo Lj.

=

a compactacién de Alexandroff de X ¢s X* = X U {0} = U,¢; Cs, donde
(g es el circulo de centro y radio §. Un sistema fundamental de vecindades
de w = 0 para la topologia de X* es {Up/F C I, F finito}, donde Up =
User,s¢r Cs- Como X no es o-compacto, X* no es metrizable (5], p.43).
En este caso, la arco-conexién local de X* no puede deducirse, por ejemplo,

de los resultados en [11], Chap.3.

Nota 3.5. Bajo las hipotesis del teorema 3.2, X puede ener un nimero no
enumerable de componentes arco-conexas no compactas (nota 3.4). Sin em-
bargo X* sélo puede tener un nimero finito de componentes arco-conexas.
En efecto, siendo X * localmente arco-conexo, todas sus componentes arco-
conexas son abiertas. Mds ain, como toda componente arco-conexa de X*
que no sea la componente de alguno de los wy es necesariamente una com-
ponente arco-conexa compacta de X (pues, siendo C' cerrada en X™, para
cada k existe una vecindad abierta Uy de wy tal que Uy N C = @, asi que
C C X* — Uj_, Uk), se concluye que X* tendrd a lo sumo m + n com-
ponentes arco-conexas, siendo m el nimero de componentes arco-conexas

compactas de X.
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Nota 3.6. Si Q es un subconjunto abierto de X y X es localmente compacto,
la envolvente llena €2 de  es atin abierta en X ([19], p.86). Este resultado
se debe, con demostracién insuficiente, a Malgrange [16]. La demostracién
completa aparece en [19] (v. también [8]). Por el contrario, puede suceder
que Q) no sea abierto, aun si X es localmente arco-conexo por cerrados. Por

ejemplo, si X = R? y
: 1
Q=X-{0,y)/ -1<y<1}U {(z,sen;)/O <z <oo}

el cual es un subconjunto abierto de X,Q = R? — {(z,senl)/0 < z < 00},

que no es abierto en X.

Para examinar la utilidad de la nocion de conexién en compactaciones el
lector podra consultar [2] y [3]. Seria interesante examinar las propiedades
de conexién en extensiones n puntuales mas generales que las compacta-

ciones. Para este propdsito, veanse [1] y las referencias mencionadas alli.
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por observaciones que fueron de gran ayuda, y al revisor de la primera
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