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REGLA DE L’HOPITAL PARA SERIES

YU TAKEUCHI

Departamento de Matemdticas, Universidad Nacional Colombia

RESUMEN. Se establecen propiedades que pueden considerarse como ver-
siones de reglas de L’Hopital para series de niimeros reales en algunos casos
y de complejos en otros; en todos ellos se reduce el limite de un cociente
de series al limite de un cociente de las sucesiones que generan a las series.
Se aplican los resultados al andlisis de la convergencia de la sucesién lineal
definida mediante una férmula de recurrencia de primer orden muy general.

§1. INTRODUCCION

Para el estudiante promedio no es dificil resolver una buena cantidad
de problemas de cédlculo que involucran funciones continuas y derivables.
Por ejemplo, si se quiere hallar el limite del cociente de dos funciones,
generalmente basta aplicar la regla de L’Hopital. En cambio los problemas
sobre sucesiones y series son mas dificiles para ellos ya que no conocen
métodos sencillos de solucién. Parece que los matematicos del siglo XIX
o de comienzos del siglo XX, eran muy hdbiles para resolver problemas de
sucesiones y series, puesto que ellos contaban con herramientas de trabajo
adecuadas, hoy en dia ignoradas o desaparecidas.

7(1)

En el conocido libro de Bromwich [1] publicado en 1907'"), que era posi-

() Thomas John ’Anson Bromwich, 1875-1929
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blemente un texto para el estudio del cdlculo a comienzos de este siglo,
aparecen los temas del calculo de hoy en dia, en forma paralela a sus si-
milares en teoria de series. Por ejemplo, ademas de la regla de L'Hopital

usual, se halla una versién discreta de la misma:

Primer Teorema sobre el limite del Cociente
Si lim a, =0, lim b, =0, y ademas la sucesién (b, ) es estrictamente

n-—oo n—00
decreciente, entonces

. a . Qp = Gpyy
lim —= = lim = s
n—co 0, n-+00 bn - bn+1

suponiendo que el limite del segundo cociente exista.

Segundo Teorema sobre el limite del Cociente (Cauchy-Stolz)

Si (b, ) es esirictamente creciente y diverge a +00, entonces

fimn i B ne i SRS nu -
n—oo by, n—s00 bn-i-'l = b“ !
suponiendo que el limite del segundo cociente exista.

En las secciones que siguen se dard otra versién de la Regla de L'Hopital,
equivalente a los teoremas aqui mencionados, pero méas comoda para ser
aplicada en problemas de series. Los teoremas 2 y 4 son las férmulas para
calcular el valor estimado de la cola de una serie convergente y de la cabeza

de una serie divergente.

' . .0
§2. Regla de L’Hopital para series del tipo 0

i a :
Sean (a,,)n ¥ (bn)n dos sucesiones tales que lim — = 1. Decimos en tal

n—0o0
caso que “(a,), es asintéticamente igual a (b,),”. Es sencillo comprobar
que esta relacién es de equivalencia en el conjunto de todas las sucesiones
de reales.

o0 o0
G s ’ an
Ademas si E ai y E by son convergentes y Jirr;o - L # 0, entonces

k=1 k=1 &
a ~ Lb,. Esto significa que en este caso para k suficientemente grande, ax
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es casi igual a Lbi. Se deduce que para n suficientemente grande,

00 o)
> wx Y
k=n+1 k=n+1

Asi se obtendra la aproximacién:

Zko.;n-{-l A
E3)
Zk=n+1 bk

En forma mads precisa, se obtiene el siguiente teorema:

~ L para “n” suficientemente grande.

Teorema 1. (Regla de L’Hopital tipo 0/0)
oo 00

Sean Zak y Zbk dos series convergentes y supongamos que la tltima

k=1 k=1
satisface la condicion adicional:
2 e bx]
A — o 0k
1 su .___k:.""___ 00
( ) np lzzo:n bk! ) )
si existe el Iimite
. a,
(2) lim = =1
n=—+oQ bn
entonces:
N Zi—.nﬂ Gk
(3) lim &350 = .

o
B0 Ek=n+1 bk

Demostracion. . De la convergencia de 3 by y de (1), se sigue que > by
converge absolutamente. Dado ¢ > ) existe N tal que

lag/bk — L| < € vara tedo k con k> N,

osea |ax — L -he| < €-|bi, para todo k con k > N. Asi, paran > N se
tiene:

o0 o0

nli_’rréo i ap—L- i by gnli_{xgo Z iak—‘L-bk|<c-nli£noo E {bi.

k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1




20 YU TAKEUCHI

Dividiendo la desigualdad anterior por l Z bkl se obtiene:

k=n+1
Zz‘;n-}—l ak E:?:n+l ibk'
(4) Sjar-——z— - L <:C——j;——————
k=n+1 k l2k=n+l bkl

De la condicién (1), la desigualdad (4) garantiza la existencia del limite
3. ©
Observacion. . Si by > 0 para todo k, entonces la condicién (1) se cumple
automdticamente y en este caso el teorema 1 es “equivalente” al Primer
Teorema sobre el limite del cociente”, citado en la introduccion.

Si en el teorema 1 se suprime la condicién (1), el resultado no es valido,

como se ve en el ejemplo que sigue

Ejemplo 1. Sean (ay), vy (b,). dadas mediante

e = B =+
i 1
bint = (3)" b= -(3)",

entonces se tiene evidentemente que:

a
lim — =1.
n—0o0 bn
Sin embargo para n par, tenemos:
o0 o0
E by=0 y Z ap # 0,
k=n+1 k=n+1

por lo tanto el cociente ka:nH ak/ Y st bk no converge cuando

n—oo. 0O

Nétese que la sucesién (by,) no satisface la condicién (1), como puede

verificarlo el lector.
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Ej‘emplo 2. Si X, ~C-ny B, ~ B (siendo C una constante), entonces

{:: B, _ B
kank-XK_HNCQ'Tt.

En efecto, aplicando el teorema 1 se tiene:

o0 By oo B
Ek:n X: XK1 Zk:n m‘:‘: - lim By - k(k + 1)
1 - 00 1 ER4 e e
n Lhen iy e XeXkn
B
e C?. g

4
B ¢

Ejemplo 3. Si ax = — (p > 1), entonces por el teorema 1,

kP
(5) Y oaxl Y
k=n+1 k=n+1

y por el criterio de la integral se tiene:

1 noq
- / —dz + C + O(—lj) (C es una constante)

[~]3

=1 A,."-‘ J1 ¥ n
1 1 1
= - (1= C + 0{—),
50 ( np_1)+ +0(—3),
luego
T
i &0
] kP p—1
y por lo tanto
o
; i 1 1 1
(6) Y, = o1 w1 T O
k=n+1
De (5) y (6):
oo
1 1
(7) I e =
k=n+1
Como un caso particular, cuando p = 2, tenemos:
. L o L
(8) Si a, = ni;— entonces Z ak & — O

k= +1
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o0

Ejemplo 4. Sea Z X una serie convergente de términos positivos; si

X k=1
lim (—ltl—) =1, entonces
n—oo n

[o o]
2 Xk
im S84l Cielen.

(9) A TR

En efecto, por el teorema 1 se tiene que

renir(Xe1 - X -
lim Xn = lim Ek--nﬂ( k-1 k) e iiaes Xik-1— Xk

i =0.
oo r o0
R0 Zk:n+l ‘Xk ko0 Ek:n-{-l Xk a0 Xk

Ejemplo 5. Sea (X,) una sucesién de niumeros complejos no nulos que

satisface

(10) lim XY*‘ =7, |rj<1,

entonces:

(1) - Lienpy Ke-1 = Xel 11|
e {El:in-}—l(xk—l ~x)[ 1-I

En efecto,

o0 o0
’ Z (Xk-—1 — Xk} = | Xl = Z (IXk-1] = | Xk|). (Serie telescépica)
k=n+1

k=n+1

Ademas:
[Xi-1] = |Xk| >0 para “k” suficientemente grande y

aplicando el teorema 1 se tiene que

i ZZ?—JH‘] | Xk-1 — Xl s | Xk-1—Xi| _ [1—r7]
m = : | i lim =
n—oo 37 UXk—al = |Xe]) oo (| Xk-a| = [Xk]) 1|
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Teorema 2. (Valor estimado de la cola de una serie convergente)

Sea (X,) una sucesion de nimeros complejos que satisface la condicion
(10); si (b,) — b, entonces:

Yhenti bk Xe  ber
12 li =nt =
() nseo Aoy 1-r
o sea,

= b-r
E bk-ka ~Xn.
1-r
k=n+1

Demostracion. De (11) tenemos que

Z‘Zima !Xk—l - Xkl

L 2 By < +00,
n Zk:n+1(Xk—'1 - Xk)
o0
por lo tanto la serie Z(Xk_l — X ) satisface la condicién (1) del teorema
k=1

1. Aplicando el teorema 1 se obtiene:

> ren1 bk - X Zzo:nﬂ bi - Xk

Lim = lim =< B
n— oo X,n n— 00 inn+] (A k-1 — AXk)
Xy
= lim 60—
e *Xio1 - Xi
i1 hoer
T1-1

Nétese que r puede ser 0. O

Ejemplo 6. El teorema 1 es también valido si la condicion (1) para (b, )

es reemplazada por la siguiente:

bn
(13) lim = =7 con 0<|r|< 1.

n—o0 b,n

En efecto, del teorema 2 se tiene que

Z:oznﬂ ibkl |T1
b 1-r T
Z(xi-'r lbki T £
e ] l (#9)

|bn



24 YU TAKEUCHI

por lo tanto
z:k—n+llbk] ll T H

Iz:k n+lbk| 1 —ITV

en consecuencia, la sucesién (b, ) satisface la condicién (1).

Ejemplo 7.

; 1

(i R =

k=n+1

= k(k-r 1) n(n+ 1)

(ii) Z on

k=n+1
(iii) Z ke"kzeil-n-e‘"

k=n+1
BN = 1 (Likta 1 (Lynt2
(iv) Z FErnGrn @ Famrern @

1
() 3 kK epFx—nt (pl<1) O

1 ~—
k=n+1 S »

§3 Regla de L’Hopital para series del tipo g

Teorema 3. (Regla de L’Hopital del tipo oo/oo. Jensen)

Sean Y p @k, Y peq bk series divergentes; supongamos ademds que

El':l Ibkl

(1) sup l < +o0;
) n
si existe el Iimite
. ag
2 lim — =
( ) k~3;>bk %
entonces también
(3) lim Ek 108, ¢
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Observacion. Si by > 0 para todo k, entonces la condicién (1) se cumple
automdticamente y en este caso el teorema 3 es equivalente al “Segundo

Teorema sobre el Limite del Cociente” citado en la introduccién.

Demostracion. Dado € > 0 existe N tal que
-Z—k —LI <€ osea, |ax—L-by|<e-|bg| (paratodok > N).
k
De la divergencia de la serie Y-, bi, v la condicién (1), se tiene:
| ) =it

entonces existe Ny (depende del N ya escogido) tal que

N n
| | -~ | )
ig (a,-c—L-b;;)i/H bki<€ paratode n > Ny (> N).
k=1 k=1

Para n > Ny se tiene:

. n N n
S ta— LY bl <|San- b+ Y Jaw- L8
k=1 k=1 k=1

k=N+1
N n n
< e-lek} + 3 e bl <26 fbal.
k=1 k=N+1 k=1
Dividiendo la desigualdad anterior por !Z bk! se obtiene:
k=1
k=1 Ok " ; ¥ |m

< 2¢- para todo n > Ny)

(4)

n
_. b &
2Lok=1 O > k=1 bk

La condicién (1) y la desigualdad (4) garantizan el limite en (3). O
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Ejemplo 8. (Primer teorema de Cauchy)

==

(5) Si lim an = S entonces lim — ta+---+a

n—o00 n— 00 n

En efecto, aplicando el teorema 3 se obtiene:

Soas Gl . SakhtlGl ak
k=1 THY . k=l — lim '1— = 5.

n - 22:1 1 k— 00

Ejemplo 9. Si hm (an.H — a,) = S entonces lim o = 5. En efecto,
n—oo 7N

aplicando el teorema 3 se obtiene (considereando ag = 0):

On _ S k=1(ar — @k-1) = @k — g1 _ g
Ek:]l k— o0 1 ’

andantisa O
Corolario. S

d v Un41 .
Sea (@, ) una sucesion de términos positivos; si lim = r, entonces:

n—o00 an
lim {a, =r.
n—oo

» ”

Demostracion. Tomando “loga,” en lugar de “a,” en el ejemplo 9 se ob-

tiene inmediatamente el segundo teorema de Cauchy.

Ejemplo 10. Sea ) ;_, X una serie divergente de términos positivos; si

Xns+1/Xn — 1 cuando n — oc, entonces:

(6) ' Bm L= Xk

n-—+00 Xﬂ
En efecto, por el teorema 3 se obtiene:

Xn lim Yre1(Xe = Xi-1) _ lim Xe—Xp1 _

im =7 = —
n—00 ZZ:] Xk n—oo 2:=1 Xk n—00 Xk

(Considere: Xy = 0.)
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Ejemplo 11. Sea (X,) una sucesién de nimeros complejos que satisface:

X5
(7) lim _X_H 27 eod - | >4

n-—oo n
entonces:

(8) Hm ZZ:} |Xk - Xk—1| — IT - 1[
% n—oo 2221(Xk o Xk—l)l |T[ -1

En efecto, considerando Xg = 0 tenemos:
|2 Xk = Xea)| = 1Xn = Xol = 1Xal = 3 (Xl - [Xecat)):
k=1 k=1

Ademads, | Xi| — [ Xk-1] > 0 para “k” suficientemente grande. Aplicando el

teorema 3 se obtiene:

Lp=t Xk = Xeo1l Yooy 1Mo~ K1l X — X
izzzl(xk - X""I)i k=t 1 Xkl = 1 Xkal) 1 Xkl = [ Xk
i

ey

s -1

Teorema 4. (Valor estimativo de la cabeza de una serie divergente)
Sea (X ) una sucesién de nimeros complejos que satisfacen la condicién

7; si lim b, = b entonces:

n—oo

(9) fn Zkmnbe X3 Bur

n—0co Xn r—1°

Demostracion. De acuerdo con el ejemplo 11, de la igualdad (8) se obtiene

vy | Xk = X
sup L=t [ X -1 < +4o0.

v AP e ( Xy — Xpoq)
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o0
Asl la serie Z(Xk — Xj-1) satisface la condicién (1) del teorema 3 y

siendo 3 bk)?;; S (Xk — X—1) divergentes, puede aplicarse el teorema 3
(considerando X = 0):
fim 2h=tO e g DkeiBeXe
n—00 Xn nreo Zkzl(Xk_Xk—l)
biXeE: nilb-p
k—o0 )(k = AYk—l - r—1

Observacion. La férmula (9) es valida cuando r = oo, o sea:

c o Xng :
si lim S22 = oo (esto es, lim

n— 00 n n—=00 An+l

n

= () entonces

k= bk Xk
lim ==———=b. O
e | X

Ejemplo 12.

(i) D k(k+1)- 2"~ n(n+1)- 2"

k=1
v 2k Jrel
ii - -
(if) ;; WE+ D)k +2) w(n + 1)(n +2)

n

sis a 1 a n

(iii) E k -p"zp*l-n ™ (pl>1). O
k=1

Ejemplo 13.

(10) _ . — ~

En efecto, aplicando el teorema 4
n 1:3:5--(2k—-1) 1:3:5---(2n-1)
2=y k! ~ 2 !

ling:

. Por la férmula de Stir-

1v3. 5.4 (2n L9) 0 (am)el g

n! Ton(nl)? T Jmn

por lo tanto se obtiene la aproximacién (10). O
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Ejemplo 14. El teorema 3 es también valido si la condicién (1) para (b)

es reemplazada por la siguiente:

b
(11) lim ==t =% eon 1< [r| < 4o00.

n— oo bn

Su prueba es similar a la del ejemplo 6 de la §2. O

§4. Férmula lineal de recurrencia de 1°” orden

Consideramos la férmula lineal de recurrencia de primer orden
(1) X4l = 6" Xy =by (n=1,2,8,...)

donde (@ )n, (bn)n son sucesiones dadas.

Se sabe (ver [2]) que la solucién general de la formula (1) estd dada por

br
ayag - Qg

(Z) Xn+1 :(alag---an)-[Xl— (n:i,z,d,...)

-

k=1

Teorema 5. En la fémula de recurrencia (1) supongase que

(a,) — a, (b,)—b (cuandon— oc); en tal caso

b
(i) Si|a| < 1, entonces toda solucion (X,) converge al limite —-.

(ii) Si|a| > 1, entonces

o]

a) (X,)— oo cuando Xy # p = Z

k=1

bk

ajag - -ag

b) (77,) — “ : cuando X; = p.

b
Nétese que al serie p= 3 1o, A converge absolutamente.
ala2 .. ak
Demostracion. Si
1
(3) Ap=——— (n=1,2,3,...)

ayay ...4q
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entonces al solucién general (2) de la férmula (1) puede escribirse como

sigue:
1 n
4 X1 = — - [X7 - Ak -b ¥ 0. N
(4) = (X1 ; k- bk] (n )
(i) Si la| < 1, entonces:
1 1 1
Ani1/An = - I=|==>1;
+1/4n Gnti - G Py, lal
por lo tanto
1
A, — o0, osea, lim — =0.
Amito

Aplicando el teorema 3 se obtiene que

. TR Akbe b))

(ii) Sija| > 1, entonces:

An+1 /An =

1 1 I1| 1
G 41 [ tai I
por lo tanto

A, — 0 (cuando n — )

Como la serie Y po, Ak - by converge absolutamente (por el criterio

del cociente), entonces cuando n — oo,
n o0
(X1 —ZAk'bk] - [X; "ZAk'bk]:Xl -p.
k=1 k=1
Por lo tanto se tiene que

(X,) = 00 cuando X; #p.

SiXi=p= Ek“;l Ay - by, aplicando el teorema 2 se obtiene:

15 < o9y 1 e v
X"“:—A—'[ZA’C'bk‘ZAk'bk]zZk“H k Ok
" k=1 k=1

An

b-(3) _ b
1-1) a-1"

a

O

cociente que tiende a
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Corolario 1. Sea (X,) una sucesion de nimeros complejos que satisface

la desigualdad:
(4) [ Xnt1l € an - | Xn|l+bn (n=1,2,3,...)

donde a, > 0, b, >0,y

(5) lima, <1, lim b, =0,
n—od
entonces:
Iim X, =0.

Demostracion. Como lim a, < 1, entonces existe una sucesion (@, ) tal que

anp < An, ¥ Gp — a = lima, < 1. Sea (Y, ) la sucesién determinada por:
),,H.] =En'}’n+bn (}71,'—‘ 1,2,3,...), Yl —_—|X1| .
Por el teorema 5 se tiene que

im Y, =0.

n— oo

Por induccién, se obtiene inmediatamente la siguiente desigualdad:
{X.] <Y, paratodo n=1,2,3,...,
por lo tanto

lim |[X,|=0, osea lm X,=0. O
n—oo n—oo

Ejemplo 15. Sea (X,,) una solucién de la féormula de recurrencia:

(Xn)?

(6) Xny1 = X2 +1

Fé, T n=12/8,..:)

si Yoo |en| < 400, entonces limy, o Xn = 0.

En efecto, se tiene:

(Xn)?

| Xn41] £ 1 Xl - X241

+ icni < I-an it |Cn| .
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Si la desigualdad anterior tomamos n = 1,2,3,... N y sumamos, obtenemos

N 00
X1l < 1Xal+ D leal < [Xa[+ D leal (= M),

n=1 n=1
por lo tanto la sucesién (X, ) es acotada. De

(Xa) M
(Xn)E+1- M2+1

L,

deducimos que
2

M
M? +1 ‘| Xl tlen] (n=1,2,3,...).

an-H! S

y por el corolario 1 del teorema 5 se concluye que (X,) — 0. O

Ejemplo 16. Consideremos la sucesion

b
X,

A

(S ‘Yn+1:alL"Y74+ (Q,L/\O, bu>0)7 '."!21;./‘2,3,.;

1
donde a,, — a, b, — b con g <a< 1, b>0; entonces:

b

Xn_’L: D

para cualquier X > 0.

Demostracion. Primero observemos que

b 1 1
X =ap - Xpn+ — 22 vab,, o sea, < ;
n+1 Xn 2 n Xn+1 = 9. anbn

por lo tanto:

1 1

scsesd 1
lim — < lim = ,
Xn " n—02-v/azh, 2-vVab
., 1 i b
0 sea que la sucesién (}——) es acotada superiormente. Como L =
— a

n
entonces L satisface la ecuacién:

b
L=a- —_
aL+L
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De la férmula de recurrencia (7) se tiene que

b, b
|Xn+1 s LI = Iaan —al + “X—n — Zl
b X, =L} . B, =0
=lan (X, - L)+ (ap—a) - L— X1 - Xn|
b b, —b
< - X, — e g .
®) <lan = g | PXn = L+ an = @) L1+ 5]
b,—b
Como |(a, —a)-L| -0y | e | = 0 (cuando n — o0) y
fim |a D\ < sl v 0 e == i}
mlan - =7 < mas &ns X, L
it {lim ay,im (———— — a,,
< max{lim ay, 1m(2. S an)}
VvVi—-a
= max{a, 57 —-a} <1

(ver la nota que sigue).

De la desigualdad (8), aplicando el corolario del teorema 5, se deduce que

lim | X,-L] =0, osea, lim X,=L. O
n—oo

n—oo

Vi-a
2va

a-(a®>+2a+1)>1-a, osea, 4a®+8a®+5a—1>0,

Nota. :

—a < 1siysélosiv1-a<2ya(a+1),esto es,

1
y esta tltima desigualdad se cumple para a > &
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