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EL CLAMOR DE LOS BEOCIOS Y EL
PENSAMIENTO REVOLUCIONARIO DE GAUSS

RESUMEN. Se busca examinar las raices de los procesos de creaci6n que en
el siglo XIX conllevaron un examen critico de la intuici6n, una crecientc
exigencia de formalizaci6n y un cuestionamiento profundo de 10 que puede
significar las palabras 'verdad' y 'existir' en rnatematicas, y tr az ar su desen-
volvimiento, principalmente en el pensamiento de Gauss, hasta que llegaran
a cimentarse algunas de las car acteristicas fundamentales de Ia matem atica
contemporanea.

Dos DESCRIPCIONES DEL PAPEL DE

LAS MATEMATICAS: JAMES y RUSSELL

Los contrastes son potentes instrumentos de exploraci6n. Iluminan el re-

lieve del terreno intelectual, resaltan distinciones y divisiones, resumen
gran des resquebrajamientos del pensamiento, exigen explicaci6n. Hay un
rnarcado contraste manifestado entre las dos descripciones de la matematica
que consider amos a continuaci6n, la primera hecha por William James

quien habla de la actitud de los matematicos hacia su ciencia a finales

del siglo XVIII y la segunda de Bertrand Russell de 1903.

Dice James: "Cuando se descubrieron las primeras uniformidades ma-

tern~ticas, 16gicas y naturales, las primeras leyes, los hombres estaban

tan trasportados por la claridad, la belleza y la sirnplificacion resultantes

que creyeron haber descifrado autenticamente los pensamientos eternos del
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Todopoderoso. Su mente tam bien tronaba y reverberaba en silogismos.

El tambien pensaba en secciones conicas, cuadrados, raices y razones, y
geometrizaba igual que Euclides. El creo las leyes de Kepler para que
los planetas las obedecieran; el hizo que la velocidad de cuerpos en caida
creciera proporcionalmente con el tiempo; el hizo la ley de los senos para

que la luz refractada la obedeciera ... El penso los arquetipos de todas las

cosas e invento sus variaciones; y cuando redescubrimos una cualquiera de
estas maravillosas instituciones, agarramos la mente de Dios en toda su
intencion literal."

Por cierto, hacia finales del siglo XVIII un creciente ateismo reernplazo esta

vision por la de un universo-maquina cuyo disefio podia ser descrito con la
matematica, En cuanto al disefiador, son famosas las palabras de Laplace:
"No necasito esa hipotesis".

Sin embargo, es clare que para Laplace y sus contemporaneos, la matemati-
ca es vista como verdadera; es la clave de acceso a las verdades del mundo.

De heche, la obra de Kant (1724-1804) examina y refina la filosofia de la
matematica quesubyace a estas consideraciones. Para Kant las proposi-
ciones de la matematica son juicios sinteticos a priori; en La critica de La
razon pum(1781), Kant afirrna que "Necesidad y ... estricta universalidad

son criterios seguros de conocimiento a priori,y SOIL inseparables Ia una de

la otra."[Kant. Critique of Pure Reason, p.3] Dos problemas fundamen-

tales de su filosofia son los de garantizar la posibilidad de juicios sinteticos
a priori y de explicar la aplicabilidad de la matematica a la experiencia.

Carl Friedrich Gau~s (1777-1855) resume esta vision de las matematicas can
las palabras (de sus Disquiticiones arithmeticae (1801)): "La matematica
es la reina de las ciencias".

En cambio, en Misticismo y loqica (1903), Russell nos dice: "Escogemos

entonces cualquier hipotesis que parezca divertida y deducimos sus conse-

cuencias. Si nuestra hipotesis trata de cualquier cosa y no de una 0 mas

cosas particulates, entonces nuestras deducciones constituyen matematicas.
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Por consiguiente, estas ultimas pueden definirse como la disciplina en que

nunca sabemos de que hablamos ni si 10 que estamos diciendo es verdad."

i,Que sucedi6paraque se diera una metamorfosis tan radical en la forma
como los maternaticos conciben su ciencia? Buena parte de la transfor-

maci6n se refleja en la evoluci6n del pensamiento del rnismo Gauss y sera
nuestro tema central.

Para poder tomar el hilo del pensarniento de Gauss, enfocaremos nuestra
atenci6n en el postulado de las paralelas, el quinto postulado de la geo-

metria euclidiana, cuyas deficiencias formaron e1 punta central de siglos,
mas bien milenios, de investigaci6n matematica.

LA HISTORIA DEL QUINTO POSTULADO

En sus Elementos, escritos alrededor del ana ~oo a.C.: Euclides reune e-

sencialmente toda la matematica conocida hast a entonces en un sistema
logico-deductivo (ciencia demostrativa) siguiendo las pautas establccidas
por Aristotclcs. Entre estas cabe destacar que, para evitar un proceso que
se remonta hacia el infinito, se estipula que deben tamarse ciertas prop osi-
ciones como puntos de partida del praceso demostrativo (axiomas y postu-

lados), proposiciones que son catalogadas como verdades autoevidentes. H

Respecto de esta exigencia, Euclides tom a ciertas axiom as generales y cinco
postulados de la geometria. De estos cinco pastulados, cuatro tienen enun-

ciados elaros y cortos; ademas, gazaban de arnplia aceptaci6n previa ala

obra euclidiana. El quinto, en cambio, tiene un enunciado enredado, S11

verdad es cuestionada y es aparentemente original de Euclides. Veamos
este conjunto de postulados (la redacci6n que usamos aqui difiere un poco

de la original).

1En la delimitaci6n aristotelica de los ter minos, 'axiom as ' son 'verdades' comunes a
todas las ciencias, mientras que 'postulados' son particulares auna ciencia y quiz as
menos conocidos pero no por ella menos verdaderos. Un trat.amien to similar se da a los
termincs. unos son tornados como punt os de partida y su significado es supuesto claro.
Otros son definidos empleando los terminos primitivos a 110 defil1ido~, "
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Postulado 1. Se puede trazar una linea recta de cualquier punto a cualquier

punto.
Postulado 2. Se puede extender (prolongar) una linea recta continuamente

en linea recta.
Postulado 3. Se puede trazar una circunferencia con cualquier centro y

radio.

Postulado 4. Todos los angulos rectos son iguales.
Postulado 5. Cuando una linea recta que incide sobre dos lineas rectas hace
los angulos interiores de un mismo lade menores que dos angulos rectos,
entonces las lineas rectas se cortaran al prolongarse en aquel lade donde

est an los dos angulos menores que dos angulos rectos.

No toma mucho discernimiento observar 1a gran diferencia entre el quinto
postulado y los anteriores. Ademas de hablar de 10 que podria ocurrir

a gran distancia, de no gozar de una claridad impactante, habia ciertos
ejernplos que inclusive hacian dudar de que fuera verdadero (la relacion de
la hiperbola con sus asintotas}, Par otra parte, el mismo Euclides parecia
dudar de el puesto que demuestra las primeras 28 proposiciones de su obra
sin ernplear el post ulado (aunque su uso permite llegar directamente a

resultados mas fuertes que los obtenidos, por ejemplo, en el caso del teorema
del angulo exterior).

Durante muchos y largos siglos, innumerables afios de esfuerzo se dedi caron

a rernediar la situacion del quinto postulado. Estos intentos se dividieron
en dos grandee categorias:

(1) Reforrnular el postulado para que su verdad se hiciera evidente. (Un

ejemplo de ella es el postulado de Playfair: Por un punto exterior a una

recta pasa una iinica recta paralela a la recta dada.)

(2) Dernostrar el postulado con base en los cuatro postulados anteriores y

las 28 proposiciones euclidianas que se demuestran sin citarlo para garan-
tizar que sea verdadera.

Vale la pena repasar algunos de estos intentos, ya que nos muestran la
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magnitud del problema que se enfrentaba y la lucha tan terrible que se
entablaba con la intuicion.

Proclo, comentarista de los Elementos que vivio en el siglo V d. C., pre-
senta con asombro y confusion, antes de su propio intento por demostrar

el postulado, el siguiente argumento que parece desmentir el postulado eu-
c1idiano.

Sean AB,CD tales que hacen con AC los angulos BAC,ACD juntos
menores que dosangulos rectos. Bisequese AC en E y a 10 largo de AB, CD
respectivamente, midanse AF, CC cada uno igual a AE.

A I--{-------{---------- B
. i I

E~ Ht
I

c' ---La----'-i-------- D

Ahora, bisequese FG en J[ y cortense PK, G L cada uno igual a PH; y asi
sucesivamente.

Entonces, AP, CC no se intersecaran (cortaran] en ningiin punto de PC
porque si 10 hicieran, dos lad as de un triangulo sedan juntos iguales al

tercero; 10 cual es imposible.

Similarmente, AB, CD no se intersecaran en ningun punto de K L, y proce-
diendo de esta manera indefinidamente, uniendo los puntos no coincidentes,

bisecando las lineas (segmentos) asi trazadas, y cortando de las lineas rec-

tas porciones iguales ala mitad de estas, "dicen que de aqui se sigue que
las Iineas rectas AB,CD no se intersecaran en ninguna parte." [Heath, p.

207]

Prodo no puede exponer la falacia en este argumento, pero de todas rna-

neras hace unos comentarios de importancia, Primero, dice que la de-

mostracion demuestra demasiado, ya que 13610 es necesario unir A y G para

ver que algunas lineas rectas, a sa.ber AC,CC que hasen angulos interiores
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menores que dos angulos rectos en efecto se intersecaran. Comenta al res-

pecto: "Por 10 tanto, no es posible afirmar , sin alguna limitacion definida,
que las lineas rectas producidas de angulos menores que dos angulos rectos
no se intersecaran." [Heath, p. 207J

Analicemos el argumento que estaba molestando a Prodo. Para ello, con-
sideremos AB, CD tales que LB AC = LAC D = 60°. Al bisecar AC en E
y cortar AF, CG iguales a AE sobre AB, CD, respectivamente, y tuego al
unir F y G, tenemos en efecto parte del siguiente dibujo de un triangulo
equilatero, la parte resaltada en negrilla.

c

Al realizar nuevamente la construccion descrita por Prado, completamos

otra parte del triangulo equilatero tal como se indica en ia figura que se

encuentra a continuaci6n. Ai' F

EI~
r IY
~~c

Una vez mas efectuamos la construcci6n y obtencrnos

F
K

N
H M

L P
G

c
Ahora bien, es claro que cada vez marcamos sobre las lineas rectas AB, CD

un medio del segmento marcado con anterioridad; es decir, estamos cons-
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truyendo la Iatidica suma

la misma propuesta en la prirnera antinomia de Zenon de Elea y que habia
causado revuelo, consternacion y crisis en la matematica clasica, De todas

maneras, siguiendo argumentos modernos, es claro que esta suma infinita
converge a'l ( y las rectas se intersecan a una distancia igual ala distancia
entre A y C). Es decir , el heche (observado por Prado) de que el proceso
descrito continua indefinidamente no implica que las rectas no se intersecan.

Pero.el asombro y la confusion registrados por Prado son apenas un primer
paso en nuestra historia. La siguiente parada que haremos en nuestro reco-
rrido es 1a obra de Gero1amo Saccheri (1667-1733) publicada al final de
su vida en 1733 y titulada Euclides reicuidicado de toda falla. Viendo el
Iracaso d~ intentos anteriores par demostrar el quinto postulado, Saccheri

decide intenta.r una demostracion pOI contradiccion. Para comprender las
posibilidades que Saccheri abre a consideraci6n y que son celebres puntos de

distinci6n de las geometrias resultantes, tomemos la version del postulado
dado>par Playfair: por un punto exterior a una recta pasa una iinica recta

parale1a a la recta dada. Si fueramos a pro ceder por contradiccion a de-

mostrarlo, comenzariamos por negar el postulado y luego mostrariamos que

su negacion implica contradicci6n. La negacion de la proposicion "pasauna

iinica recta" es "pasa mas de una recta 0 no pasa ninguna recta" paralela

a 1a recta dada.

Saccheri desarrolla un tratarniento ligeramente distinto, pero equivalente a
este.' Comienza asumiendo toda la geometria que se tiene sin tamar ninguna

version de un postulado referente a paralelas, En este contexto, consi-

dera un cuadrilatero ABC D con las siguientes caracteristicas. Los angulos
CAB,ABD son ambos angulos rectos. Los lados AC,BD son iguales.

(Hoy cuadri1ateros con estas caracteristicas se denominan cuadri1ateros de

Saccheri.}



88 EL CLAMOR DE LOS BEOCIOS

Es consecuencia de esto que LC = LD, pues b,CAB ~ b,DBA por LAL

(Eudides, Libra I, Proposicion 4). Se sigue que C B = AD. Luego,
b,DC A ~ scDB por LLL (Euclides, Libra I, Proposicion 8). De alli

se tiene LC = LD.

Sin introducir el postulado de las paralelas, no es posible deterrninar mas
acerca de este par de angulos. En este punto, Saccheri adrnite tres posibi-

lidades 0 hipotesis: la hipotesis del angulo agudo, los angulos iguales C y

D son agudos: la hipotesis del angulo recto, los angulos iguales C y D son
rectos; la hipotesis del angulo obtuso, los angulos iguales C y D son obtusos.
Estas a su vez y respectivamente son equivalentes a las alternativas que par

un punto exterior a una recta p asan: mas de una recta paralela a la recta

dada; una iinica recta paralela a la recta dada (Euclides); ninguna recta
paralela a la recta dada.

El planteamiento de Saccheri es mostrar que las hipotesis del angulo agudo y

del angulo obtuso conllevan contradiccion, estableciendo de alli el postulado
euclidiano. Bajo la suposicion adicional de que la linea recta es infinita
en extension, Saccheri logra demostrar que la hipotesis del angulo obtuso
implica la hipotesis del angulo recto y, por ende, es autocontradictorio.

Nosotros demostraremos, sin hacer ninguna suposicion acerca de estos

angulos (aqui no seguimos la demostracion original de Saceheri), que en

un cuadrilatero de Saceheri, el lado superior es mayor que 0 igual a la base

(lado inferior). Para ello, primero mostraremos que, dados dos cuadrilateros

de Saccheri ABCD y A'B'C'D' (vease diagrama) tales que AD ~ A'D'
y AB ~ .4'B', entonces BC ~ B'G', LB ~ LE' y LG ~ LC'. La de-
mostracion utiliza elementos sirnilares a los que present amos antcriormente.DeC DOC'

A B A' B'
Ahara bien, para el result ado principal (que ellado superior es mayor 0 igual
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a la base inferior), consideramos un cuadrilatero de Saccheri A[BIBzAz y

construimos una sucesi6n de n cuadrilateros de Saccheri tales que

y

8J 8] 83 8, B"+Jr--II I muml I

II1 ' , I I
I I I +. 1 r T t iI I I

[~

IL-h d-, I I I
d ------~-~-------rj ri

AJ A] AJ A. A/'I+I

El resultado inmediatarnente anterior nos pcrrnite deducir que

Hay que tener en cuenta que no p odemos asegurar , sin embargo, que los
puntos BI, Bz, ... , Bn+! son colineales. Pero, por la desigualdad triangular,
se tiene que

Sin embargo, todos los sumandos de la derecha son iguales a B1Bz, de

donde,

La misrna desigualdud nos permite concluir que
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Adernas, esta ultima relacion se tiene paraeualquier n. Ahora bien,si la

base superior no es mayor 0 igual a la inferior, entonees Al A2 > BI B2, 10

cual implica que AIA2 - BIB2 es un mimero positivo. Claramente,2A1B1

es un mimero positivo. De allf se sigue que la relacion que obtuvimos viola
el prineipio arquirnediano de los mimeros. Esta contradiccion nos permite

concluir que Al A2 ~ BI B2•

Ahora bien, usando las desigualdades establecidas por Euelides sin reeurrir
al quinto postulado (que un angulo exterior es mayor que cualquiera de
os angulos interiores no adyacentes, Proposicion 16, Libro I), Puede de-

mostrarse que, bajo la hipotesis del angulo obtuso, el lado superior (B1B2)

debe ser menor que la base inferior (AI A2) (Saccheri, Proposicion III). Es
decir, la hipotesis del angulo obtuso es eontradictoria y queda descartada,

Saeeheri no logra ningiin resultado que merezea nucstra inspeccion en el

caso de la hipotesis del angulo agudo, aunque fuerza una supuesta eon-
tradiccirm al deducir de ella una propiedad que es "repugnante ala natu-

raleza misma de la linea recta" .

Desde el punto de vista historico, el enfoque de Saccheri es de monumen-

tal im portancia, ya que al poner en consideracion alternativas a.l quinto
postulado y al basarse en estas para razonar, Saccheri en efeeto abre la

caja de Pandora. No fue dificil reconoeer la ineficacia de la supuesta eon-
tradiccion que habia derivado de la hipotesis del angulo agudo e import antes
matematicos posteriores se dedi caron a analizar est a alternativa. Central

entre ellos es Lambert quien incluso llega a postular modelos para esa geo-
metria improbable" (anti-intuitiva). Hacia 1759 d 'Alembert cementa que el

problema del axioma de las paralelas es "el escandalo de los elementos de

geometria". Culminan todas estas eonsideraciones en la mente de Gauss

quien logra darse euenta de que de la hipotesis del angulo agudo no sigue
eontradieeion a.lguna y as! admitir la posibilidad de geometrias alternas a

la euclidiana.

Pero 10 dificil de este paso y los obstaeulos que opuso la intuicion (Gauss
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los llamara rocas en que se estrellaba) esta fielmente ilustrado en el camino

que recorrio el rnatematico frances Adrien Marie Legendre (1752-1833). Le-
gendre publico mas de 30 ediciones de su Geometric . En cada una de ellas
presento nuevas 'demostraciones' del quinto postulado de Euclides. Cad a

una de estas demostraciones contiene un supuesto aparentemente inocuo.

(0 por 10 menos para Legendre eran supuestos perfectamente razonables,
provenientes del sentido cormin que no le permitio ver que las cosas podrian
ser de otra forma.) Veamos algunos de ellas.

Legendre va a demostrar que la suma angular de un triangulo no puede ser
menor que dos angulos rectos (en la hipotesis del cingula agudo par supuesto

los angulos de un triangulo suman menos de 180°). Para ella introduce un
lema 0 result ado auxiliar.

Lema. Sea LA un angulo de un triangulo cualquiera ABC. Entonces
existe un triangulo Al BI C1 con la misma suma angular que el f-,ABC y

tal que mL'h -:;~mLA.

Para su dernostracion Legendre considera una construccion reminiscente
de la empleada par Euclides en la demostraci6n del teorerna del ;l,llgulo

exterior. Biseca ellado BC del f-,ABC en el punta D. Traza el segmento

AD y 10 prolong a hasta un punta E de modo que AD = DE. Luego une
E y C. Es claro que f-,ABD ~ 6EDC por LAL. En consecuencia, de

acuerdo con la notacion del diagrama a continuacion., L3 ~ L6, L4 ~ L5.

B E

4 6

Entonces,

mL1 + (mL2 + mL3) + mL4 = mL1 + mL2 + m.(.5 + mL6,
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o sea, la suma de los angulos del 6.ABC es igual ala suma de los angulos

del 6.ACE. Pero, Ll ~ LC, L4 ~ LB, de donde,

(1) mL2 + mL3 = mL2 + mL6 = mLA.

De alli se sigue que los triangulos ABC y ACE tienen la misma suma
angular, pero alguno de los angulos del triangulo ACE es menor que tLA.
Pues, si mL2 > tmLA y mL6 > tmLA, entonces,

1 1
mL2 + mL6 > "2mLA + "2mLA = mLA,

quecontradice la igualdad (1).

Ahora bien, armado con ellema, Legendre demuestra que la suma angular
de un triangulo no puede ser mayor que 1800

. (Esto es equivalente a la
hip6tesis del angulo obtuso ya que los angulos en el lade inferior de un
cuadrilatero de Saccheri son rectos y silos angulos superiores son obtusos,

0S clare quI' la suma de los angulos del cuadrilatero seria mayor que 3600

y let de los angulos del triangulo mayor que 1800
.)

Teoretna 1. La suma angular de un triangulo es siempre menor 0 igual a

1800•

La demostraci6n de Legendre procede por contradicci6n. Supone que la
sum a angular de un cierto triangulo ABC es mayor que 1800

, digamos que

es igual a 1800 + a. Entonces, por el lema anterior, existe un triangulo

A' B'C' con la misma suma angular (1800 + 0) pero tal que la medida de

uno de sus angulos, digamos A' es menor 0 igual a tmLA. Aplicando nue-

vamente ellema, existe un triangulo A" B"C" con la misma suma angular

que el triangulo A' B'C' (1800 + 0) pero tal que la medida de uno de sus
angulos, digamos A" es menor 0 igual a }mLA'. Siguiendo de esta manera,
existe un triangulo A(n) B(n)c(n) con Ia misma suma angular, 1800 +0, pero

tal que la medida de uno de sus angulos, digamos A(n) es menor que o. En

el tendremos

0+ 180 = mLA(n) + mLB(n) + mLc(n) < 0 + mLB(n) + mLc(n).
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Se sigue, restando 0: de ambos miembros de la desigualdad , que 180 <
ml.B(n) + ml.c(n), es decir , que dos de los angulos del triangulo suman

mas que 1800
, 10 cual contradice la Proposicion 17 del Libro I de los Ele-

mentos, una proposicion que se demuestra sin hacer uso del postulado de
las paralelas.

Se ha establecido, entonces, que la suma angular de un triangulo es menor
o igual a 1800

• Legendre procede a demostrar el tearema siguiente.

Te01'e~a 2. La suma angular de un triangulo no es menor que 1800
•

Para ello considera que existe un triangulo ABC tal que su suma angular es

men or que 1800
, 0 sea, igual a 180 - 0:. Sea A el menor angulo del triangulo.

Ahora bien, sabre el lado BC construimos el triangulo BeD congruente

al triangulo ABC, haciendo l.CBD ~ l.ACE y ED = AC. Entonces
extendemos AC y AB y trazamos una recta par D que se interseca COIl

estas extensiones en los puntas F, E, .tespectivamente.
E

//;\
B 8 7\ D

3 4 ) 10\
/1 " ~L 11\

A C F
Refiriendonos a lafigura anterior, tenemos que

ml.1 + ml.2 + ml.3 = 180 - 0:

ml.4 + ml.5 + ml.6 = 180 - 0:

ml.7 + ml.8 + ml.9 :::;180

ml.10 + ml.ll + ml.12 :::;180

Las dos tiltimas desigualdades siguen del resultado del teorema anterior

(que ia suma angular de un triangulo es menor 0 igual a 1800
). Ademas

ml.3 + ml.4 + ml.8 = ml.6 + ml.7 + ml.10 = ml.2 + ml.5 + ml.12 = 180.
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De alli, sustituyendo estos valores en las desigualdades anteriores, tenemos,

mLl + mL9 + mLll + 3(180) S; 4(180) - 2a

o sea

mLl + mL9 + mLll S; 180 - 2a.

Siguiendo este proeeso se llega a un triangulo cuya suma angular es nega-
tiva, restando a de 180 un mimero suficiente de veees. (Notese el empleo
de la propiedad arquimediana.) De esta contradiccion se sigue que la suma

angular de un triangulo no es menor que 180.

Ahora, eonjuntamente los teoremas 1 y 2 impliean que la suma angular

de un triangulo es igual a 180 (propiedad que claramente corresponde ala

geometrfa euclidiana).

iCuales son los supuestosindebidos que haee Legendre en sus demostra-

ciones?

En el caso del Teorema 1, Legendre supone que es posible construir un
segmento cuya longitud es el doble de la longitud del segmento AD. Esta

posibilidad, que existe un segmento cuya longitud es el dob1e de la longitud

de un segmento dado cualquiera, impliea que la linea recta es infinita en

extension. Ahora, cuando Riemann present a su geometria, 1a geometrfa

eliptica, la linea recta es tomada como no acotada pero no infinita en

extension (un modelo de esta geometrfa identifiea las rcctas con las cir-

cunferencias m~mas en la superficie de una esfera). La suposicion de
Legendre es la misma que haee Saecheri (y que hieimos nosotros anterior-
mente cuando eonstruimos n cuadrilateros de Saccheri consecutivos) para

llegar a una 'contradiccion ' en la hipotesis del angulo obtuso.

En e1 caso del Teorema 2, Legendre supone que por eualquier punto en

e1 interior de un angulo siempre es posible trazar una recta que interseca

ambos lados del angulo, 10 cual no es valido en la hipotesis del angulo

agudo.
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EL PROBLEMA DE LA EXISTENCIA DE LOS ENTES MATEMATICOS

A pesar de las dudas suscitadas por el quinto postulado de Euclides, no
hay antes de Gauss una sospecha que prospere de que podria haber una

geometrfa distinta de la euclidiana. Los esfuerzos se centran en demostrar
el postulado. Si se demuestra el quinto postulado con base en los otros
cuatro, se habra demostrado que Euclides no debia haberlo tornado como
postulado, pero estaria firmemente establecido como verdad.

De hecho, antes de Gauss nadie duda de la verdad de la geometrfa eucli-
diana. Si los postulados son verdades autoevidentes, todas las proposiciones
demostradas con base en esos postulados son tambien verdades. Esto sig-
nifica, en efecto, que el espacio es necesariamente euc1idiano.

Ahara bien, un vistazo a las dernas ramas de las matematicas hacia finales
del siglo XVIII, muestra que n i el aJgebra ni la ari trnetica habian sido a-

xiomatizadas y puesta,s en forma de sistema logico-deducti vo Iuerte. Est.as
constaban de colecciones de teoremas operatorios generalmente aceptados ,

pero no demostrados con rigor. En cuanto al calculo la situaci6n era mucho
peor, pues la introducci6n indiscriminada de series infinitas y de infinite-
simales habia dado lugar a muchas paradojas, asi como de ataques de los

aristotclicos (el inf nita aetu al no existe).

POl' ejemplo, merced al algebra, la aritrnetica habia crecido hasta compre-
hender no solo mimeros racionales e irracionales, sino t ambien mimeros

negatives e imaginaries. El rnismo nombre de estos ultirnos indica que se

dudaba de su existencia, de su realidad. Varios siglos de discusion dieron
lugar ala aceptacion de estos mimeros como legftimos, dada la posibilidad

de interpretarlos geo aetricamente como segmentos dirigidos en una recta
(negativos) 0 en un plano (complejos). No cabe ~uda de que el criterio 0-

perante de existencia de los entes maternaticos, 10 que les atribuia realidad

(en oposicion a ser apenas nominales), era la posibilidad de interpretarlos

geometricamente, pues con una interpretacion geometrica existen en el es-

pacio, son reales. La situacion de los 'entes' del dJculo descansaba sabre
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una base similar, pues la interpretacion de la derivada de una Iuncion en

un punto como pendiente de la tangente ala curva (grMica de la funcion )
en ese punto y de la integral definida de una funcion como area debajo
de la respectiva curva en un intervale, era suficiente para atribuir a estas

existencia, a pesar de la gran cantidad de contradicciones asociadas con su

definicion y manejo.

No cabe duda de que el problema de la existencia de los entes que la
matematica estudia es crucial y fundamental. No hay experiencia directa

con ninguno de ellos. Para los pitagoricos las leyes del universo son leyes

matematicas; lamaternatica se plasma en estas leyes que se aplican al com-

portamiento observado (armonia musical, estetica, etc.). La fisica newto-
niana y, en grado mas agudo, la fisica de nuestro siglo, sigue esta tradicion
pitagorica y hasta el siglo XIX estas leyes eran de naturaleza fundamen-
talmente geometrica, Otros crearon un mundo aparte, etemo e inmovil,
donde existen los entes matamaticos; pa,ra Platen existen en el mundo de

las ideas puras (que son imperfectamente reflejadas en el mundo del devenir
en que nos movemos); para los neoplatonicos de la era moderna, como Ke-

pler , existen en la mente de Dios quien los plasma en este universo de su

creacion. Para Aristoteles existen de un 'modo especial', ni en las cosas ni
independientes de la cosas. Estirando las palabras aristotelicas es posible

entrever que los entes matematicos existen en la mente del sujeto que los

conoce. Sin embargo, al lado de esta vision mas autonoma de la maternatica

se sentaron exigencias fuertes para evitar el nominalismo y la trivialidad.

Si un matematico define algo esta en la obligacion de demostrar, a partir
de sus axiomas y postulados, que ese algo existe.

Se puede afirmar categoricamente que hasta Gauss (a pesar de conocidas

intromisiones del algebra, por ejemplo, en los resultados de Leonardo de

Pisa}, tales demostraciones descansaban sobre la geometria como ciencia
del espacio.
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EL CAMINO RECORRIDO POR GAUSS

Podemos trazar el camino recorrido par Gauss (1777-1855) en la correspon-
dencia que mantuvo con amigos y colegas respecto de un problema central
de su epoca: el status del quinto postulado de Euclides. Veamos primero
una carta escrita por Gauss, cuando contaba apenas 15 alios, a su amigo
Schumacher.

1792. Gauss a Schumacher

"Si el sistema euclidiano no es la unica geometrfa verdadera (es decir , la
idealizacion correct a de las propiedades del espacio fisico), yo puedo C011S-

truir otra geometria l6gicamente consistente." [Burton, p.549; Kline, p.
82]

Aqui Gauss identifica 'verdad' con correspondencia con una realidad fisica.
Utiliza dos palabras 'verdadera' y 'consistente' que llegaran a emplearse
para caracterizar el status de las proposiciones de la matem atica antes y
despues de la crisis de las geometrias no euclidianas. Gauss evidentemente
atribuye algun valor a un sistema logicamente consistente. Parece estar
abierto a la posibilidad de que ni la geometria euclidiana ni la geometrfa
que el ha construido sean las idealizaciones correctas del espacio fisico.

1804. Gauss a Wolfgang Bolyai

"Mis intentos por demostrar el axioma de las paralelas siempre se estrellan
contra las rocas. Todavia guardo la esperanza de que estas roeas en algtin

momento, antes de mi muerte, perrnitiran el paso." [Burton, p.550]

Con estas palabras, Gauss esta intent an do decidir la cuestion de la verdad
de la geometria euclidiana desde la matematica, demostrando el axioma de

las paralelas, Comienza a ver las difieultades enormes que se presentan,
pues en plena juventud a los 27 alios ve tan dificil la cuestion que haee

referenda a una eventualidad tan remota como es la de su muerte.
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1813. Gauss a Bo1yai

"En la teoria de las para1elas no hemos avanzado hoy mas alla de Euclides.
Esta es una parte vergonzosa de la matematica, que tarde a temprano debe
recibir una forma tota1mente nueva." [Burton, p. 550]

Aqui Gauss ya habla de una 'forma totalmente nueva'. Podemos de alli
concluir que Gauss comprende que los dos enfoques tradicionales (de ofre-
cer un enunciado equivalente al postulado de Euclides, pero mas claro y
evidente a de demostrar el quinto postulado con base en las proposiciones

de la geometria euclidiana que no dependen de el) se han desgastado par
completo. La verdad del postulado euclidiano podria verse ya como in-
alcanzable desde la matematica. En el rechazo al trabajo tradiclonal se
vislumbra la posible consideracion de axiomas alternos.

1817. Gauss a Heinrich Olbers

"Me estoy convenciendo cada dia mas de que la verdad necesaria de nuestra
geornetria (euclidiana) no puede demostrarse, al men os no par e1 intelecto

humano para elentendimiento humane. Quizas en otra vida .... " [Burton,

p.550]

Lo sugerido en la carta a Bolyai, se hace explicito en est a y las implicaciones
son profundas. Desde la critica de los empiristas, la matematica se ha tenido
como la iinica fuente 0 deposito de verdades necesarias. Gauss esta admi-

tiendo que tampoco se encuentran verdades necesarias en la matematica,
Sin embargo, termina con una nota de humildad que parece sugerir que
abriga la esperanza de que la necesidad de las verdades de la geometria

podria ser conocida por un ser superior, un Dios. El proceso que vimos

desarrollarse en 1a correspondencia anterior de Gauss parece haber llegado
a un punta crucial, las limitaciones de 1a matematica 'humana' se identi-

fican con la imposibilidad de garantizar la verdad de ella. La verdad de la
matematica se hace provincia de un ser superior.

1824. Gauss a Franz Taurinus
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"La suposicion de que la suma de los angulos de un triangulo es menor
que 1800 conduce a una geometria curiosa, bien distinta de la nuestr a (en-
clidiana), pero completamente consistente, que he desarrollado ami satis-
faccion .... Los teoremas de esta geometrfa parecen ser paradojicos Y"para
los no iniciados, absurdos; pera una reflexion tranquila y sin vacilaciones
revela que no contienen nada imposible .... De todas maneras, esta es una
comunicacion privada de la que no debe hacerse usa publico 0 algun uso
que conlleve publicidad. Quizas yo mismo, si en el futuro tengo mas tiempo
disponible que en este momento, hare piiblicas mis investigaciones." [Bur-
ton, p.550; Kline, p. 82]

He aqui el destape definitivo y la interpretacion final dados por Gauss en
cuanto a 10 ocurrido en la geometrfa. Y en estas palabras de Gauss se
encuentran nuevas e import antes caracterizaciones de la maternatica. En
primer lugar, se permite tamar un nuevo axioma acerca de 1a surna de los
angulos de un triangulo. Ya no se exige que un axioma sea una verd2d

autoevidente. En segundo 1ug;;"r, se enun cia el nuevo criteria de solidez
para los sistemas matematicos, que sean 'cornpletamente consistentes'. La
tercera afirrnacion de Gauss es una declaracion de independencia del yugo
de 1a intuicion (parecen ser paradojicos y absurdos). Gauss concluye su
valoracion con las palabras 'no contienen nada imposible': esto augura la
vision de la matematica como la ciencia de todo 10 posible que se desarro-

llara brillantemente en 1a obra de matematicos como Frege, Russell y otros.
(Frege dira que 1a matematica no solo es la ciencia de todo 10 posible sino
1a ciencia de todo 10 pensab1e.) Es de notal' que ia palabra 'verdad' brilla
por su ausencia. Se ha consumado la evolucion del pensamiento de Gauss
quien ha soltado del todo 1a nocion milenaria que liga 1a matematica con la
verdad, supeditada a la mente de un sel' superior y plasmada en 5U creadoll.

1829. Gauss a Friedrich Bessel.

"Puede tomar mucho tiempo antes de que haga publicas mis investigacjones

al respecto. De hecho, puede que no oeurra mientras sigo vivo, ya. que temo
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EL CLAMOR DE LOS BEOCIOS si llegase a expresar mis punt os de vista

completamente." [Burton, p.551; Kline, p. 83]

De hecho, Gauss jamas publico sus investigaciones en la geometrfa no eu-
clidiana. Privadamente Gauss rompio con todos los supuestos mas caros de
la ciencia y la matematica europea, tanto cristiana como clasica, Rompio
con Platen, con Aristoteles, con Newton, con Kepler, con Kant y con la
intuicion. Gauss entendio todas las implicaciones de sus invesigaciones. La
vision contemporanea de la maternatica no solo nacio en la mente de Gauss,

sino que alli maduro.

1854. Riemann (disdpulo de Gauss) en su disertacion doctoral. [Smith, p.

411]

"Sobre las hipotesis que subyacen ala geometrla."

La palabra 'hipotesis' reemplaza a la palabra 'axioma' 0 verdad autoevi-
dente y absoluta. La decision acerca de la verdad de una hipotesis acerca
del espacio no pertenece a la logica ni a la matematica, sino a la flsica.

[Por medio del trabajo de Riemann, sabemos que Gauss inclusive llego a

repensar el caso del angulo obtuso (la suma angular del triangulo mayor
que 180°) y destapar el engafio perpetrado alli por la intuicion, a saber:
que poderse extender indefinidamente no es equivalente a ser infinite en
extension. ]

Gauss habia llegado a un convencimiento revolucionario en la historia del
pensamiento, que puede haber conocimiento exacto que no es verdadero,

que es totalmente autonomo y como tal no tiene porque corresponder a
ninguna 'realidad' exterior.

KANT

Gauss jamas hizo piiblicas sus investigaciones en geometria no euclidiana.

Temfa, como se dijo, el clamor de los beocios. Se expecula que puede
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haber tres razones que explican sus temores. En primer lugar, esta por
medio (al menos a los comienzos de sus investigaciones) el respeto par
los pensadores clasicos. En las primeras decadas del siglo XVIII, Leibniz
dej6 bajo llave en su escritorio unas investigaciones revolucionarias en la
l6gica simbolica porque su 16gica entraba en confiicto con la aristotelica
precisamente en cuestiones de caracter onto16gico (de hablar de 10 que es
, del ser , de 10 real, de verdad). Las investigaciones de Gauss de alguna
forma contradedan a Euclides y era claro que la resistencia a elias seria
guerrida.

En segundo lugar, una de las obras mas import antes de Gauss, las Disqui-
sitiones aritmeticae escritas cuando tenia apenas veinticuatro afios, habia
sido rechazada para su publicacion par la gran Academia Francesa de Cien-
cias, Su propia precocidad afectaba su seguridad en sf mismo.

Y, mas import ante que toda, estaba por media el sistema de Kant. En su
Critica de fa ra.zon pura, Kant habfa investigado 13. cuestion de la posi-
bilidad de la ciencia rnaternatica, En sus Proleqoomenos (a cualquier
metafisica futura que puede calificarse de ciencia}, sus consideraciones cla-
ves acerca de la posibilidad de la matematica pura estan bien representadas
por los siguientes apartes:

"Aqui hay una gran y establecida rama del conocimiento ... (que) lleva con-
sigo una certeza apodictica, es decir, necesidad absoluta, que por ende no
descansa sobre bases empiricas. En consuencia es un producto pure del

razonarniento yes, ademas, cornpletamente sintetica.

L C6mo es posible que la raz6n humana puede producir una cognici6n de
esta naturaleza enteramente a priori?

iNo presupone esta facultad (que produce la matematica), ya que ni es

ni puede ser basada en la experiencia, algiin fundamento de cognici6n a
priori, que yace profundamente escondido, perc que podria revelarse en

sus efectos, si sus primeros inicios se indagaran diligentemente?" [Kant,
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Prolegomena, p. 32, traduccion del autor]

"... de una sola manera puede mi intuicion anticipar la actualidad del
objeto, y constituirse en una cognicion a priori, a saber: si mi intuicion no
contiene mas que la forma de la sensibilidad, anterior en mi subjetividad a
todas las impresiones por medio de las cuales los objetos me afectan. Pues
puedo saber de antemano el que los objetos de los sentidos solo pueden ser
intuidos segiin esta forma de sensibilidad." [Kant, Prolegomena, p.35]

"La matematica pura, como cognicion sintetica a priori, es solamente posi-
ble no haciendo referencia a objeto alguno otro que los de los sentidos.
En la base de su intuicion empirica yace una intuicion pura (de espacio y
tiempo) que es a priori. Esto es posible por que esta intuicion no es mas
que la mera forma de sensibilidad , que precede la aparicion actual de los
objetos, en que ella, de heche, los hace posibles, Sin embargo esta facultad
de intuir a apriorino afccta la materia del Ienomeno (es decir, el elemento
sensible en el ya que ello constituye 10 que es empfrico), sino su forma, a

saber, espacio y tiempo." [Kant, Prolegomena, p. 36]

Por otra parte, quiso reconciliar su creencia en una armonia preestable-

cida del universo con la profusion de datos recogidos por observacion ex-
perimental. Quizo adem as enfrentar teorias que consideraba peligrosas,
tanto el empirismo britanico (todo conocimiento surge de la experiencia, no
hay verdades necesarias sino simplemente verdades de hecho) y el raciona-
lismo dogmatico del continente europeo (todo conocimiento surge del pen-

samiento autonomo). Kant estuvo de acuerdo con que todo conocimiento
comienza conla experiencia externa, ya que alguna sensacion debe preceder

e impulsar las operaciones del pensamiento; pero la mente puede actuar so-
bre las impresiones de los sentidos solamente porque ya esta dotada con
'intuiciones' de espacio y tiempo, que son independientes de la experien-
cia y dan forma a ella. Para Kant, la mente posee las formas de espado

y tiempo. Espado y tiempo son intuiciones en terminos de las cuales la

mente asimila la experiencia. Percibimos, organizamos y extendemos la



EL PENSAMIENTO REVOLUCIONARIO DE GAUSS 103

experiencia de acuerdo con estas formas mentales. Ya que la intuicion del
espacio tiene su origen en la mente, la mente automaticarnente acepta cier-
tas propiedades de ese espacio. Principios tales como 'la linea recta es la
trayectoria mas corta entre dos puntos' es parte de nuestro equipo mental.
Dice: "e1 concepto del espacio (euclidiano) no tiene origen empfrico, sIno. .

que constituye la necesidad inevitable del pensamiento". En consecuen-

cia, la experiencia necesariamente conformara a los principios basicos y los
teoremas de la geometria euclidiana. Dice en los Proleqomenos

" ... este espacio mental hace posible el espacio fisico, es decir , la extension
de la materia; ... este espacio puro no es de ninguna manerauna cualidad
de las cosas en sl mismas, sino una forma de nuestra facultad sensible de
representacion: y ... todos los objetos en el espacio son meras apariencias,
es decir, no cosas en si sino representaciones de nuestra intuicion sensible .
.. .tal es el caso, ya que el espacio del ge6metra es exactamente la forma
de la intuicion sensible que encontramos a priories: nosotros, y' contiene el
fundamento de la posibilidad de toda apariencia externa (en cuanto a su

forma), y esta ultima debe, necesariamente y del modo mas rigido, estar de
acuerdo con las proposiciones del geometra, que este extrae no de ningun
concepto ficticio, sino de la base subjetiva de todos los fenomenos externos,
que es la sensibilidad misma. De esta rnanera, y de ninguna otra, puede
ser asegurada Ia geometria en cuanto ala realidad objetiva incuestionable
de sus proposiciones frente a las intrigas de una metafisica superficial, que
se sorprende ante elias (las proposiciones geometricas), porque .no las ha
trazado hasta 1a fuente de sus conceptos." [Kant, Prolegomena, p,42]

Kant explica las leyes matematicas de la naturaleza en los siguientes termi-
nos. Ya que toda experie!lcia se asimila en terminos del marco mental de
espado y tiempo, la matematica deberia ser aplicable a toda la experiencia.
En Los fundamentos metafisicos de las ciencias naturales (1786), Kant
afirmo haber deducido las leyes de movimiento de Newton de la razon pura
y reclamo que elias son las unicas suposiciones bajo las cuales la naturaleza

es comprensible.
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En el pensamiento de Kant, las sensaciones tienen su origen en un mundo

real (de las cosas en sf) pero desafortunadamente este mundo no es cono-
cible. En las palabras de Morris Kline (siempre irreverentes): "la filosofia
de Kant glorificaba la razon , pero asigno a ella no el papel de explorar la
naturaleza, sino los recovecos de la mente humana". [Kline, p. 77] Para
Kant las leyes de la geometria euclidiana no son inherentes en el universo
y el universo no fue disefiado asf por Dios; las leyes son un mecanismo hu-
mano para organizar el racionalizar las sensaciones. Cuestionar la idea de
que el postulado de las paralelas es inherente en la estructura de la mente
como una intuicion (quizas implantada por Dios) equivalia a cuestionar la
filosofia Kantiana del conocimiento. Gauss no se sentia igual al reto.

Sin embargo es claro que en su pensamiento privado, Gauss dudo de esta
vision en la que la mente nos obliga a mirar el mundo de una sola manera.
[Burton, p. 552; Kline, p.87] Ademas, el creia que la determinacion de
la geometria del espacio es una cuestion empiric a y como tal no dependia

directamente de la matematica sino de la ciencia experimental.

Ahara bien, l.puede pensarse que Kant era un precursor de la geometria no
euclidiana y de la concepcion de la matematica como creacion de la mente
en tanto sostenia que la geometria esta en la mente, no es una iinica ver-
dad plasmada en el mundo externo? No es aceptable esta interpretacion
del pensamiento kantiano ya que no toma en cuenta una posicion clara-
mente afirmada por Kant. El verdadero espiritu tras la concepci6nde la
matematica como creacion humana enfatiza que es creacion libre; la mente
kantiana es esclava de [a geometria euclidiana.

LA ARITMETIZACION

Sibien Gauss nunca hizo piiblicas sus investigaciones, otros jovenes mate-
maticos si 10 hicieron. El matematico ruso Nicolai Lobachevsky y el j6ven
hiingaro Janos Bolyai (hijo del amigo de Gauss, Wolfgang Bolyai) no du-

daron del valor de sus resultados, aparentemente independientes, y los
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hicieron publicos. Cosa similar hizo el ultimo alumno de Gauss, Bernhard
Riemann. Lobachevsky y Bolyai desarrollaron la geometria hiperbolica,
asociada con la hipotesis del angulo agudo: por un punto exterior a una
recta pasa mas de una recta paralela a la recta dada. Riemann desarrollo
la geometria eliptica, asociada con la hipotesis del angulo obtuso: por un
punto exterior a una recta no pasa ninguna recta paralela a la recta dada.
(Recordamos que para llegar a ello , Riemann tUVQque veneer la milenaria
costumbre mental, referente a la linea recta, de interpretar el no estar aco-
tada como equivalente de ser infinita en extension, supuesto que, como
hernos visto aparece en el razonamiento de Euclides, Saccheri y Legendre.)

La existencia de geometrfas alternas fue interpret ada de varias maneras; se
centro la discusion en la forma en que estas pueden encajar en la ciencia
matematica. Siendo mutuamente excluyentes, solo una de elias podria
ser verdadera, Pero las palabras de Gauss subrayan el punto crucial: las

nuevas geometrfas son "completamente consistentes' y "no contienen nada
imposible". Es tarea de la ffsica determinar la cuestion de cual de las
geometrfas corresponde al espacio de la experiencia. Desde una perspectiva
matematica, todas son igualmente validas.

Una alternativa que se ,presento de inmediato fue la de buscar la funda-
mentacion de la matematica en la aritrnetica, como iinico deposito de ver-
dades universales ynecesarias. Al respecto tenemos el testimonio del mismo
Gauss.

1830. Gauss a Bessel.

"De acuerdo con mi conviccion mas sin cera, la teorfa del espacio tiene un lu-
gar totalmente diferente del que ocupa la matematica pura (la matematica
construida con base en el numero) en el conocimiento. Hace falta en

todo nuestro conocimiento de ella el convencimiento completo de necesi-
dad (tambien de verdad absoluta) que es comun en la segunda; debemos
afiadir con toda humildad que si bien el numero es exclusivamente pro-

ducto de nuestra mente, el espacio tiene una realidad fue-ra de la mente y
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no podemos prescribir sus leyes totalmente." [Kline, p. 87]

De hecho se habian puesto en marcha sendos programas de aritrnetizacion
del analisis (calculo ) con el objetivo de desterrar las paradojas asociadas
con vagas nociones geometricas (por ejemplo, la de continuidad). Se dieron

urgentes esfuerzos por fundamental' toda la matematica sobre la base de la
aritrnetica y posteriormente por fundamental' la aritrnetica misma. Estos
condujeron a monumentales obras como la teoria de conjuntos de Cantor
y desembocaron en nuevas y fundament ales crisis creadas por el encanto 0

el embrujo del infinito.

UNAS NUEVAS CONSIDERACIONES ACERCA DE LA NATURALEZA DE LA

MATEMATICA Y EL MODO DE EXISTIR DE LOS ENTES MATEMATICOS

En oposicion a las visiones de Kant y de Gauss en los primeros afios de esta
contrcversia, buena parte de los matematicos y ffsicos sigue creyendo en un
mundo externo sujeto a leyes (matematicas) independientes de la mente
humana, Ese mundo goza de un disefio racional y el hombre meramente

descubre ese diseiio y 10 utiliza para predecir eventos futuros.

Una corriente de pensamiento que se maduro a 10 largo del siglo XIX ca-
racteriza la matematica como una ciencia de pura relacion. La matematica
no estudia 10 que es sino todo 10 posible.

La matematica kantiana era esclava de la intuicion. La historia de la geo-
metria no euclidiana es, entonces, tambien la historia de la crftica a la
intuicion y el surgimiento de una concepcion de la rnatematica en que la

logic a toma primacia sobre ella.

El fracaso de la fundamentacion incondicional de la maternatica sobre la
base de la aritrnetica, conllevo la formalizacion de ella y su caracterizacion
por algunos como la ciencia de manipulacion de sirnbolos sin significado

segiin reglas de transforrnacion especfficas.
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Esta realizacion fue parte de la vision de Gauss, desde sus primeros encuen-

tros con la necesidad de desarrollar una nueva concepcion de la matematica
(aunque posteriorrnente se alejo de esta posicion tan radical). Entre su
correspon dencia encontrarnos:

1811. Gauss a Bessel.

"Uno nunca debe olvidarse de que las funciones (de una variable com-
pleja), como todas las construcciones matematicas, son 'nuestras propias

. - '. ."

creaciones, y que cuando la definicion con la cual uno comienza deja de tener

senti do , uno no debe preguntarse quees sino que es ~onveniente asumir que
sea para que siga siendo significative." [Kline, p. 87J

Para los matematicos estas cuestiones todavia no han encontrado 'una re-

solucion definitiva. EI matematico en ejercicio ha sido descrito reciente-
mente como un platonist a entre semana y un formalista dominicaJ. Mien-
tras investigue el matematico esta convencido de que esta estudiando una
realidad objetiva cuyas propiedades procura determinar. Pero cuando se
Ie exige que rinda cuentas filosoficas frente a esa realidad , encuentra mas
facil asumir la posicion de no creer en ella.

Veamos la descripcion de dos importantes maternaticos del siglo XX.

Jean Dieudonne, uno de los principales exponentes de la escuela Bourbaki
escribi6 en 1970

"Sobre los fundamentos creemos en la realidad de la matematica, perc pOI

supuesto cuando los fi16sofos nos atacan con sus paradojas, nos apuramos

a escondernos tras el formalismo y decir, "La matematica .no es mas que
una combinacion de simbolos sin significado" y sacamos a relucir Capitulos
1 y 2 sobre la teoria de conjuntos. Finalmente nos dejan en paz para
volver a nuestra matematica y hacerla como siempre la hemos .hecho, con
ese sentimiento que tiene cada matematico de que esta trabajando con algo

real. Probablemente esta sensaci6n es una ilusion , pero es muyconveniente.
, '

Esta es la actitud de los Bourbaki hacia los fundamentos." [Davis, p. 321]
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Paul Cohen, uno de los logicos mas import antes del siglo XX , dijo en 1971

" Para e1 matematico prornedio quien quiere saber meramente que su tra-
bajo est a basado con precision, 1a alternativa mas atractiva es la de evi-
tar dificultades por medio del programa de Hilbert. En ella matematica

es vista como un juego formal y uno solo se preocupa por 1a cuestion de
consistencia .... La posicion realista (es decir, platonist a) es probablemente
la que la mayo ria de los matematicos preferirian asumir. No es hasta que
se de cuenta de algunas de las dificultades de la teoria de conjuntos que el
(matematico) empezaria a cuestionar1a. Si estas dificultades 10 mo1estan
particularmente, se correra a 1a proteccion del formalismo, mientras que su
posicion usual estara en algtin punto entre los dos, intentando gozar de 10
mejor de los dos mundos." [Davis, p. 321-22]

ULTIMAS CONSIDERACIONES

Regresando a las palabras de Bertrand Russell, "Escogemos entonces cual-
quier hipotesis que parezca divertida y deducimos sus consecuencias. Si
nuestra hipotesis trata de cualquier cosa y no de una 0 mas cosas particu-
lares, entonces nuestras deducciones constituyen matematicas."

Mirando hacia futuras incursiones en la matematica del siglo XIX, para
finalizar, vale la pena comentar que a pesar del consenso consolidado en
torno a esta posicion, se creo una gran controversia en torno a la diffcil
cuestion del modo de existir de los entes matematicos; controversia que
sigue marcando a las matematicas,
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