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SOLUCIONES OSCILANTES

YU TAKEUCHI(*)

RESUMEN. Se estudian en detalle los casos mas notables de soluciones
oscilantes de las relaciones de recurrencia lineales de segundo orden asi
como de sus recurrencias fraccionarias asociadas. Se incluyen cotas supe-
riores e inferiores para los maximos y minimos locales de estas soluciones.
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Relaciones de recurrencia fraccionarias de primer orden. Soluciones
oscilantes de relaciones de recurrencia. Puntos fijos de relaciones de
recurrencia

Abstract. Oscillatory solutions of linear second order recurrence rela-
tions and of their associated first order fractional recursions are studied
in detail. The most important cases being considered. Bounds for local
mazima and minima are also included.
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Considérese la férmula lineal de recurrencia de segundo orden

(0.1) Xnt1 =2 Xn+bp-Xa_1=0, n=1,2,3,....
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Dividiendo término a término por X, y haciendo T;,, = X—X"—l, se obtiene la
férmula fraccionaria de recurrencia de primer orden

br,
(02) Tn+1 :2'—/1—1—, n:1,2,3,....

n
Se examinan las dos situaciones siguientes:

(I) b, — b > 1. En esta circunstancia cualquier solucién real (T},) de la
férmula (0.2) diverge en forma oscilante.

(II) b, — 1. Se examinan dos casos:

(A) b, < 1 para todo n. En este caso, cualquier solucién (7,) de (0.2)
converge al limite 1.
(B) b, > 1 para todo n. Se obtienen diversos subcasos. Examinaremos
los siguientes:
(a) Si > o2 n-(bp—1) < +o0, cualquier solucién (7},) converge al
limite 1.
(b) Si Y07 (bn — 1) = 400, toda solucién (T},) diverge en forma
oscilante.
(c) Sib, =1+ 5 (C > 1), toda solucién (T,) diverge en forma
oscilante.
(d) Sib, =1+ n% (0 < C < 1), cualquier solucién (T},) converge al
limite 1.
En la férmula lineal de recurrencia (0.1), considérese el caso de b, > 1 para
todo n. Si (X,) es una solucién de (0.1), los términos de la sucesién (X5)
oscilan entre los maximos y los minimos locales, y en caso de que b, — 1,
la sucesién (X,) puede llegar a ser monétona a partir de un término. Mas
precisamente, se obtienen los siguienes subcasos:

(i) b — b > 1. La sucesién (X, ) diverge en forma oscilante.

(ii) b, — 1. Si 302, n-(by — 1) < +o00, la sucesién (X,) es monétona
a partir de un término y la férmula (0.1) tiene una solucién que con-
verge y otra que diverge a +oo en forma asintéticamente lineal. Si
S yn - (by — 1) = 400, ninguna solucién de la férmula (0.1) converge.

Sea Xj; un méximo o un minimo local de los términos de la solucién oscilante
(X,). La siguiente estimativa de | X | es vélida:

Vo b - Po < | Xu| € ——— H\/ak b Ps,

Vet H
donde

V M+1 -

Py=/XZ+b-XZ-2-Xo-Xu,

1 1bks1 <D
Uk:{ SI Ok41 < Ok

bry1—1 .
b —1 S1 bk:+1 Z bka
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g = %l si bgy1 < b
1 si bk+1 Z bk.

Cuando (bx) es de variacién acotada (v. [6]) y by — b > 1, la férmula
(0.1) posee dos soluciones (X,), (Y,) que se comportan de la siguiente manera
cuando n — 00 :

Xn
=cos( ) Ok)+o0(1), = sen 0x) + o
T, Vo Z H k=1V 0% Z
Aqui, cosf; = (0 < 6x < 7). En consecuencia, la férmula fraccionaria
de recurrencia (0.2) posee dos soluciones complejas que convergen a los limites
Vb€ /b-e % respectivamente, donde cosf = ﬁ D<é=< )

|
>

1. Férmulas fraccionarias de recurrencia de primer orden

Considérese la férmula lineal de recurrencia de segundo orden (v. Nota 1.1,
abajo) para la sucesién (X,; n=0,1,2,...):

(1.1) Xnt1—2 Xn+bp-Xn1=0, n=1,2,3,..., b, — b.

Dividiendo la férmula anterior por X,, y tomando T, = Y—X“—l, n=123,..,
se obtiene la férmula fraccionaria de recurrencia de primer orden

(1.2) Thi1 :2—b—", n=123,.. b, —b

Ty
Sean f,(z) =2 — Exu, n=123,.. f(z)=2- % Entonces, f,(z) — f(z)
uniformemente en el exterior de una vecindad del origen. Nétese que, usando
las convenciones % = 00, 3.13 = 0, las funciones f,, y f estan definidas en RU{oo}
y son biyectivas.

Cuando b, — b, b < 1, sabemos que todas las soluciones de la férmula (1.2)
convergen (v. [6]). En esta seccidn se estudian las soluciones de (1.2) cuando
b, — b > 1, y se demuestra que éstas son oscilantes, excepto en algunos casos
en los que (b,) tiende rdpidamente al limite 1. Se examinan también los casos

bp<lyb,>1deb, — 1.

Nota 1.1. Cualquier férmula lineal de recurrencia puede reducirse a esta forma
por medio de una transformacién elemental apropiada (v. [6]).

1.1. Caso en que b, — b > 1.

La funcién f(x) no tiene puntos fijos reales. Por lo tanto, la solucién (T},) de
(1.2) diverge para cualquier valor real T (v. [3]). Teniendo en cuenta que

fa(z) < a parax >0, fu(x)>2parax <0,
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se deduce que si T > 0 entonces fi(Tx) = Tk+1 < Tk, y si Tk+1 > 0 entonces
fr+1(Tk+1) = Tk+2 < Tk41. Sucesivamente se obtiene entonces que

Tk>Tk+1>Tk+2>'“.

Como la sucesién (Tk, Tk+1, Tk+2,...) no converge, debe existir nesesariamente
m > k tal que T,, < 0. En consecuencia Ty,11 = fin(Tm) > 2si T, <0,y
Tm+1 = fm(0) = oo si Ty, = 0. Por lo tanto, cualquier solucién real (T5,) de
(1.2) es oscilante (v. Fig. 1).

e v

| |
Tm 0 Tma Teyo Try1 Tk 2 Tmt

Figura 1.

Ejemplo 1.1. Considérese la formula fraccionaria de recurrencia

1 1
Tn+1:2—(2+—)'—

~1,2,3,.., Ty =1
n Tn’ n ) <y 1

La siguiente tabla muestra el cardcter oscilante de (T,).

n|1{ 2|3 | 4 5 6 7 8 9 10 | 11 |12 | 138

To| 1| -1]4.56|1.48|048|-2.57|2.84|1.25|0.29|-5.16| 2.40| 1.13| 0.16

n| 14 15| 16 | 17 18 19 | 20 | ---
Tn|-11.11]2.19|1.05|0.04|-44.18{2.05|1.00]---

1.2. Caso en el que b, — 1y b, < 1 para todo n.

La funcién f(z) tiene tinico punto fijo (real) en z = 1. Por lo tanto, éste es
el tnico posible limite de la sucesién (7;,) dada por (1.2). M4s precisamente:

Teorema 1.1. Toda solucion (T,,) de la férmula fraccionaria de recurrencia
(1.2) converge al limite 1 cuando b, < 1 para todo n y b, — 1.

Demostracion. (v. [5]). La funcién f,(x) tiene dos puntos fijos pp, ¢n

(v. Fig. 2):
Pn=1—+1-bn, gn=14++/1-b,.

Evidentemente

Pn <1< gqn, Pn, gn — 1.
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Dado € > 0 (e < 3) arbitrario, existe N 2 J U
talque 1—e < p, <1< g, < 1+4€ para A:fn(z)
todo n > N. Nétese que para todo j >
n (> N) se tiene que f;(x) < = cuando ﬁf(:r)
2>14+€60< x<1-—e Supongamos (1,1
primero que 1 < T;,, < 1+ € para algin
m > N. Entonces podemos demostrar,
por induccién, que 1 < T3, < 1 + € para
todo n > m. En efecto, como la funcién /
fn(x) es creciente en (0,00), entonces 0 11(5@" i e
Figura 2.
1< T, <1l+eimplicaquel < fr(1) < fo(Th) =Tht1 < fa(l+€) <1+e.
Supongamos en segundo lugar que T > 1 + € para algin j > N. Entonces
1< Tjy1 = fj(T;) < Ty, ysiTjy1 > 1+¢ entonces 1 < Tjyp < Tjiq, y asi
sucesivamente, llegdndose a que

x

T, >Tj41 >Tj40>---> 1.

Es decir, si T, > 1 + € para todo n > j, la sucesién (T}, T;41,Tj+2,...) s
decreciente y acotada inferiormente por 1 + ¢, lo cual es imposible, ya que “1”
es el unico posible limite de tal sucesién. Por lo tanto, debe existir m > j tal
que Tr, € (1,1 4+ €), lo cual reduce el argumento al caso anterior.

Supongamos finalmente que existe r > N tal que T, < 1 — €. Entonces
T < pr, ast que Tr41 = fr(Tr) < T,. De la misma manera se obtiene que
T, > Ty41 > Tr49 > ---. En consecuecia, para algiin j > r > N se debe tener
que Tj_; < 0. Por lo tanto T = f;_1(T;_1) > 2 > 1 + ¢, quedando asf en el
caso anterior. Se concluye que dado € > 0 arbitrario, existe m > N tal que
T, € (1 — €1+ ¢€) para todo n > m. La sucesién (T,) converge entonces al
limite 1. O

1.3. Caso en el que b, — 1y b, > 1 para todo n.

Obsérvese que f,(z) < f(z) < = pa- y=u
ra todo z > 0. Necesitaremos los dos 2
lemas siguientes. y = f(z)

Lema 1.1. Si eziste una solucidn (fn)
de la formula de recurrencia que con- 1 (L,1) U= fa(z)
verge al limite 1, entonces cualquier otra

solucion también converge a 1.

Demostracién Supongamos que (T7,) es
una solucién de (1.2) y que T, — 1. 0
Dado € > 0 (¢ < }) existe N tal que ri

1
Figura 3.
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1—-€e< Tn < 1+ € para todo n > N. Como fn > 0 para todo n > N,
entonces la sucesién (fn ffn+1 , fn+2, ...) es decreciente y converge a 1. Sea (T7,)
cualquier otra solucién de (1.2). Si T}, > 1 para todo n > N, la sucesién (T},)
es decreciente y acotada a partir del N-ésimo término. Por lo tanto, converge
al limite 1. Si T,, < 1 para algin n > N, existe M, M > n > N, tal que
Tar—1 < 0. En consecuencia Ths = far—1(Tar—1) > 2, y se tendréd que TM <
1+€ < 2 < Ty. Como para todo k, fi(x) es creciente en (0, +00), entonces 1 <
fk < Ty, para todo & > M. Puesto que la sucesién (T%) es decreciente a partir
del M-ésimo término y estd ademds acotada por 1, se tendra que T, — 1.

|
Lo establecido en el Lema 1.1. que acabamos de demostrar es equivalente a

lo siguiente:
Toda solucion de la férmula de recurrencia (1.2) converge en forma decreciente,

o toda solucion diverge.

Lema 1.2. Sean (T),) y (Sn) soluciones respectivas de las formulas de recu-
rrencia

bn
(1.3) Tht1=2— —, Snt1=2— Eri; by, >1, ¢, > 1, para todo n.

T Sn
Supdngase ademds que existe N tal que ¢, > b, para todon > N. Sila sucesion
(Sn) converge (al limite 1), la sucesion (T,) también converge (al limite 1).

Demostracion. En efecto, como S,, — 1, existe m > N tal que la sucesién
(S,) es decreciente a partir del m-ésimo término. Sea (T) la solucién de la
primera férmula de recurrecia en (1.3) que satisface la condicién T,,, = S,,. Se
demuestra inmediatamente por induccién que

T, > S,, paratodo n > m.
Como S,, > 1 para todo n > m, entonces T;, > 1 para todo n > m, de lo cual
T, — 1. O
Del Lema 1.1. se deduce que cualquier solucién (7},) de la primera férmula de
recurrencia dada en (1.3) converge al limite 1. A continuacién investigaremos

la convergencia o divergencia de las soluciones de la férmula de recurrencia
(1.2) en varias situaciones.

Teorema 1.2. Considérese la formula de recurrencia (1.2). Entonces:
(i) Si 522 (b, — 1) = o0, toda solucion (T,,) de (1.2) diverge en forma

‘ n=1
oscilante.

(i) Sid> oo n-(bp — 1) < 400, toda solucion (T,,) converge (al limite 1).

Demostracidn. (i) Supondremos que 7,, — 1, y llegaremos a un absurdo. En
la demostracién del Lema 1.1 vimos que dado € > 0 (e < 1) existe N tal que

(1.4) 1<T,<1+e¢€ paratodo n> N.
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De la férmula de recurrencia (1.2) se deduce, por otra parte, que

bn T,—1 b,—1
Top—1l=1-2=""_-_2n—_

. T, 7
Como T;, > 1 para todo n > N, se obtiene entonces que
b, —1
(1.5) Thi1—1< (T, —1)— T para todo n > N.

n

En la desigualdad anterior, tomando n = N, N + 1,...,m, y sumando, se llega
a que

= by —1
(1.6) Ty —1<(In-1)- Y T

n=N
Por hipétesis, la serie Y > (b, — 1) diverge a +oo. Entonces ) 7 \ %=
también lo hara, pues T,, — 1. Por lo tanto,

m
b, — 1 .
Ty —1< E — , para todo m lo suficientemente grande.
n=N Tn

Pero, de (1.6) se debe tener que Ti,41 — 1 < 0, o sea que Tp,41 < 1. Esto
contradice la desigualdad (1.4). Por lo tanto, (7},) es divergente.

(i) Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Y7 n- (b, — 1) < 1.
Considérese la solucién (T,) de (1.2) con 77 = 2. Vamos a demostrar que
T, > 1 para todo n. En consecuencia, se tendrd que 7,, — 1. Ahora, por
induccién se demuestra inmediatamente que 7 < 1+ % = 5;:—1 para todo
k =2,3,4,..,n. En efecto, si Ty < &, entonces Tyyy = 2 — % <2-7<
2— % =1+ k—il Ahora, de (1.2) se obtiene que
T.—1 be—1

T,  T% '

la cual se puede considerar como una férmula lineal de recurrecnia de primer
orden para Ty — 1. Por lo tanto (v. [3]),

Tk+1—1: k:l,2.....n,

1 2 < T e T

T+1—1:——~[(T1—1)— — = [ — LR

i [Tz T ,?;1 T

Pero, como

n n

Ty Ty Ty 23 k
Y - < (i -+ Y S5 (e = 1)
k=1 Tk k:212 k—1

:(b1~1)+znjk-(bk—l)<1

k=2
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. 1 _ . ., .
se tiene que Tp,+1 — 1 > . [(Tl -1) - 1] = 0. Por induccién se obtiene
entonces que 7T,, > 1 para todo n. O

Teorema 1.3. Para la formula de recurrencia

C 1
(17) Tn+1 :2— <1+ﬁ) -7—1-71, TL:1,2,3,..,,
se tiene:
(i) Si0< C < {1, toda solucidn converge.

(ii) Si C > 1, toda solucién diverge.

Demostracidn. (i) En virtud del Lema 1.2, basta demostrar que la solucién de
la férmula fraccionaria de recurrencia

1 1
1. To1=2—(14—) —, n=1,2,3,...,
(1.8) n+1 ( + 4n2> T n
converge. Considérese la siguiente férmula fraccionaria de recurrencia:

4n? i

41 =2 — ——— - —, =1,2,3,...
Snt1 m2—1 5, "

Se comprueba inmediatamente que la sucesién (2:—:) es una solucion de ésta,

convergente a 1. Ademss,
i =1+ ! >1+—1— para todo n
4n?2 — 1 4n? — 1 4n?’ '
El Lema 1.2. asegura entonces que cualquier solucién de (1.8) converge al limite
1.

(%) La férmula de recurrencia (1.7) puede escribirse en la forma

1 s C
(19) T =1 = T- 1= - { G-+ 5.
Supongamos que una solucién de (1.7) (6 de (1.9)) converge al limite 1. En-
tonces, dado € > 0 arbitrario existe N tal que
1<T,<1+¢€, paratodo n> N.

Por lo tanto,
(1.10) ! < ! tod >N
. T 1_I_e,paraoon_ .

Reemplazando en (1.9) la desigualdad (1.10), obtenemos la relacién
(1.11)
1

Tas=1) < (G- 1) = { @124 S <@

1
14+€e n?
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Sumando las desigualdades anteriores desde n hasta oo, se llega a que

C =1
N S < (T 1) - S
e§k2<( ) 1+€ n

(1.12) 0< (T, —
Hemos usado la desigualdad
o0 1 B
Z k2 2 dt =

De (1.12) se deduce la estimativa

S|

c 1

1+€e n
que llamaremos la primera desigualdad para T,, — 1. Ahora, reemplazando la
desigualdad (1.13) en (1.11) se obtiene que

L14)  (Tapr—1) < (Ta—1) - 1f{ﬁ+1}i2

y sumando la desigualdad (1.14) desde n hasta oo, que

e, C c 1
0<(T""1)_1_+e'{ 1+ ¢)2 }Zk2 Tn—l _1+e'{m+l}'5

Esto implica la seqgunda desigualdad para (T, — 1):

(1.13) T,—1>

b

C C 1
. T, -1 415 —.
(1.15) >1+6 {(1+€)2+ } -
En general, si (4;; j =1,2,3,...) estd dada por la férmula de recurrencia
C
(1.16) Aj =G(4;) = (A4;)% +1, Ay=1,

(1+¢)2
un argumento inductivo permite establecer las siguientes desigualdades para
T, —1:
(1.17) T —1>% Aj-% j=1,23,.., n>N.
Sea L un punto fijo de la funcién G(z) = TCE); z? + 1. Entonces G(L) = L,
o sea

C-L>—(1+€? L+ (1+¢%=0.
Esta es una ecuacién cuadrética sin soluciones reales cuando (1 + €)* — 4C -
(1+¢€)? <0, o sea, para C > % -(1+¢€)%. Por lo tanto, si C > % (14 €)?,
la sucesién (A4;; 7 = 1,2,3,...) dada por (1.16) diverge a +o00. En tal caso,
haciendo j — oo en (1.17) se obtiene que T),, — 1 > oo para todo n > N, lo
cual es absurdo. Por lo tanto, cuando C > % - (1 + €)%, ninguna solucién de
(1.7) converge. Como € > 0 es arbitrario se concluye que cuando C > 1, toda
solucién de (1.7) diverge (en forma oscilante). O
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Ejemplo 1.2. Para la formula fraccionaria de recurrencia

Tn+1=2— <1+%> '7—}‘71, C >0,
se tiene:
(i) Cuando s > 2, toda solucion (T,,) converge al limite 1.
(ii) Cuando s < 2, toda solucidn (Ty,) diverge en forma oscilante.
(iii) Sis=2yC <1, toda solucion (T,) converge al limite 1.
(iv) Sis=2yC > 4, toda solucidn (T,,) diverge en forma oscilante.

2. Férmulas lineales de recurrencia de segundo orden que generan
sucesiones oscilantes

2.1. Comportamiento global de las sucesiones oscilantes.

Considérese la férmula lineal de recurrencia de segundo orden
(21) Xn+1-—2'Xn+bn'Xn_1 :0, n=1,2,3,....
En [6] se han estudiado detalladamente las soluciones de (2.1) cuando

b, — b < 1. En la presente seccién se demuestra que cuando b, > 1 para

todo n, las soluciones de (2.1) son (cast) siempre oscilantes.
Supéngase que la solucién (X,) de la férmula (2.1) satisface la condicién

(v. Fig 4)

(2.2) X1 <0< Xy < Xi41, para algin t > 1.
X
. A o ._"ftLJXM
0 —
Xi—1 X Xir1 Xeyo Xigs XM—I
Figura 4.

De (2.1) se tiene que

(2.3) (Xnt1— Xn) = (Xn —Xn—1) = (bn — 1) - X1,
Como b, —1>0, X;_1 <0, X; >0, X¢41 >0, ... , entonces

Xe—Xe—1 < Xeg1 — Xe 2 X0 = Xpp1 > Xig3 — Xpg2 >+,
ésto es, la sucesién (X, 11 — X,,) es decreciente a partir de n = t. Esto permite

asegurar que
(i) Si la diferencia de dos términos consecutivos X, ; — X, nunca llega a

ser negativa (este hecho puede ocurrir cuando b, — 1), entonces (X,; n =

t,t+1,t+2,...) es creciente, de lo cual convergente o divergente a +oo0.
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(i1) Supongamos ahora que, para algin M,
Xv—Xm-120, Xpyp1—Xp <0
Multiplicando (2.3) por -1 se obtiene que
X1 — X S0< Xpp — Xppr1 < Xypg1 — Xppgo < Xy — Xy < -0

o sea, que (X, — X, 11) es creciente a partir de n = M. Se concluye entonces
que la sucesién (X,; n =t,t+ 1,t + 2,...) es creciente hasta llegar al término
maéximo (local) X s, luego comienza a decrecer, y en algiin término X alcanza
valores negativos (v. Fig. 5):

X1 < Xs S0< X1 < X5 0< -+

Xs+1 Xs Xs—l Xs—2 Xs—3
Figura 5.

®

Como X;_1 >0y X,, <0 paran=s,s+1,s+2,..., entonces
Xo—1— Xs < Xg = X1 2 Xop1 — Xoy2 > Xoq2 — Xoq3 > -+

o sea, (X, — Xp41) es decreciente paran = s,s+1,s +2,.... Si X, — Xp41
nunca llega a ser negativo entonces (X,; n =s,s+ 1,5+ 2,...) es decreciente,
de lo cual convergente 6 divergente a —oo. Si, por el contrario, para algin m,
Xm-1—Xm >0, pero X, — X;n41 < 0, nuestra sucesién tendra un minimo
local en X,,, y comenzara a crecer a partir del término X,,.

En conclusién, la sucesidn (X,; n=1,2,3,...) dada por la formula de recu-
rrencia (2.1) es, sea una sucesidn oscilante, ¢ una sucesion mondtona a par-
tir de algun término, de lo cual, convergente (0 divergente a +oo). Ademds,
| Xn — Xnt1| es un mdzimo local cuando X, _1 - X, <0.

2.2. La férmula de recurrencia cuando b, > 1 para todo n y b, — 1.

Dividiendo término a término la férmula lineal de recurrencia (2.1) por X,

y tomando T, = %-l, se obtiene la féormula fraccionaria de recurrencia
bn
(24) T7l+1 =2- T—, n=1, 2. 3,

n

El comportamiento de la sucesién (T,,; n = 1,2,3,...) estudiado en la Seccién
1 permite investigar el de la solucién (X,; n=1,2,3,...) de (2.1). Obsérvese
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en particular que

n
(2.5) Xn=Xo [[Tx, n=1,2,3,...

k=1
Teorema 2.1. Supdngase en (2.1) que b, > 1 para todo n y que b, — 1.
Entonces:

(i) Si 32, (bn — 1) = 400, cualquier solucion (X,; n=1,2,3,...) de (2.1)
es oscilante.

(i) SiY oo, n(bn—1) < +00, toda solucion (Xn; n=1,2,3,...) es mondtona
a partir de un término, y el limite limy, o (Xn41 — Xn) existe. Ademds,
existe una solucion (X,), asintdticamente lineal, esto es,

Xp,~a-n, a#0,
y otra solucidn (Y,), convergente a un limite no nulo.

(iil) Si 302 (bn —1) <400y Y02 n- (by — 1) = +00, ninguna solucidn de
(2.1) converge.

Demostracién. (i) De (2.5) es evidente que la sucesién (X,,) es oscilante si la
(T) lo es, y que (X,) es mondtona a partir de algin término si 7, > 1 para
todo n suficientemente grande y lim,_, o7, = 1. La afirmacién resulta entonces
del Teorema 1.2.

(%) Sea t un nimero natural tal que

o0

(2.6) > k(e -1)<1,

k=t+1
y escojamos la solucién (X,) de la férmula de recurrencia (2.1) sujeta a la
condicién

Xt__l < 0 S Xt'
Sumando la igualdad (2.3) desde t + 1 hasta n, se obtiene que
(2.7) Xnt1 = Xn=Xep1 = Xe— Y (be—1)- Xe1.
k=t+1

Por otra parte, como X, 11— X, < X;41—X; paran =t,t+1,t4+2, ..., entonces
n—1 n—1
Xo=Xe=) (Xer1 = Xi) < D (Xew1 = Xo) = (n = 1) - (Xep1 — Xy),
k=t k=t
o sea,
Xn<Xt+(n—t)'(Xt+1—Xt) < (n—t+1)(Xt+1——Xt) S’I”L'(Xt+1 —Xg)

Por lo tanto,

Z (bk = 1)~Xk_1 < Z (b;C == 1) ~]C'(Xt+1 —Xt) < Xt+1 - X;.
k=t+1 k=t+1
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De (2.7) se obtiene, por otra parte, que

oo

Xnt1 = Xn > (Xeg1 = Xo) = ) (e —1) k- (Xeq1 — Xi) > 0.
k=t+1

Por lo tanto,
hm (Xn+1 — Xn) =« 7§ 0’
y del primer teorema de Cauchy (v. [2],[4]) se deduce que
lim —)91 = lim n = Xo ZZ—l(Xk_Xk—l)

n—oo N n—oo n n— oo n

=a (#0).

Por otra parte, se puede comprobar directamente que la segunda solucién
(Yn; n=0,1,2,...) de (2.1) estd dada por (v. [6])

w3 , n=1,2,3,...

k=n+1 Xk L= X"

; < by by by . .
Nétese que la serie S oo 227 k-1 converge, pues el producto infinito
k=n+1 Xip_1- X ’

[They bk = [Trey (1+ (b — 1)) con?erge (v. [1]) y Xk ~ a-k (cuando k — o0).
Utilizando finalmente la Regla de L'Hépital (v. [2],[4]), se obtiene que

D hentl blxb2 bﬁkf : = by C- 1 1
Yn k—1"Xk Z ( _ __)
X“ ety Xk: 1° Xk k;w—l Xi-1 Xk

by-by--by %)
(n—o0) li le.ZAr)k(k.l — L bl'bQ"'bk-l _ 1 b
- 1 (_1—1—3 - ‘1m ~V~ v E : H k>
k=1

n—oo . . N
Xk—1 Xk

y esto completa la demostracién de (7).

(i) Supongamos ahora que Y oo n - (b, — 1) = 400 y que
S0 1(bn—1) < +00. Demostraremos que ninguna solucién (X, ) de la férmula
lineal (2.1) converge. Podemos suponer que la solucién (7,) de la férmula
fraccionaria (2.4) tiende al limite 1, pues en caso contrario la sucesién (X,,) es
oscilante. Dado € > 0 existe, en virtud de la desigualdad (1.5), N > 0 tal que

1
Thy1—-1<T,—-1- e (b, — 1), paratodon > N.
Sumando la desigualdad anterior desde n hasta oo, se llega a que

oo

1
0< (T, —-1) — —— b — 1),
( ) T e ;(k )
o sea, a que
1 o0
T, —1>—— b — 1).
1+e¢ (b )
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Sumar la desigualdad anterior desde N hasta co conduce a

oo 1 oo oo
(Tn—1)>1+6~ZZ(bk—1)
n=N n=N k=n
1 [ k
:1+elzz(bk~1)
k=N n=N
1 oo
= k—N+1)- (e — 1) = 400,
e 2 (k= N+1)- (b — 1) = +oo
k=N
ya que
(o ] oo oo
> ke(bk—1)=+400 y Z N-1)-(bp—1) = Zbk—l < +oo.
k=N =N k=

Por lo tanto, [Tre y Tk = [Tren (14 (Tk — 1)) = +o0, y de (2.5) se obtiene que
(X,) — zoo. Esto demuestra el teorema. O

En vista del Teorema 1.3., obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1. Para la relacion de recurrencia (2.1) se tiene:
(i) Sib, > 1+ 4711; para todo n suficientemente grande, toda solucion (Xp)
diverge en forma oscilante.
(i) Si b, <1+ 41z para todo n suficientemente grande, toda solucidn (X,)
es mondtona a partir de algun término.
(iii) Sib, =1+ n% (0 < C < 1) entonces (Xn) — *oo.
Ejemplo 2.1. Considérese la sucesion (X,) dada por
(2.9) Xns1 -2 Xn— (149" Xn1 =0, n=1,2,3,.., Xo=0, X; =1.
Cuando 0 < p < 1, (X,) es mondtona a partir de algin término. Por ejemplo,
sip=0.9, (X,) toma los siguientes mdzimos y minimos locales :

X3 =219, X;=—7.33, Xi3=20.42, Xoy = —47.71, X7 = 99.20.

A partir del término Xs7, (X,,) decrece mondtonamente a —oo

3. Comportamiento asintético de las sucesiones oscilantes
generadas por férmulas lineales de recurrencia de segundo orden

3.1. Amplitud de oscilacién.

Sea (Xx; k= 1,2,3,...) una sucesién dada por la férmula lineal de recurren-
cia de segundo orden

(3.1) X1 —2 - Xp+bp Xe1=0, k=1,2,3,..., by > 1 para todo k.
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Se tiene que
X1 +bg - X1 =2 Xy,

Multiplicando la igualdad anterior por Xy1q — bg - Xx—1 y sumando by, - X,f a
ambos miembros, se obtiene que

(32) X2, +bk X2 —2 Xpy1 X =bi (XZ+be XZ_1—2 Xi Xi_1)
Sea o) (> 1) definida por
a3) O
Entonces, de (3.2) se obtiene la siguiente desigualdad:
(34)  XZ i+bit1 XP -2 Xiy1- X
<bg-ok (Xp+be X721 —2 Xi-Xe1), k=1,2,3,....

En efecto, (3.4) es evidente si bx41 < bi (en cuyo caso ox = 1). Supongamos
entonces que bgy1 > by. Como 0y - by — b1 = 0 — 1, se obtiene que

O * (X,3+1 +bk’(,3 -2 X1 Xk) . (X]%+1 +bk+1 XZ —Q'X)H.l'Xk)
Z ((J']c = 1) . (1¥k+1 = Xk)2 Z 0
y (3.4) resulta de (3.2). Sea px (< 1) definido por

b=l
{ by SEbkgr < bk
Pr =

3.5
( ) 1, si blc+] Z bk.

Entonces, andloga a (3.4),
(3.6) bk pr (XP4br - XP_; —2- Xi- Xy—1)
< X2 4bgyr- XE—2- Xiyr - Xx, k=1,2,3....
Sea
(87)  Pe=/XE,+b-XF-2-Xen - Xe, k=123..
De (3.4) y (3.6) se obtiene que

VPk bk Pec1 S P <o b - Pe1, k=1,2,3...,

y multiplicando las desigualdades anteriores desde k = 1 hasta k = n, que

(38) H\/pk'bk'POSPnSH\/Uk‘bk'PO-
k=1

k=1

Por otra parte, de (3.7),
Pr= X2 +biy1- XE—2 Xg1- Xi = (X1 — X)? + (beg1 — 1) - X3
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Por lo tanto,
(3.9) P> | Xpp1— Xi| ¥y Pe > /brpr — 1| Xkl

De (3.8) y de la primera desigualdad en (3.9) se obtiene entonces una co-
ta superior para la diferencia de dos términos consecutivos de la sucesién

(Xk; k=0,1,2,...)2
(3.10) |[Xnt1 = Xal < Pu < [T voe - [T vVor - Po.
k=1 k=1

Supongamos ahora que |X;; — X¢| es un maximo local de estas diferencias.
Como lo hemos observado en la Seccién 2.1, X;_; - X; < 0. Entonces, mediante

(3.2) se obtiene que

| Xeq1 — Xe2 = P2y = (X2 + X7 — 2Xe1 Xe) — (X2 + X2 1 —2X: X 1)
= (b — 1) (b X7, —2X¢X¢—1) >0,

de lo cual,
Pi_1 < | X1 — Xl

De (3.8) se obtiene también una cota inferior de |X;41 — X¢| como sigue:

t—1 t—1
(3.11) [T voe- [ Vor - Po < Py < [ Xig1 — Xl
k=1 k=1

e (3.10) y (3.11) se obtiene entonces la siguiente acotacién para |X;y1 — X;|:

t—1 t—1 t t
(3.12) H\//—);'H\/E'P0§|Xz+1—xz|§H\/U_k'H\/a'P&
k=1 k=1 k=1 k=1

Téngase en cuenta que la acotacién (3.12) es vdlida cuando X;_; - X; < 0.
De (3.8) y la segunda desigualdad en (3.9) se obtiene asi mismo una cota

superior de | X, |:

1
(313)  |Xn| € ———" Var-TI Vor - Po.
" V bn+l -1 vV n+1 H H
Supongamos ahora que X, es un maximo é un minimo local de los términos

de (Xk), ésto es, que
0< Xpm—1 <Xy >Xme1 6 Xy > X < Xy <0

Entonces

(bpy—1)- X3, — P2 _ =(bar—1) - X2 — (X% +bpyy - X2 1 —2-Xag - Xpa—1)
=(Xnm—Xm-1) - (bm - Xm+bpyr - Xp—1 —2- Xp)
=(Xm— Xm-1)- (bv - X — Xnp41) >0,
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asi que
Vor — 1| Xp| > Pryoa.

e (3.8) se obtiene una cota inferior de | X /| como sigue:

(3.14) |XM|>\/W_. PMl_\/__ H\/_ H\/_Po

De (3.13) y (3.14) se obtiene finalmente la siguiente acotacién para |Xy:
1 M-1 M—1

3.15 ——— L . Ve Py <|X

( ) \/bM——l kI;Il \/P—k H k40> | M|

<\/bM+l H\/_ H\/_ fo

En los dos casos siguientes se pueden calcular exphc1tamente los valores de
oy Pk, K=1,2,3,....

(i) Primer caso: (by) es decreciente y by — b > 1. De la definicién de o
y Pk se obtiene que

brs1 —

s =1 — e
(3 16) Ok y Pk bk—l y

para todo k.

Por lo tanto,

(3.17) H Vor =1, H VPk = ————"\/n_t_lll, para todo n.

Nétese que las de51gualdades (3.12) y (3.15) son vélidas en caso de que b, — 1.

Ejemplo 3.1. Sea (X,,) la sucesidn determinada por
1
Xni1 -2 Xn+(1+-=) Xn1=0, n=1,23,... Xo=0, X;=1,
n

FEntonces
1

FPy=1, =vn+1 =1, =

0 kHl Vbr = v H VoK = H VPR = =
De (3.12) y (3.15) se obtienen entonces las siguientes acotaciones para
| Xe41 — Xe| y [ Xl

1< Xy — Xepa] < VEF T,
VM < IX/\[l < M + 1.

Evidentemente, la sucesion (X,) es oscilante.
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(i1) Seqgundo caso: (bi) es creciente y by — b > 1. De las definiciones de
Ok Y pr se obtiene que

bk+1 -1

=1, todo k.
b1 P para to

O =
Por lo tanto,

n /——bn—f-l 1 n
(3.18 Vo = V—m, Vpr =1, para todo n.

Ejemplo 3.2. Sea (X,,) la sucesidn determinada por

1
Xn+l—2'Xn+2'(1_'m)'Xn—l:07 7L=1,2,3,... ,X():O, Xlzl.

FEntonces

n nl \/— n
kl;[l\/b_= ' H\/_— f—n+ 1:] =

y de (3.12) y (3.15) se obtienen entonces las siguientes acotaciones para
| Xt — Xeg1] y [ Xl
vi+1
= VZ <Xy — Xipal < UOYFFT VAt
Vi+1 VE+2t+3

VM +2 M V3 M+1
\/—\/W V2 < |Xum| < \/M:—l-fl V2 .

La sucesion (X,) es oscilante.

3.2. Comportamiento de la sucesién oscilante (X,) cuando (b,) es de
variacién acotada y b, — b > 1.

En este pardgrafo supondremos que (b,; n =1,2,3,...) es de variacién aco-
tada (v. [6]). Sean Ag = bry1 — bk, pn = mf{bl,bQ, ey b1}y

Vom 301w =Z|bk+1 ~ be.
k=1 k=1

Se dice que V, es la variacidn de (by,....bn41), y (bn | n = 1,2,...) es de
variacidn acotada si existe una constante C' > 0 tal que V,, < C para todo n.
Esto equivale a decir que V = )"}~ | |Ax| < +00, y V se denomina la variacion
(total) de (by,bs,...). Claramente
b1 —1 Ag

7AVY
19 3 ik <1
(8123} b — 1 teo1 et e

, para todo k.
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Por lo tanto,

. - IAk|> n( | Ak Va
3 < 1+ — | < 1+ — ) < ;
(3.20) Ilak_||(+bk_1 =11 +p —7 ) Sexp P—

Por otra parte,

_ A
be—1 _ . B 1 + |Ak|
b1 —1 bry1—1" pr bry1 — 1

de lo cual se deduce que

=—— < 1+ —— | <ex 5
[Tez1 Pk H ( bry1—1 B pn — 1
o sea, que

(3.21) I1 o+ > exp {*ani : } ‘

Teorema 3.1. Supdngase que (by) es de variacion acotada y que by, — b > 1.
Entonces, los productos infinitos H,;“;l 0k Y [y Pr convergen absolutamente.

, para todo k,

Demostracion. De (3.19) se tiene que 0 < o — 1 < ;f‘_*ll Como (bx) es de

variacién acotada y ademds by —1 — b—1 >0, la serie >, , llkA—j converge.
Por lo tanto, el producto infinito [Ty, 0k = [Tow,(1 + (6x — 1)) converge ab-
solutamente. De la misma manera se obtiene que el producto infinito Hi‘;l Pk

converge absolutamente. O

Sean V = ZZ‘;I |Ag| < 400 la variacién total de (by) y p = inf, bg. Claramente
p>1yde (3.20) y (3.21) se obtiene que

k=1
Teorema 3.2. Bajo las mismas hipdtesis del Teorema 3.1, existe el siguiente
limite :

X2, 4 bppr - X2 — 2Xpp1 - X
Pn . n+1 n+1 n n+1 n
(3.23) lim [—J — lim VX

n—oo H;::l \/E n—o00 HZ:I Vi

Demostracidn. De la igualdad (3.2) se obtiene que

#0

(3.24) P? = X2, + b1 Xi — 2Xi 11 Xk
= X2 + 0 X2 -2 X1 Xi + X7 - D

X2
= b PRy XE A=t Py (1 )
g k—1
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y, ademads, que

bi-P2 3 = X2 1 +be- X2 —=2X 41Xk = (Xpp1— X )2+ (bs—1)- X7 > (bp—1)-X2.

Entonces
X7 1

3.25 = todo k
(3.25) P S o7 S o Pare todo
de lo cual,

= X} 1 &

ARl £ ——= - ) |Ax| < 4o00.

k=1 bi - Pi_y pre=il kz—:l

En consecuencia, el producto infinito [Ty, rv— = [Tz < o Tfﬂé_ : Ak)
e e

converge absolutamente, asi que

lim ﬁ = lim P"2 1
i 1 = i 2 ey

existe y es no nulo. Entonces, el limite (3.23) existe y es no nulo. O
De (3.23) y (3.25) se deduce el siguiente corolario del Teorema 3.2.

: 7 Xnl .. _ ,
Corolario 3.1. La sucesidn (HL] o = 1,2,3, ) es acotada.

Sea (X,; n=0,1,2,...) una solucién de la férmula de recurrencia (3.1). De-
mostraremos que existen sucesiones (A,; n=0,1,2,..)y (6p; n=0,1,2,...)
tales que

(3.26) Ap-sen b, = X, Ap - \/bng1-sen(bn + Ony1) = Xpy1,
A, >0, n=1,2, ..,

donde
1 bn —
Cosen = ﬁ, sen en = Wl) n = 1,2,3,....
(1) En efecto, témense los A4,, > 0 tales que
P, P,

(3.27) A2 . (bpy1 —1) = P2 osea, A,

\/bn+1 -1 B \/bn+l - sen 0n+1,
con P, dado por (3.7). Es suficiente encontrar 6, ‘s tales que

(3.28) Xn+1— Xn =An - \/bny1 -sen 0,41 -cos 6,

= \/bnt1 —1- A, - coséy,,

A, -sen b, = X,,.
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Pero, como

X (Xns1 — Xn)?
2 2 n n+1 n
sen“d, +cos“ b, = —> + ——
AL AL (bn — 1)
_ (bnt1 — 1)X7%, + (Xn41 — Xn)2
A% “(bng1— 1)
2
_r
A2 - (bnt1 — 1)

tales 8,, claramente existen. [J

Teorema 3.3. Bajo la condicion |6, — (6n—1 + On)] < 7, la sucesion
(6n; m=0,1,2,...) estd determinada por las formulas de recurrencia de primer
orden

bn+l -1 1

- -sen (6p—1 +6,)
Vbn —1 A1+ %51 -sen2(6,_1 + 6n)

(3.29) sen ¢, =

Y

(3.30) cos 6, = : - €08 (6n—1 + 6n),

\/1 + f—ﬁ—l ~sen?(6,_1 + 6,)

ast que 6, es una funcidn continua de 69 (€ R). Ademds, existe una constante
M > 0 tal que |6, — (6p—1 + 6n)| < M - |A,].

Demostracidn. De (3.26) y (3.27) se obtiene que

X, X, Vb

= -sen (6p—1+ 6n),

Pn—lzvbn_l'An-—l bn_l
y de (3.24), (3.26) y (3.27), que

(3.31)

Xn bn+l ”‘1'Xn bn+l _l'Xn
sen 6, = — = = '
\/()_npn—l{1+r}:fl_lArl}

[

An P,

Reemplazando T;‘\'L,'T por (3.31) en la desigualdad anterior, se obtiene (3.29).
Reemplazando X,, X, 1 en (3.1) por los valores dados en (3.26), se tiene que

(332) Xn+1 - )(n = )(n - bn ' ‘Xn—l

= An~1 ) { V bu '5011(5,1_1 + 911) - bn - sen 51171}
=A,_1 by, -sen 6,  cos(6n_1+ ).
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y mediante (3.24), (3.27) y (3.28), (3.32) da lugar a que
Xn+1 - Xn An—l . bn - sen en

cos 6, = —
Any/bny1-sen 041 An/bpy1 -sen 041
1

= - cos(bp—1 + 6n).

e Sy

Finalmente, reemplazando PX:I dado por (3.31) en la anterior igualdad, se

obtiene (3.30). a

- cos(6p—1 + 0n)

Para demostrar la udltima afirmacién del Teorema 3.3 necesitaremos el
siguiente lema.

Lema 3.1. Considérese el sistema de ecuaciones

vV1i+a 1
(3.33) seny=———-senx, COS Yy = —————COS I,
V1+a-sen’z V1+a-sen?z

donde a+1 > 0. Entonces, dado x € R, eziste un inico fo(x), con |f(x)—z| <
5, tal que y = f,(x) es una funcion continua de R en R para la cual existe una

constante M > 0 tal que |fo(z) — x| < M- lal.

Demostracion. Dado = € R existe y tal que sen y y cos y satisfacen el sistema
anterior. En efecto,

sen2y + cos? y= & -sen’z + ——L——— -cos?
1+ a-sen’x 1+ a-sen’x
_ (1+a)-sen’r+cos’z 1+a-sen’r
N 1+ a-senx " 1+a-sen?z

Como sen y -sen x > 0, cos y-cos = > 0, entonces x, y estan en el mismo
cuadrante (mod 27). Por lo tanto, existe un tnico y tal que |y — x| < 7.
Evidentemente y = f,(z) es una funcién continua de R en R.

1 Vita 1 ;
a |a| < 5. 5 3
Sea |a| < 5. Entonces e == son derivables con respecto
a a y las derivadas son acotadas en |a| < . Por el teorema del valor medio

existe entonces una constante M, > 0 tal que

vi+a
V1+a-sen?z
Por lo tanto, de (3.33),

|[sen y —sen z| < My - |a|, |cos y —cos z| < My -|al,

1

V1 +a-senx

-1 SA[()'(L‘, S]\/[0|(l|

o sea,

y+e y—«x

yt+z y—«
-sen

cos - sen
2 2

< My -|al, 2|sen < My - |al,

2
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Elevando al cuadrado las dos tltimas desigualdades y suméndolas se obtie-

—z |2 " - ,
ne que 4 - |sen ¥52|7 < 2 M§ - o®, asi que |sen 52| < %_g - |al.  Como
2 [152] < foon 152 parn [552] < 5, entonces ] < 5 - Mol ¥

bastara tomar M== - My. Para |a| > l, basta tomar M = 7. Esto demues-
V2 2

tra el lema. O

Fin de la demostracion del teorema. Con

Ky  Dppa—Ba M
= . | == O =6 M= —,
0= 1=, —1 » "TOitbn y=by M=-m
la tltima afirmacién resulta inmediatamente del Lema 3.1. O

Como 6§, es para todo n una funcién continua de la variable ¢, escribiremos
8n = 6,(t), donde t = §p = 6p(t) € R. Sea

(3.34) €n(t) = 6n(t) = (bn-1(t) +6n), n=1,2,3,...
Entonces
(3.35) len(t)] < M -|A,l, n=1,2,3,..

ylaserie Y., €,(t) converge absoluta y uniformemente, pues (bx; k =1,2,3, ...)
es de variacién acotada. De (3.34) se deduce que

Y en(t) =6n(t) = 60(t) = D Ok =6a(t) =t =Y _br.
k=1 k=1 k=1

Entonces,
—ng = Zek(t) +t.
k=1 k=1
Sea
(3.36) 7(t) = lim ( n 29"> = Z ex(t) +t.
k=1

La funcién 7(t) es una funcién continua de R sobre R. La continuidad es
clara de la convergencia uniforme de Y0, €,(t), y como lim;—._ 7(t) =
—00, limy—, oo T(t) = 400 (pues Y o, €x(t) < +o0), entonces 7(t) es sobre-
yectiva.

Teorema 3.4. Sea (X,) una solucion de (3.1) que satisfaga las condiciones
iniciales

XO——‘AU'SGH 60, X1 :AO'\/—Z)-I'SQH(60+91).
Supdngase que (by) es de variacion acotada y que by — b > 1. Entonces

Xn
(3.37) = A - sen ( Or + 7(6 +0(1), cuando n — oo,
T /o 2

k=1

n
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donde A es una constante y 7(6p) es una funcion continua de R sobre R.

Demostracion. La relacién (3.37) es consecuencia inmediata de las siguientes
observaciones:

(1) De (3.26), X,, = A, - sen 6,(t).

(2) Del Teorema 3.2 y de (3.26), para algin A, lim, i \/__ = A.

(3) De (3.36) se tiene que

lim ( n Zek> = 7(t), donde t = &y,

n— o0
esto es,

o = Ato(l), 8.() = 3 Ot 7(0) + o{1).
Hk 1 k=1
O

Corolario 3.2. Bajo las hipdtesis del Teorema 3.4, existen soluciones
(Xn; n=1,23,..), (Yn; n=1,23,..) de la formula de recurrencia (3.1)
que se comportan en la forma

(3.38)
H Xn —COS(Z:@C)-%-OI)7 H Yo —sen<29k>+0

cuando n — 00.

Demostracidn. Por la linealidad de la férmula (3.1) podemos tomar A =1 en
(3.37). Como la funcién 7(ép) es sobreyectiva, existen ¢, y §; en R tales que
7(8) = 5, 7(6y) = 0. Por lo tanto, existen soluciones (X), (¥) que satisfacen

(3.38). O
Corolario 3.3. Considérese la formula fraccionaria de recurrencia de primer
orden

bn
(3.39) Tap1=2- 7, n=123,.,

n

donde (by) es de variacion acotada y b, — b > 1. Existen entonces ezac-
tamente dos soluciones de (3.39) que convergen respectivamente a los limites
Vb€ Vb-e  donde cosf = %, sen 0 = V\b/gl. Cualquier otra solucidn es

divergente.

Demostracion. Sean (X,), (Y,), dadas como en el Corolario 3.2, soluciones de
(3.1). Entonces (Z,; n=1,2,3,...), dada por Z, = X, +i-Y,, es una solucién
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compleja de (3.1), de lo cual (T3,) = (Zi'_L{’ n=1,2,3,...) es solucién de (3.39).
Ahora, de (3.38) se tiene que
Zn___ _ ixp, 6w
T, vor e + o(1),

y como (bz) — b, (8,) — 6, entonces T, = 22— = /b, - €% +0(1) — Vb €
(cuando n — o00). De la misma manera, a partir de la solucién (X, —¢-Y,) de
(3.1) se obtiene la solucién de (3.39) que converge al limite v/b-e~*. Cualquier
solucién de la férmula lineal (3.1) es una combinacién de las dos soluciones
(Xn), (Yn) dadas en el Corolario 3.2, la cual genera una solucién de la férmula
fraccionaria (3.39) que es evidentemente divergente, excepto en los dos casos
anteriores. O
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