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NOTAS DE SEMINARIO

ACERCA DE LOS ESPACIOS COMPACTOS Y T,

NESTOR RAUL PACHON RUBIANO(*)

Restimen. En el articulo “On compactness of concordant topologies”, L.
Acostal caracteriza la compacidad de ciertos espacios de importancia so-
bre conjuntos ordenados. En el camino que lo llevé a esa caracterizacién
se encontré con un resultado interesante de la topologia general que no
aparece en la literatura y que tiene que ver con los espacios topoldgicos
compactos y Tg. A ese resultado se le da una demostracién completa-
mente algebraica en [1] y [2].

Lo que se pretende en este articulo es dar una demostracién topoldgica
del resultado obtenido por L. Acosta, que tiene como herramienta funda-
mental la induccién transfinita.
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1. Introduccién

Para empezar recordemos un par de definiciones de la topologia general:

1) Un espacio topolégico (X , 8) es Ty si para cada par de puntos distintos
z,y € X existe un conjunto U € 3 tal que {z,y} N U ={z}, o, {z,y} N
U ={y}.
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Esto es equivalente a decir que para todos z,y € X, si x # y entonces

adhg (z) # adhg (y) -

2) Un espacio topoldgico (X , 3) es compacto si todo cubrimiento de X por
elementos de 3 tiene un subcubrimiento finito.

Esto equivale a decir que toda coleccién de subconjuntos cerrados de

X que tenga la propiedad de la interseccién finita tiene interseccién no

vacia.

Ahora mencionaremos algunos conceptos propios de la teoria de los conjuntos
ordenados, con el dnimo de dar un corto bosquejo de la demostracién dada por
L. Acosta del teorema que mencionaremos en breve.

Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado.
i) Sia € A, entonces | a es el conjunto de elementos b € A tales que b =< a.
ii) Un elemento a € A es minimal si | a = {a}.
iii) Min(A , <) es el conjunto de todos los elementos minimales de (A , <).
)
)

v
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Sia € A, min(a) es el conjunto Min(A , <)N | a.
(A, =) posee suficientes minimales si para todo a € A, min(a) es no

vacio.
vi) La topologia superior, 9, para (A , <) es la menor topologia sobre A
en la que todos los conjuntos | a, con a € A, son cerrados.

2. Resultado a demostrar
El resultado que nos interesa demostrar topolégicamente es el siguiente:

Teorema 2.1. Si (X, 7) es un espacio topoldgico compacto y Ty entonces,
para todo x € X existe z € adh, (x) tal que {2} es cerrado en (X , 7).

Antes de presentar la prueba topoldgica, quisieramos mostrar muy breve-
mente la forma como el teorema es demostrado en [1].

3. Bosquejo de la prueba algebraica
La prueba se basa en el siguiente resultado, demostrado también en [1]:

Proposicién 3.1. Si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado y 7 es
una topologia sobre X con ¥ C 7 entonces, si (X, 7) es compacto entonces
(X, =) posee suficientes minimales.

Consideremos ahora un espacio topolégico Ty, (X, 7).
La relacién « (7) definida en X mediante

za (T)y siy solo si z € adh,(y)
resulta ser una relacién de orden parcial que satisface:
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i) Para cada z € X, | = adh,(z).

ii) Min(X , a (7)) = {z € X: {z} escerradoen (X, 7)}.
Si ademds (X, 7) es compacto entonces, por la proposicién anterior, en la
adherencia de cada punto hay un punto cerrado. [J

4. Una demostracién topoldgica del teorema

Si card (X) = 1, no hay nada que probar.

Consideremos entonces el caso que card (X) > 1. Sea x € X, arbitrario.

Si {z} es cerrado en (X, 7), ya estd. Supongamos que {z} no es cerrado.

Lo que se hace enseguida es definir, por induccién transfinita, para cada
nimero ordinal u, un subconjunto cerrado X, de adh, ().

Sea zg € adh.(z)\ {z}. Como (X , 7) es Ty, adh,(29) C adh-(z) (inclusién
estricta).

Definimos

XO = ath(zo).
Sea u un numero ordinal y supongamos definido un subconjunto cerrado,

Xg, de adh,(z), para cada niimero ordinal § < u.
Definimos el conjunto X, de la manera siguiente:

i) sicard( ) Xg) < 1 entonces X, = 0.

B<u
ii) si card( () Xp) > 1, existe 2, € () Xp con adh,(z,) # () Xga, pues
B<u B<u B<u

(X, 7) es un espacio Ty.
Definimos
Xy = adh.(2zy).
Tenemos que:

a) Como la clase de los ordinales a que satisfacen que X, = () es no vacia
entonces existe un ordinal minimo, 6, tal que Xy = (). Nétese que como
Xo # (0 entonces 6 > 0.

b) Si @ y [ son ntmeros ordinales con @ < § < 6 entonces X3z C X,
(inclusién estricta).

En efecto: X = adh, (23), para algin 25 € ) Xy, y asi 23 € X,.
A<B
c) () X es no vacio pues la coleccién de cerrados {X, : A < 6} tiene la

A<
propiedad de l. interseccién finita y (X, 7) es un espacio compacto.
d) () X, es unitario, pues de lo contrario tendriamos que Xy # 0 y esto irfa
<0
en contra de la propiedad del nimero § dada en la parte (a).

e) Si hacemos () X, = {z} entonces z es el elemento buscado. O
A<
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El reciproco de este teorema no se tiene, como lo muestra L. Acosta en
el articulo en mencién. Sinembargo, un reciproco parcial se obtiene cuando se
considera la hipétesis adicional de que el espacio (X , 7) tenga un nimero finito
de puntos cerrados. La demostracion algebraica de este resultado es dada en
[1], aunque es muy sencillo obtener una prueba topoldgica.
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