Boletin de Matemdticas
Nueva Serie, Volumen IX No.2 (2002), pp. 67-82

EXISTENCIA DE SOLUCION DEBIL PARA EL PROBLEMA
DE CAUCHY DEL GAS DINAMICO ISENTROPICO

JUAN CARLOS HERNANDEZ RINCON (*)

RESUMEN. En este articulo, se calculan cuatro pares de entropia débil-flujo
(mi,qi), 2 = 1,2,3,4 para el sistema del gas dindmico isentrépico en coordenadas
eulerianas

pt+ (pu), =0
(pu), + (pu2 + p(p)) =0.

T

A partir de estos cuatro pares de entropia débil-flujo, los cuales satisfacen la
ecuacion

<V777'qu _an'L) = <V777i><V7Qj> - <V777j><1’7(1i> (27.7 = 17273’4; Z#])v

se muestra que las medidas de probabilidad v con soporte pequenio determinadas
por la sucesién de soluciones aproximadas deben ser medidas de Dirac bajo la
fuerte restricciéon p > a > 0, obteniendo como consecuencia directa la existencia
de solucién débil para el problema de Cauchy del gas dindmico isentrépico con
exponente adiabatico 1 < vy < 3.

PALABRAS CLAVE: Gas isentrépico, entropia-flujo de entropia, medida de Dirac,
solucién débil.

1. PRELIMINARES

1.1 Definicién (Ley de conservacién). Las ecuaciones de un sistema de la

forma
ut + f(u)e =0, (z,t) € R x R, (1.1)

donde u = (u1,u2,...,up)* €ER", n>1y f(u) = (fl(u),fg(u), . .,fn(u))t,

son comunmente llamadas leyes de conservacion.

(*) Juan C. Herndndez, Departamento de Matemdticas, Universidad Nacional de Colombia,
Bogota.
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1.2 Ejemplo (Ley de conservacién ). Un ejemplo prototipo de un sistema
de la forma (1.1) es el sistema del gas dindmico isentrépico (entropia constante),
el cual es descrito en coordenadas eulerianas por el siguiente par de leyes de
conservacion

Pt + (pu)I =0 (ley de conservacién de masa) (1.2)

(pu)75 + (,ou2 + p(p))z =0 (ley de conservacién de momento), (1.3)

donde p(p) = k?p” es la presién que satisface p’(p) > 0, siendo k una constante
no nula y v > 1 el exponente adiabdtico (1 < v < 3 para casi todos los gases),
p es la densidad del gas y u la velocidad.

El sistema dado por el par de leyes de conservacién (1.2)-(1.3) es equivalente
al sistema

pt+mw:0

mg + (”;2 +p(p))x =0, (1.4)

donde m = pu denota la masa.

Considerando el par de leyes de conservacion

ur + f(u,v)y =0
v + g(u7v)x =0, (15)

donde u y v estén en R, haciendo U = (u,v)' y F(U) = (f,g)" el sistema (1.5)
se pueden escribir en forma matricial como

U, + dF(U)U, = 0, (1.6)

donde dF(U) es la matriz Jacobiana de F(U).
En particular, el sistema (1.4) puede ser expresado en la forma (1.6) con

U:(vﬁb) yF(U):<ﬂ5+p(p)>. (1.7)

1.3 Definicién (Sistema hiperbdlico). Se dice que el sistema (1.6) es hi-
perbdlico si la matriz dF(U) tiene valores propios reales. El sistema (1.6) es
llamado estrictamente hiperbdlico si los valores propios son reales y distintos,
es decir A1 < Ag. Si A1 y A coinciden en algunos puntos o dominios, el sistema
(1.6) es llamado no estrictamente hiperbdlico o hiperbdlico degenerado.
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1.4 Definicién (genuinamente no lineal, lineal degenerado). Sean r),
y T, los vectores propios a derecha correspondientes a los valores propios A; y
A2, el sistema (1.6) es genuinamente no lineal en el campo caracteristico A si

VAL-ry #0 (1.8)
y genuinamente no lineal en el campo caracteristico Ao si
Vg -7y, #0. (1.9)

SiVA1-ry, =00 V-7, =0 en algiin dominio D, el sistema (1.6) es llamado
linealmente degenerado en D sobre el campo caracteristico A; o sobre el campo
caracteristico As.

Para el sistema (1.4), donde

0 1
dF(U) = (,;?22 +9(p) 2;,1)7 (1.10)

tenemos que los valores propios son solucién de la ecuacién caracteristica

A -1 9 2m m?
m? m| =X ——A+ — — =0, 1.11
,F+p/(p) )\727 P 2 P'(p) ( )
asi los valores propios del sistema son
m m
A1 = e P(p) Yy A= ) + V' (p), (1.12)

con correspondientes vectores propios a derecha
r)\l = (17)\1)t y T/\Q = (17)\2)t- (113)
De (1.12) se obtiene que
m  p"(p) 1> m  p'(p) 1
VA = (——, y Via=|(-—S+——+=,-], (1.14)
P2p) P PP 2pp) P
luego

/! 2/ 1/ 2/
V/\1-m1=—w ¥ W.%:w,

(1.15)
2p\/P'(p) 2p\/p'(p)

Como para el gas isentrépico p(p) = k?p?, tenemos que

AL = % — VR Yy M= % + VK2, (1.16)
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(7k?)z
2

=3
2

2)3 ye

y VAz-ry, = (sz) (v+1)p™7.

(1.17)
De (1.16) se sigue que el sistema del gas dindmico isentrépico es estrictamente
hiperbélico en el dominio {(z,t) : p(z,t) > 0} e hiperbdlico degenerado en
el dominio {(z,t) : p(x,t) = 0}. De (1.17) se obtiene que el sistema es ge-
nuinamente no lineal! en {(z,t) : p(x,t) > 0} y linealmente degenerado en
{(z,t) : p(z,t) =0} si v > 3.

Ahora consideramos el problema de Cauchy dado por el sistema (1.2)-(1.3)
para 1 < < 3 con valor inicial acotado y medible

VA - ™ = — (’7 + 1)P

(p(x,()),u(x,O)):(po(x),uo(x)), po(z) = 0. (1.18)

1.5 Definicién (Solucién débil). Una solucién débil o generalizada al pro-
blema de Cauchy (1.2)—(1.3)—(1.18) es una pareja de funciones (p(z,t), u(x,t))
medibles y acotadas tal que

/OOO /_°° (por + (pu)dy)dadt + /_OO pod(z,0)dx =0 (1.19)

/OOO /O:O ((Pu)éf)t + (,Du2 +p(P)>¢z>d:Edt + /Z uod(z,0)dzr =0,  (1.20)

para toda ¢ € C} (R x (0, —|—oo)).2

1.6 Definicién (Entropia-flujo). Una entropia n = n(u,v) para el sistema

(1.6) y su flujo de entropia g = g(u, v) asociado, son funciones que satisfacen
Vq=VndF(U). (1.21)

A la pareja (n,q) que satisface (1.21) se le llama un par entropia-flujo del

sistema (1.6).

1.7 Ejemplo (Entropia-flujo). Un par entropia-flujo para el sistema (1.2)-
(1.3) son funciones n(p,u) y q(p,u) que satisfacen

0 1
Vqg=Vn (—u2 + 0 (p) 2u> . (1.22)

1 “Para sistemas genuinamente no lineales, se puede probar que las soluciones clasicas
generalmente no existen” [4].
2 Cé (Q) denota el conjunto de las funciones ¢ € C'1(Q) con soporte compacto en .
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Para el sistema (1.4) una entropia-flujo es un par de funciones n(p, m) y g(p, m)
tales que

0 1
Vg=Vn < m? 2m ) . (1.23)
- +7'(p) v

Como el sistema (1.2)-(1.3) es equivalente al sistema (1.4), ambos sistemas
admiten los mismos pares de entropia-flujo.
La ecuacién (1.3) se puede escribir como
pru+ pug + (pu) u + puug + p(p)s = 0, (1.24)
sustituyendo en esta la ecuacién (1.2), tenemos que
1 o
up + (u2 +/ p<s)ds) —0, (1.25)
2 o S "

asi obtenemos el sistema
pit(pu) =0

u + <§u2 + Iy ”/,gs)ds) =0.

El sistema (1.26) se puede expresar en la forma (1.6) con

U=<5L>, F(U):<;u2+gjﬂgs)ds> y dF(U)=<p’1(Lp) Z)

p

(1.27)
Los sistemas (1.2)-(1.3) y (1.26) tienen los mismos pares de entropia-flujo por
ser equivalentes, luego cualquier par de entropia-flujo (n(p, u), q(p, u)) del sis-
tema (1.2)-(1.3) satisface

(9o, qu) = (1o 1) (p?p) p) , (1.28)

(1.26)

u
o
de donde,
Pp
qp = un, + ; )77u (1.29)
y
Qu = PNp + UMy (1'30)
Como ,
e 131
Np + UNpy + Tﬁuu = Gpu = Qup = Mp + PNpp + UNup, ( 3 )

se obtiene que cualquier entropia n(p,u) del sistema (1.2)-(1.3) satisface la
ecuacién

Pp
nPP = p(2 )nuu (132)
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1.8 Definicién (Entropia débil). Una entropia n = n(p,u) del sistema
(1.2) — (1.3) es llamada una entropia débil si 5(0,u) = 0.

Una entropia débil n(p, u) del sistema (1.2)-(1.3) es una solucién de la ecuacién
(1.32) con las condiciones iniciales

77(0’ u) =0, 77/)(0’ u) = g(u)’ (133)

donde g(u) es una funcién arbitraria.

1.9 Ejemplo (Entropia débil-flujo). Aqui se calculan cuatro pares de en-
tropfa débil-flujo para el sistema (1.2)-(1.3), obteniendo la entropia débil como
solucién al problema de valores iniciales (1.32)-(1.33) dada una g(u) particular
y su flujo asociado de las ecuaciones (1.29) y (1.30).

a)

Tpp = pp(2p) Nuu
7n(0,u) =0
n,(0,u) =1,
(n(p,u), q(p,u)) = (p,up). (1.34)
b)
TNop = %nuu
n(0,u) =0
np(ov u) = u,
(n(p,u),q(p,u) = (pu,u?p +p(p))~ (1.35)
¢)
Tlop = p’%nuu
7n(0,u) =0
2
np(()?u) = %U2 - %a7715

(n(p,w), q(p,u)) = (;uzp + p/ap p(s)dS, %ugp + u(]?(p) + p/ap pi?ds)) .
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d)

Tpp = %Uuu

2
n,(0,u) = u® — %a'y’lu,

(n(p,u),q(p,w)) =<u3p+6up/ap %ds ulp + 3u? 2(‘”[()5) n i/ap pi?dg)

+6(p(p) /ap Z%ds _ /ap f’i‘;)ds)).
(1.37)

Haciendo m = pu en los pares de entropia débil-flujo (1.34) a (1.37), se obtienen
cuatro pares de entropia-flujo para el sistema (1.4),

(m(p,m), q1(p,m)) = (p,m), (1.38)
(12(p,m), g2(p, m (m — +pp > (1.39)
_(m? Pp(s), m®  (plp) [P p(s)
(ns(p. ), s (p,m)) = <2p +p/ Plas, o + (p+/ Szds)m>,
(1.40
(7 [ PG) g L (Pl0) AT
(na(p,m), qa(p, m)) = <p2 +6 / el +3< e Pls) )
+6<p(ﬂ)/p ()d - ))
(1.41)

Los pares de entropia-flujo (1.38) a (1.41) serén utilizados para establecer la
existencia de solucion débil al problema de Cauchy del gas dindmico isentrépico
con exponente adiabdtico 1 < v < 3.

2. EXISTENCIA DE SOLUCION DEBIL

Un aspecto importante en la teoria de sistemas no lineales de leyes de conser-
vacién es la existencia de solucién. Se puede obtener la existencia de solucion
global débil o generalizada al problema de Cauchy para un sistema hiperbdlico
no lineal de leyes de conservacion

{UtJFf(U)mO» (z,t) € R x R,

U(Z‘,O) = Uo(x)’ (2.1)
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como el limite de soluciones al problema de Cauchy para el sistema parabdlico

{ Ut + f(U)w = 6ULEI7 €> 07 (22)

U(z,0) = Uy(x),

cuando los coeficientes de viscosidad € tienden a cero.? Este método es cono-
cido como el método de wviscosidad ([1],[2],[4]). El mayor obstdculo en el uso
del método de viscosidad es obtener la convergencia de la sucesiéon {U€} de
soluciones viscosas del problema (2.2) a una solucién débil del problema de
Cauchy (2.1). Para mostrar esta convergencia usamos la teorfa de la compaci-
dad compensada ([2],[3],[4],[5]), més especificamente, el teorema de medidas
parametrizadas de Tartar ([2],[5]), el cual asegura la existencia de una sub-
sucesion (igualmente denotada por {U€}) de la sucesion {U€} de soluciones vis-
cosas y de una familia de medidas de probabilidad (o medidas parametrizadas
de Young) v+, (z,t) € R x Rt asi como también el siguiente resultado

([21,[4])-

2.1 Teorema (Convergencia). U¢ — U en L} (R x R") cuando ¢ — 0%
para todo 1 < p < oo si y solamente si cada v, es una medida de Dirac para

(x,t) e R x RT,

Con el propésito de mostrar la existencia de solucién débil al problema de
Cauchy (1.2)-(1.3)-(1.18) del gas isentrépico, usaremos el método de viscosi-
dad. Para esto, consideramos primero el problema de Cauchy para el sistema
parabdlico asociado con (1.4)

€ € __ €
Pt +mx = €Pzy

me)2 (2.3)
m§+<( 2 +p(p€)> = emg,
x
con valor inicial acotado y medible
(pG(x7 0)7 ms(x7 0)):(PO($)7 mo@))» pO(l’) >0, (24)

donde m* = pu®y € > 0.

Para cada e fijo existe solucién viscosa U¢ =(p®(x,t), m(x,t)) al problema de
Cauchy (2.3)-(2.4), obteniendo asi una sucesién de soluciones viscosas {U¢} y
una familia de medidas de probabilidad determinada por dicha sucesién.

Para probar que las medidas de probabilidad v ; de la familia determinada por
la sucesién de soluciones viscosas (p°,m¢) al problema de Cauchy (2.3)-(2.4)

3 De la teorfa de las ecuaciones parabdlicas, para cada e fijo existe solucién U*€, llamada,
solucién viscosa.
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son medidas de Dirac cuando p > a > 0, sin pérdida de generalidad podemos
fijar (x,t) € R x RT y considerar solamente una medida de probabilidad v =
Uy t. También usaremos los cuatro pares de entropia-flujo (1.38) a (1.41) y la
ecuacion

(v,nig; —n4) = (Wmi) (v, q5) — (v, ) (v, @) i # (2.5)

donde (n;, ;) ¥ (n;,q;) son pares de entropia-flujo del sistema (1.4).
Antes de probar que la medida de probabilidad v es una medida de Dirac, se
enuncia y demuestra el siguiente lema.

2.2 Lema (Entropia-flujo). Si (n,q) = (n(p,m),q(p,m)) es una entropia-
flujo del sistema (1.4) entonces (Qn,Q*q) es también una entropia-flujo del
sistema (1.4), donde

@1 =ntp.m) i) - Vutp.m) (27 ) 2.
Y
@a=alp.m)~a(pm) = Vatpm) (w5 T 0] @D
Demostracion.

Siendo (7, ¢) una entropia-flujo del sistema (1.4), se tiene que

0 1
(Qpan) = (77p,77m) (_7;)12 +p'(p) 2;”) ’

de donde,
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Usando (2.6), (2.7) y (2.8) obtenemos que

2

((Q*q),m (Q*Q)m) = (qp - (—TZQ +p’(p))nm(p> m), gm — 1,(p, M) — %mnm(ﬁ, m))
- ((—”; ) Jmp.m) = (=% +50) o o0,

2m L 2m
np(p,m) + 777m(p, m) — n,(p, M) — 7nm(p, m))

= <<TZ; +p’(p)> (n(p, m) —1(p, m))mv

(1) = (. )) + 2 (n(p.m) = i, m>)m>

2m
_|_7

- ((—7;‘2 +p’(p)>(Qn)m,(Qn)p p (Qn)m>,

es decir,

(@0 @) = (@0 @) (a2 ¥y m ). 9

p? p

entonces (Qn, Q@*q) es una entropia-flujo del sistema (1.4). O

Ahora se dard una prueba diferente del principal resultado.

2.3 Teorema (Medida de Dirac). Si la medida de probabilidad v satisface

<V777LQJ_n]ql>:<Va771><l/’qj>_<V7nj><V’QZ> (7".]:1’253747 Z#J)v

donde (n;, q;) son pares de entropia-flujo para el sistema (1.4) del gas dindmico
isentrdpico con 0 <y <1y Suppv C {(p,u) : p > a > 0} es pequetio entonces
v es una medida de Dirac.

Demostracion.
Sean

v=(p.m) = (n.p). (nm) y w= (2.10)

SIE

Para (z,t) fijo U es un vector cuyas componentes son escalares y usando los
pares de entropia-flujo (1.38) y (1.39), se sigue que

(Q@m, Q" q1) = (p — p,m — M) (2.11)
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Q. Q"a2) = (m =T pu? +p(p) — 5’ =p(7)),  (212)

son atin pares de entropia-flujo del sistema (1.4). Considerando ahora los pares
de entropfa-flujo (1.40) y (1.41), tal que n3,m4 y ¢3, g4 satisfacen respectiva-
mente las ecuaciones (2.6) y (2.7), tenemos que

(Qns, Q"as) = @p(u — ) 4+ Qu, ym(u =1 + (u =) (0lo) — () + uczl)
(2.13)
y

(Qns, Q" qa) = <6m [ ppij)ds+p(u—u)2(u+2u)—61;p(p)(p—p),6u2p / p"%ds

+6Q2+3p(p) (u*—u*) +up(u—u)? (u+2%) —GZp(p)(m—m)> , (2.14)

52

Ql:p/ppp(‘”ds—p(pm(p—p) y sz/pp<p(p)1§?—ngs)>ds. (2.15)

Del lema 2.2, tenemos que (2.13) y (2.14) también son pares de entropia-flujo
del sistema (1.4).

Por hipdtesis, (2.11) a (2.14) satisfacen la ecuacién

. Qm Q"0 = QQ ar) = (v, (p(p) —p(P)) (p—7) — (u=10)*p) = 0, (2.17)

<V7 an> <V7 Q*Qz>
(v,Qnj)  (v,Q"q;)

(1,0 =1,2,3,4 i #j),

(2.16)

y Qni Qg
1Qn; Qqj

luego

(r,QmQ*qs — Qs Q*q1) = <V7 (u—a)(p—p)p(p)

—pp(u—1) /pﬂ %j)ds— ;pp(u—u)3> =0, (2.18)

v, QmQ s — Q@) = < 30— 7) (202 + (v = 7))
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—pp(u—1)3(u+2u) — 6ppu(u—1)

n\
\/
©
=
L

De (2.18) se sigue que

<V —%pp (u—1)* — pp(u—1) / > —(u=w)(p—p)p(p)), (2.20)
por lo tanto
_ 1 2
(v, Qn2Qq3 — Q" q2Qn3) = <V’ (p(P) —p(ﬂ)> (2P(U —u)” - Q1> > (2.21)

También tenemos que

7 S

o) Q1) + 5 0 p(p)) (vl — 1))

(0 p(P)Q) — 5 (v, pp(P) (o~ W)?). (222

Ademads de (2.16) se sigue que
(v, Qn2Q"qs — Q" q2Qn3) + (v, Q" q2) (v, Q) = 0, (2.23)

reemplazando (2.21) y (2.22) en (2.23), obtenemos

<umﬁ—pu><u1Mu—w2+p/pi?@>+«ummmen

(v, () (v, (= %) — 5 (v, pp(7) (1 — 7))

+(vplu =2 (plp) - p(p)) ) = 0.

— (v, p(p)Q1) +

l\D\»—t

(2.24)
Restando el producto de la ecuacién (2.18) por 6u de (2.19), se obtiene

<MNPM@Q2HUM%@Dpmuw4@waV/wM@%>&

7 5
(2.25)
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Definiendo 4 4
Oij = (r,0((u—a)"(p = 1)), (2:26)
usando la férmula de Taylor y (2.24) se sigue que

<p/;p)+pp/;(p)><u7(p—p2)><u,(u—u)2>—|— <p/é/)) pp’;(/))>

120Nk N\ I
x <V, (U*ﬂ)z(p*ﬁ)2> + %ﬁ2<7/; (u—ﬂ)2>2 + 2p (P) 5pp (p)p (P) <I/, (P*ﬁ)4>

12p2
1" (=N ! (= 1 12—
PO 4 o 52+ S ) (0= P = 0) = T2 (00— 7))
+ Oa1 - Og0 + O30 - Op3 + Oz - Opz + Oz1 - Og2 + O23 + Ops = 0, (2.27)

también de (2.25) resulta que

p2 pQ pS

<V7 M (p—7)° + <2p”(P)p(p) +1°(p) 2p’(ﬁ)p(p)> (p— )

—2

—p*(u—w)" = 3p(p)(u —w)*(p - p)> + Oos + O + O23 = 0,
(2.28)

multiplicando (2.27) por g’;’ ,((% y sumando este producto con (2.28), se obtiene

<2p () 553 @) p <;25<p>> (nlo— 7)) + 3”2’;’2 @), (5 52’

() | () ] ; o
(22 2D (1, (= ) = ) + 0 5 = 90— 01

350(5
+ ;Zz(p’;) (v, (u— ﬂ)2>2 =7°(v,(u—w)*) + Ogs + O41 + O23 + Oa1 - Oz
+020 - Og3 + Op2 - Opz + O21 - Opa. (2.29)
Ya que
1 (o
(v, Qns) = <u, Splu—a)? + p2(5) (p— p)2> + 091 + Ogs, (2.30)

(v, Qas) = <V,p’(p)(u—U)(p—p)+p2(5)
+021 + 012 —+ 030 + 0037 (231)

o)+ P u(u-T?)
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(v, Qa) — <,,,6(u_u>(p_p>p<pﬂ> 329 () +om p(u—u>2>
+021 + O30 + O12 + Ogs, (2.32)
Q) = (v PP - () - )
2

+3(p 4 9(0)) (w1 + 3 (7)o~ 9)?

u
+6%p(ﬁ)(u —u)(p— ,0)> + O30+ O21 + O12 4 Ogs, (2.33)

tenemos que

(0, Q) v, Q" a1) — (v, Qi) @ as) = SP0(p) s (u — )%)?
30" (P)p(p)
253
o),

I (v, (p—ﬁ)2>2+ 3P/(Pp)p(:0) (v, (p— 7)) v, (u — 1))

v,(p—P)(u—1))> + Os0 - O30 + Oz - Oz1 + Oz - O12
+ O20 - Ogz + Oz - O30 + Ogz - O21 + Oz - O12 + Ogz - Ops
+ O11 - 021 4+ O11 - O12 + O11 - O30 4 O11 - Ops. (2.34)

Ademas,

(v, Qn3Q"qa — QmQ~q3) = <l/, gﬁp(ﬁ)(u —a)* - 3p’(pz)p(p)(u —a)%(p—p)?
30" (P)p(p

) 7 ?) (h— p)4> + Oa1 + Oz3 + Ogs.  (2.35)

Sustituyendo (2.34) y (2.35) en (2.16) tenemos que

N\ )= 12—\ —
gﬁp(ﬁx% (U —ﬂ)4> . 3p(pl)0p (p) <V, (u _E)Q(p _ ﬁ)2> + gp (/;ép(p) <V7 (p _ ﬁ)4>

TR D e S AV o
+ 3p/(/;)p(p) <I/, (,0 _ ﬁ)2><1/7 (u _ ﬂ)2> _ 6p/(/2p(p) <l/, (’LL _ ﬂ)(p _ ﬁ)>2

+ O20 - O30 + Ozp - O21 + Oz - O12 + Oz - Og3 + Opz - O30 + Oz - O21
+ Op2 - O12 + Ogz - Og3 + O11 - O21 4 O11 - O12 + O11 - O30 4 O11 - Og3
+ O41 + Oa3 + Ops. (2.36)
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Sumando (2.36) con el producto de 27]22_5;71 por (2.29), se obtiene

2k2yp?~? ( ()
v+1

5 (30 Dp(p) = 482977 ) (v, (w = w)*) +

P (D) p'(p)p(p)) . zpﬂ(?gp(p)] R

3pp(p) 2 -1 /= —2\2

1 0 (262977 = (v + P (D)) (v, (u = W)%)
(

LD, -l ~ ) + 5 (27 )
2, vz, |6E2 () (1 ()
—(y+1)p (p))<w (p=0)*)" + ~¥1 <p+2p,(p)>

2
4005 + O41 + Oa3 4+ O3 - Oz + Ozp - Oz + Opz - Ogz + O21 - Opa
+020 - O39 4+ Ogp - O12 + Ogz - O12 + O11 - Oz1 + O11 - O12 + O11 - O39

+011 - Op3 = 0,

3p’(P)P(P)] (<l/, (/7 o p)2><V7 (u o ﬂ)2> + <I/, (P o ﬁ)Q(’UJ _ ﬂ)2>>

(2.37)

sustituyendo en esta ecuacién p(p) por k?p? obtenemos que
(3— ’Y)k2 py+1<y (u— E)4> + (5y + 1)k6’72ﬁ3y75<1/ (p— ﬁ)4>
2(v+1) ’ 2(y+1) ’

35?7&? PN, (u—0)2)° + 69K 5 2, (u— ) (p — 7))

3(7 — 3)k672 —3v—5 _\2\2
_ ,(p— o) @) 0 Oy - O
2(v+ 1) (v, (p = P)?)” 4 Ovs + Ou1 + Oaz + Oa1 - O
+020 - Og3 + Ogz - Opz + O21 - Oga + Oz - O30 + Ozp - O12 + Opa - O112

+011 - O21 + O11 - O12 + O11 - O30 + O11 - Opz = 0. (2.38)
De la desigualdad de Holder se sigue que
o2 _
<V7 (p - P)2> < <V7 (p - p)4>a (239)
de aqui, como 1 < vy < 3, se tiene que

6.2 _ 9\1.6.2
WM@, (0-77)" = Wﬂi””@, (0=7)"), (240)
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empleando esta desigualdad y (2.38) obtenemos que

(3— '7)14/2 —y+1 —\4 (57 + 1)]‘56’72737—5 —\4
)" (v, (u—w)") + RSV (v, (p=p)")
_ 2
P =) 6 (o~ )
3(y — 3)k672 —3v—5 —\4
—_— L(p— 0] 0] Oa3 + 021 - O
2(’Y+1) p <V (p p) >+ 05"' 41 t+ 23 21 20
+020 - Og3 + Opz - Opz + O21 - Oga + Oz¢ - O30 + Oz - O12 + Oz - O12
+011 - 021 + 011 - O12+ O11 - O30 + O11 - Opz <0, (2.41)
de donde
(38— ’Y)k2 —y+1 —\4 4(y - 1)]567273«,—5 —\4
—_— - _ - < 2.42
s P ) S (- p)) <0, (242)
entonces v es una medida de Dirac 'y el punto soporte es (p,7). O

Como consecuencia del método de viscosidad y de los teoremas 2.1 y 2.3 te-
nemos el siguiente resultado, el cual establece la existencia de soluciéon débil
para el problema de Cauchy del gas dindmico isentrépico cuando las soluciones
viscosas (p®(x,t), m®(z,t)) son tales que p(z,t) > 0.

2.4 Teorema (Existencia de solucién débil). Si la sucesion de soluciones
viscosas (p¢,m¢) al problema de Cauchy (2.3)-(2.4) es tal que p° > 0, entonces

existe una subsucesién {(p°,m¢)} convergente en L}, (R x (0,+00)), es decir,

(pe,peuﬁ) — (p,pu) en L}OC(R X (O,—l—oo)), (2.43)

cuando € — 07, donde el par de funciones limite (p,u) es solucién débil al
problema de Cauchy (1.2)-(1.3)-(1.18).
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