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RESUMEN. El problema de los conectivos nuevos constituye una linea de
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En esta revisién de sus aportes se plantean diversas variantes del pro-
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avance futuro.
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1. EL PROBLEMA DE LOS CONECTIVOS NUEVOS

David Hilbert comenzé su discurso de 1900 subrayando la importancia de

los problemas matemaéticos.

The deep significance of certain problems for the advance of
mathematical science in general and the important role which
they play in the work of the individual investigator are mot
to be denied. (...) Just as every human undertaking pur-
sues certain objects, so also mathematical research requires its
problems. It is by the solution of problems that the investiga-
tor tests the temper of his steel; he finds new methods and new

outlooks, and gains a wider and freer horizon.

Algunos problemas matematicos, como la mayoria de los planteados por
Hilbert, son puntuales o concretos en la medida en que tienen una unica res-
puesta posible. Aunque con seguridad admiten generalizaciones y variantes,
en esencia terminan en el momento en que se resuelven. Hay otros problemas
de indole méas conceptual que al ser planteados en general aparecen —deben
aparecer— vagos, pero cuya mayor riqueza radica en su cardcter proteico pues
dan lugar a diversos problemas puntuales al ser leidos en contextos especificos.
La solucién puntual de una de estas versiones locales del problema, aunque
puede dar luces, no resuelve el problema general que sigue vigente.

De ese carécter general, conceptual, proteico es el problema de los conectivos
nuevos estudiado desde hace varios lustros por el profesor Xavier Caicedo. Una

primera versién del problema lo describe él mismo de la manera siguiente.

En contraste con el caso de la légica clasica, cuyos conec-

tivos proposicionales fundamentales -, A, V, —, < forman

un sistema funcionalmente completo, en la logica intuicionista

pueden darse nuevos conectivos no reducibles a los tradicionales

[ICT].
Esto es, en la légica clasica cualquier conectivo proposicional —cualquier funcién
{0,1}™ — {0,1} o cualquier operacién n-aria de subconjuntos— puede expre-
sarse como combinacién de los conectivos “corrientes”, mas aun, como com-
binacién de algunos de ellos [6]. Pero esto no sucede en todas las légicas, ni

siquiera en las que contienen los conectivos corrientes. Es el caso de la légica
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intuicionista de Heyting, donde no solo es imposible expresar unos conectivos
corrientes en términos de otros como se hace en la légica cldsica sino que pueden
definirse conectivos nuevos que no son combinacién de esos corrientes.

Dada una légica con los conectivos corrientes, la pregunta que se plantea
entonces es la siguiente. ;Existen en esta légica conectivos nuevos, esto es,
conectivos que no son combinaciéon de los corrientes? Por supuesto la pre-
gunta también puede formularse de otra manera. ;Cuédles son las légicas en las
que, como en la clasica, todos los conectivos posibles son combinacién de los
corrientes?

Si de cierta légica se sabe que posee conectivos nuevos entonces puede
plantearse otra pregunta. jCudles conectivos deben anadirse al conjunto de
los conectivos corrientes para obtener un sistema completo, esto es, tal que
cualquier conectivo posible de la légica es combinacién de conectivos del sis-
tema? Por supuesto tal sistema siempre existe, por ejemplo la coleccién de
todos los conectivos, luego la pregunta puede refinarse. ;Cuédles conectivos
basta anadir al conjunto de los conectivos corrientes para obtener un sistema
completo? Una pregunta relacionada que puede ser interesante en muchos casos
es: ;Como caracterizar los conectivos que son combinacién de los conectivos
corrientes?

En el caso particular de la légica intuicionista los interrogantes adquieren
otro matiz por la siguiente pregunta subyacente. ;Qué es, exactamente, un
conectivo intuicionista? Mas lejos ain: ;Cudl es la auténtica logica intui-

clonista?

2. CONECTIVOS NUEVOS EN HACES

Una primera linea de trabajo de Caicedo sobre el problema de los conec-
tivos nuevos, linea en la que hay un claro ingrediente categdrico, consiste en la
busqueda de conjuntos completos de conectivos para la légica intuicionista de
Heyting.

El primer trabajo en esta direccién es el articulo Investigaciones acerca de
los conectivos intuicionistas [ICI], si bien su publicacién final fue posterior
a la de otros escritos sobre el tema. En [ICI] Caicedo escoge para la légica
intuicionista la seméntica de los modelos de Kripke [7], contexto en el cual

propone una definicién de conectivo intuicionista. Da una gama amplia de
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ejemplos y presenta en cada caso un estudio bastante completo que incluye,
en la mayoria de ellos, una axiomatizacion y una prueba de que el conectivo
no es definible en términos de los conectivos corrientes. También contrasta su
definicién con ejemplos propuestos por Gabbay [9].

Un modelo de Kripke puede verse como un haz sobre cierto espacio topolégico
ordenado. En el escrito Equivaléncia elementar entre feizes [EEF], Sette y
Caicedo adoptan el contexto mas amplio de los haces de estructuras sobre un
espacio topoldgico arbitrario [23]. All{ la equivalencia de haces tiene expresién
categérica precisa, un conectivo es un subhaz de una potencia del clasificador
de subobjetos y la seméntica de Kripke-Joyal [22] puede extenderse de manera
natural. El resultado central del articulo es una generalizaciéon del teorema de
Fraissé [8] pero en el camino se obtiene un hecho notable: cualquier conectivo
puede definirse a partir de la familia {A,V, A,Og (S € (X)) } donde Og es
cierto conectivo unario definido a partir del abierto S.

Los haces sobre un espacio topoldgico constituyen un topos [13]. En el im-
portante articulo Conectivos intuicionistas sobre espacios topoldgicos [CET]
—véase una descripcién mas detallada abajo— Caicedo discute la nocién gene-
ral de conectivo en el contexto de los topos, aunque enseguida la especializa a los
topos de haces sobre un espacio topolégico. Da una prueba mucho més concisa
de que en estos haces los conectivos corrientes junto con los constantes generan
todos los conectivos y estudia de manera completa los conectivos sobre espa-
cios linealmente ordenados. En particular sobre el espacio de Sierpinski basta
anadir cierto conectivo unario para obtener un sistema completo, y el autor
da una axiomatizacion del correspondiente cédlculo proposicional enriquecido.
El articulo culmina con una notable conjetura sobre la posible caracterizacién
topoldgica en los haces sobre espacios topoldgicos de los conectivos que son
combinacién de los corrientes.

Una pequena extensién de esta linea de estudio se encuentra en la tesis de
maestria de Oostra [18], dirigida por el mismo Xavier Caicedo. Ademés de una
introduccién completa a los conectivos en topos arbitrarios y de una seméntica
alternativa a la de Kripke-Joyal, en esa tesis se muestra que el resultado de
[CET] en realidad es vélido para topos de Grothendieck sobre conjuntos or-
denados arbitrarios. El aporte consiste en estudiar los conectivos en uno de

los topos de Grothendieck no ordenados maés sencillos, a saber, en el topos de
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grafos dirigidos. Alli no bastan los conectivos constantes pero en la tesis se
discriminan dos conectivos unarios que, anadidos a los conectivos corrientes,

generan todos los conectivos [17].

Descripcién de [CET]. En este apartado se expone con més detalle el con-
tenido del articulo principal en esta linea, Conectivos intuicionistas sobre es-
pacios topoldgicos [CET].

En la primera seccién, partiendo de las operaciones usuales entre subcon-
juntos, Caicedo muestra la nocién de conectivo en el contexto amplio de un
topos arbitrario. Ademads de otras presentaciones, alli este concepto puede
verse como una transformacién natural de una potencia del funtor de subob-
jetos en el mismo funtor o bien como un simple morfismo de una potencia del
clasificador de subobjetos en el clasificador.

Las tres secciones siguientes de [CET] se especializan al topos de haces sobre
un espacio topolégico y ademdas de dar ejemplos abundantes e interesantes,
el autor multiplica las presentaciones para los conectivos. En este caso un
conectivo también puede verse como una operaciéon de abiertos del espacio,
como una propiedad local de esos abiertos o mediante una extension adecuada
de la seméntica de Kripke-Joyal. Se destaca la observacién siguiente, donde X
es un espacio topoldgico, Q(X) la coleccién de sus abiertos y Sh(X) el topos
de haces sobre X.

Lema. Los conectivos n-arios de Sh(X) estdn en correspondencia biunivoca
con las funciones ¢ : Q(X)" — Q(X) que satisfacen para todo V€ Q(X) y
S =(51,...,5,) € QX)":

c(SNV)NV =¢(S)NV. (1)

La seccién central, la quinta, contiene el resultado principal del articulo:
“Una demostracién més directa y sencilla que en [EEF] de que sobre cualquier
espacio topoldgico los conectivos monadicos, en combinacién con la conjuncién
y la disyuncién posiblemente infinitaria, generan todos los conectivos sobre X”.
En el siguiente enunciado, 0" es la funcién unaria constante igual al abierto
w.

Teorema. Sic: Q(X)" — Q(X) determina un conectivo sobre X entonces [en

la semdntica de Kripke-Joyal extendida] C(p1, ..., pn) es equivalente en todos
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los haces sobre X a la formula

Vo A{T®en [ Ale o %)} (2)
SeQ(X)n

De aqui se desprende que la familia {/\,H,—',\/OO,DW (W £ X, @)} es
funcionalmente completa para los conectivos del topos de haces sobre el espacio
X.

En la siguiente seccién de [CET], Caicedo caracteriza los conectivos en es-
pacios topoldgicos linealmente ordenados y describe conjuntos de generadores
para el caso finito y para un caso infinito enumerable, los niimeros naturales.
En la seccion 7 estudia de manera completa la légica de los haces sobre el espa-
cio de Sierpinski, cuyo segmento dado por los conectivos corrientes es la 1égica
intuicionista trivalente. El autor exhibe todos los posibles conectivos, muestra
que ellos se obtienen de los corrientes anadiendo solo un conectivo N y luego
da una axiomatizacién de la logica trivalente enriquecida con IV, es decir, de la
logica del espacio de Sierpinski. El conectivo N en cuestién puede describirse

mediante la siguiente tabla de verdad trivalente.

z | Nx
1

L] 3

1

5 1

0| 1

En las dos tltimas secciones Caicedo introduce los conectivos invariantes y
los globales. Estudia los primeros en los espacios ordenados usuales sobre los
naturales y los reales mientras que con los segundos formula una interesante
conjetura que permitiria caracterizar en términos topoldgicos los conectivos

corrientes en esta logica de haces.

3. LOGICA DE HACES DE ESTRUCTURAS

Como una digresién del problema de los conectivos nuevos, en esta seccién
se presenta la légica de los haces como la desarrolla Caicedo en el magnifico
articulo Ldgica de los haces de estructura [LHE] —véase una descripcién més
detallada abajo—. Quizés este estudio no debe verse como un resultado directo
de los trabajos discutidos en la seccién anterior, pero si es un trabajo paralelo

que desarrolla méas a fondo diversas ideas sugeridas en ellos.
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El documento [LHE] inicia con una muy interesante reflexién de Caicedo
sobre los fenémenos puntuales o instantaneos, razonamiento que conduce de
manera inevitable a la conclusién siguiente: las descripciones de la logica clasica
y el andlisis cldsico no son de manera alguna satisfactorios. Su cavilacién
acerca de la frontera de las subregiones de una regién cerrada en la que algunos
puntos son blancos y otros negros, fue planteada cerca de cien anos antes por
el cientifico y filésofo norteamericano Charles S. Peirce [21, §4.127], en lo que
constituye un caso asombroso e infrecuente de pasajes paralelos. De hecho
Peirce propuso ideas muy generales acerca del continuo, entendiendo el continuo
como concepto general y no como el modelo particular elaborado por Cantor.
Aunque las concepciones peirceanas no han sido desarrolladas en detalle, ellas
encuentran eco —seguro inconsciente— en varios notables trabajos de la légica
matematica del siglo XX [19, 24], entre ellas la l6gica de los haces de Caicedo.
Es muy posible que esta légica juegue un papel importante en el desarrollo
futuro de modelos alternativos para el continuo que también sean coherentes
con el vasto ideario peirceano [25].

Entrando en materia Caicedo presenta la nocién de un haz de estructuras
de primer orden sobre un espacio topoldgico y luego desarrolla en detalle su
logica. En esencia se trata de la logica inherente a cualquier topos, pero en la
presentacién el autor elude la maquinaria abstracta de la teoria de categorias
vy hace aparecer los conceptos de manera fluida y natural. Esta posicion in-
termedia entre lo concreto y lo abstracto le trae importantes dividendos, por
ejemplo ademads de la seméntica de Kripke-Joyal —semaéantica local— el autor
encuentra sin esfuerzo una seméntica puntual con la siguiente caracteristica
fundamental: una férmula vale en un punto del espacio si y solo si vale en toda
una vecindad del mismo. La légica de los haces sobre un espacio topolégico
fijo resulta ser una légica intermedia entre la cldsica y la légica intuicionista de
Heyting e incluye como casos particulares las l6gicas estudiadas en [CET].

En el contexto de la légica de los haces Caicedo introduce la nocién de filtro
genérico para un haz de estructuras, muestra que hay suficientes de tales filtros
y con su ayuda construye un haz genérico a partir del haz dado. Ahora sin
mayores dificultades se deriva el teorema del modelo genérico: una férmula vale
en el haz genérico si y solo si su interpretacién de Godel vale en la seméntica

local del haz original. Con justicia, el autor considera este resultado como el
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Teorema Fundamental de la Teoria de Modelos, pues “tiene como corolarios
inmediatos los teoremas fundamentales de la teoria de modelos clasica”. Entre
otros: el teorema de ultraproductos de Lo$ [4]; la completitud de la 16gica
de primer orden [8]; el universo cumulativo de los conjuntos variables [15]; la
omisién de tipos para segmentos de ciertas 16gicas infinitarias [15].

El articulo [LHE] por supuesto abre muchas vias hacia investigaciones nuevas.
Aqui vale la pena mencionar el trabajo de grado de Martinez [16]
—dirigido por el profesor Fernando Zalamea— quien, empleando la semdntica
introducida en la tesis de Oostra [18], generaliza a ciertos topos de Grothen-

dieck las nociones requeridas y el teorema del modelo genérico.

Descripcién de [LHE]. Sigue una descripcién més detallada del contenido
del importante articulo Ldgica de los haces de estructuras [LHE].

La primera secciéon consiste en una reflexién filoséfica seria acerca de la
inconveniencia de la légica y el andlisis clasicos para estudiar los objetos y
acontecimientos, en la medida en que estos no son puntuales sino que aparecen
extendidos en el espacio-tiempo. En la segunda seccién el autor introduce
como alternativa los haces: después de una revisién histérica, da la definicién
de haz como un homeomorfismo local cuyas fibras son estructuras de primer
orden pegadas por las secciones. Por supuesto también recorre el camino para
mostrar los haces como funtores.

En la tercera seccion el autor presenta en propiedad la logica de los haces.
Tras una introduccién histérica a la légica de los topos sigue el desarrollo
de la seméantica puntual, definida de manera recurrente por una relaciéon de
forzamiento en un punto del espacio base y siendo las secciones los sujetos
de las proposiciones. La validez de una férmula en un punto equivale a su
validez en todos los puntos de una vecindad del mismo, lo cual entrana la
invalidez de las leyes clasicas del tercio excluso y de la doble negaciéon. De
manera muy natural, el forzamiento en puntos permite definir el forzamiento en
abiertos, una seméntica local que corresponde a la citada seméntica de Kripke-
Joyal. Ademds de una caracterizacion de la validez de féormulas existenciales
—validez en un abierto denso— el autor discute la validez de las férmulas de

la forma Yv(p V —¢p).
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En la cuarta seccién de [LHE] Caicedo establece la conexién de la légica
de los haces con la légica intuicionista. Para comenzar, ademas del recorri-
do historico Brouwer-Heyting-Kripke el autor menciona la interpretacion de
Godel y el teorema de Glivenko y da una presentacién sucinta de los modelos
de Kripke. En seguida observa que un modelo de estos puede verse como un
haz de estructuras y establece la correspondencia precisa entre la semantica de
Kripke y la seméantica puntual de haces. Los dividendos son miltiples: por un
lado, esto entrana que la logica de los haces sobre un espacio fijo es intermedia
entre la intuicionista y la clasica; por otra parte, esta conexiéon permite incluir
el forzamiento de Robinson en la légica de los haces. Luego Caicedo introduce
la extensién veritativa de una férmula, que determina una valuacién topolégica
de las férmulas en la algebra de Heyting de los abiertos y a su vez le permite
hacer referencia a sus trabajos anteriores [EEF] y [CET].

La quinta seccién contiene el aporte mds significativo del articulo [LHE].
Aunque el autor indica algunos antecedentes en la literatura, alli no hay un
desarrollo unificado como el que hace aqui. Un filtro F del reticulo de abiertos
de un espacio topolégico X es genérico para un haz de estructuras 2 si para
cualquier férmula de primer orden ¢ y cualesquier secciones o; definidas en un

abierto U € F se tiene lo siguiente.
(1) Existe W € F con A |- ¢[o1,...,0,] 0 A |- —p[o1,...,00]
w w
(2) Si |- Jzp(z,01,...,0,] entonces existe un abierto W € F (W C U)
U

y existe una seccién o definida en W tales que A |F [0, 01, ..., 04].
w

Se observa a continuacién que entre filtros de abiertos todos los maximales —
para el orden de contenencia— son genéricos para cualquier haz de estructuras
sobre el espacio base.

Si F es un filtro de abiertos sobre un espacio y 2l un haz de estructuras
sobre el mismo, se define la estructura A[F] como el limite directo de la fa-
milia {A(U)}yer —considerando el haz 2 como un funtor de secciones—. El

siguiente es el resultado central de [LHE].

Teorema (Teorema del modelo genérico). Si F es un filtro de abiertos sobre

X genérico para el haz A entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

a) AF| = e (o], [on])
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b) Existe U € F tal que A |- 9% o1, ..., 00]
U

@{xeX’ﬂqum,“pA}Ef

Entre las consecuencias derivadas de este teorema Caicedo cita los siguientes
ejemplos.
(1) El teorema de Lo$ para ultraproductos.
(2) La completitud de la 16gica de primer orden.

(3) El universo cumulativo de los conjuntos variables.

En la tdltima seccién de [LHE] el autor indica que la seméntica puntual de
haces puede extenderse a Lo, [4], 1o cual permite probar completitud y omisién

de tipos para fragmentos enumerables de esta logica.

4. CONECTIVOS NUEVOS EN LOGICAS ALGEBRIZABLES

Volviendo al problema de los conectivos, recuérdese que en la légica de los
haces sobre un espacio topoldgico un conectivo puede verse como una operacion
en el conjunto de los abiertos del espacio. Resulta bastante natural generalizar
esta idea y considerar, desde un punto de vista algebraico, operaciones nuevas
en algebras de Heyting. De hecho esta observacién inicié en el problema de
los conectivos nuevos una segunda linea de trabajo, mas dirigida al Algebra
Universal y en la cual los conectivos nuevos se definen implicitamente.

El primer trabajo en esta nueva etapa es el articulo An algebraic approach
to intuitionistic connectives [AIC], de Caicedo y Cignoli. Este escrito se inicia
con la siguiente caracterizacion de las operaciones en algebras de Heyting que

son compatibles con todas las congruencias.

Lema. Las siguientes condiciones son equivalentes para cualquier funcion f :

H"™ — H en una dlgebra de Heyting H.
a) Para todox € H", a € H

f®)ANa= f(xAa)Aa. (3)
b) Para todo x,y € H"
Nz < y) < flx) < f(y)

c) f es una funcidon compatible en H
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Esta propiedad permite expresar cualquier operacion compatible en términos
de las operaciones fundamentales de algebra de Heyting. Nétese que esto ge-
neraliza varios hechos establecidos en [CET]: la ecuacién (3) de arriba es la
misma ecuacién (1) —citada en la pdgina 85— y la expresién (4) abajo es la

misma expresion (2) —péagina 86—.

Teorema. Sea f: H" — H una funcion compatible en una dlgebra de Heyting.

Para cualquier subconjunto S C H y cada x € S™:

f@) =\ {f@n | A a)]}. (4)
acsSn

Este hecho implica que las algebras de Heyting constituyen una variedad
localmente affn completa [11].

En seguida los autores definen que un conjunto de ecuaciones en el lenguaje
de las algebras de Heyting enriquecido con un simbolo f define implicitamente
una operacién f si en cada dlgebra de Heyting H existe a lo mas una funcién
fu que satisface las ecuaciones. Por el teorema de Beth [4] tal funcién es
una férmula de primer orden con términos en el lenguaje de las dlgebras de
Heyting, pero no necesariamente es un término como se ilustra con ejemplos
interesantes. El siguiente es un resultado central de este escrito, enunciado alli

como corolario.

Teorema. Una operacion compatible definida implicitamente por ecuaciones
en dlgebras de Heyting es definible explicitamente mediante un término de
dlgebras de Heyting si y solo si la clase de todas las dlgebras donde existe es

cerrada bajo subdlgebras.

Luego los autores exploran la definicién implicita de conectivos desde el
punto de vista sintactico, como extensién del cdlculo proposicional intuicionista
anadiendo axiomas, y obtienen un teorema fuerte de completitud con la va-
riedad generada por las ecuaciones correspondientes a los axiomas adicionales.
Proponen una nueva definicién de conectivo intuicionista nuevo y la confrontan
con la de Gabbay [9], ademds estudian una gama de ejemplos que incluye los
conectivos implicitos para la logica intuicionista n-valuada, generalizando asi

el estudio de la légica trivalente realizado en [CET].
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En el trabajo Implicit connectives of algebraizable logics [ICA] Caicedo ex-
tiende las nociones y los resultados anteriores al contexto de las 16gicas algebri-
zables en el sentido de Blok y Pigozzi [5]. La extensién de un sistema deductivo
algebrizable mediante axiomas y reglas nuevas también es algebrizable, pero
no puede decirse lo mismo de extensiones mediante conectivos nuevos: el autor
muestra un ejemplo en el cual la légica extendida no es algebrizable en manera
alguna y otro en el cual la nueva légica es algebrizable pero mediante sistemas
de férmulas de equivalencia y de ecuaciones definitorias esencialmente distintos
a los originales.

Dado un sistema deductivo algebrizable £, una extensién £(C) de £ me-
diante axiomas y reglas define implicitamente la familia C de conectivos nuevos
si para cada V € C se tiene

[ -V
cobeen V(p) < V'(p),

donde C’ es una copia disyunta de C. En primer lugar se tiene el siguiente
hecho.

Teorema. Una extension L(C) de un sistema deductivo algebrizable L que
define implicitamente la familia de conectivos C es algebrizable mediante los

mismos sistemas de formulas de equivalencia y de ecuaciones definitorias.

La cuasivariedad correspondiente al sistema deductivo extendido consiste en
las algebras con operaciones anadidas que satisfacen las cuasiecuaciones corres-
pondientes a las reglas adicionales. Estas operaciones no necesariamente exis-
ten en todas las algebras pero, cuando existen, estan determinadas de manera
unica. Cuando la extensién se hace solo por axiomas entonces las operaciones,
cuando existen, son compatibles con todas las congruencias de la cuasivariedad
original.

Dado un sistema deductivo algebrizable £, un conectivo V definido impli-
citamente por una extensiéon L£(V) de L es definible explicitamente por una

férmula 0 de L si

- V(p) < 0(p), es decir, F V(p)=0(p).
L(V) Ke(w)

Esto implica, claro, que el conectivo V es compatible. Caicedo precisa mas:
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Teorema. Sea L(C) una extension esencialmente axiomdtica de un sistema
deductivo algebrizable L que define implicitamente la familia de conectivos C.
Todos los conectivos V € C son definibles explicitamente por formulas de L
si y solo si la clase de todas las dlgebras de K. donde existen es cerrada bajo

subdlgebras.

El articulo de Caicedo remata con un teorema que establece un par de condi-
ciones suficientes sobre un sistema deductivo algebrizable £ para que todo
conectivo definido implicitamente por extensiones axiomaticas sea explicita-
mente definible. Este resultado generaliza conclusiones de [AIC] pues algunos

casos estudiados alli satisfacen las condiciones requeridas.

5. CONECTIVOS NUEVOS EN VARIEDADES

Los trabajos resenados en la seccién anterior sugieren una cada vez mayor
algebrizaciéon del problema de los conectivos nuevos. En un contexto algebraico
puro —el del Algebra Universal, por ejemplo— los conectivos son operaciones
y la definicién implicita de una operacién nueva toma la forma siguiente. Aqui
K es una clase de dlgebras de tipo 7 y V es un simbolo funcional de aridad n

que no aparece en 7.

Convencién. Sea £ un conjunto de ecuaciones en 7 U {V}. Se dice que &
define implicitamente la operacion V en K si en cada dlgebra A € K existe a

lo més una operacién VA : A" — A que satisface las ecuaciones de &.

Obsérvese que no se exige que en todas las algebras de K exista alguna
operacion que satisfaga £.

En el contexto del Algebra Universal, un conectivo es combinacién de los
conectivos corrientes —no es nuevo— cuando coincide con un término del
lenguaje original. En la convencién siguiente de nuevo no se exige que V esté

interpretado en todas las algebras de K.

Convencién. Sea t un término en 7. Se dice que t define explicitamente la
operacién V si para cada dlgebra A € K donde existe una operacién V4, ésta

es igual a tA.

En estos términos, el problema de los conectivos nuevos consiste en establecer

si todas las operaciones implicitas son explicitas, es decir, toma el aspecto de un
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teorema de Beth algebraico. Claro que pueden hacerse algunas precisiones. Por
ejemplo, una operacion definida explicitamente por un término es compatible
con todas las congruencias de las dlgebras donde se la considere, cosa que
no siempre sucede con una operacién implicita. Asi, la version algebraica del

problema de los conectivos nuevos puede plantearse de la manera siguiente [20].

sEn cudles wvariedades toda operacion compatible definida
implicitamente por ecuaciones estd definida explicitamente por

un término?

El teorema cuyas versiones anteriores aparecen en [AIC] y en [ICA] es vélido

en este contexto donde toma la siguiente forma.

Teorema. Una operacion definida implicitamente por ecuaciones en una va-
riedad estd definida explicitamente por un término si y solo si es compatible y

la clase de todas las dlgebras donde existe es cerrada para subdlgebras.

El avance maés reciente sobre el tema consiste en el estudio de variedades
particulares. Se ha podido establecer una familia considerable de variedades en
las que toda operacién compatible implicita es explicita, es decir, variedades en
las que no existen conectivos nuevos. En la bisqueda de caracterizaciones de
las variedades o cuasivariedades con esta propiedad, es posible que de nuevo la
teoria de categorias juegue un papel importante.

Por una parte, una variedad puede verse como una categoria. Las caracte-
rizaciones categdricas de las variedades se remontan a la tesis de Lawvere [12],
posteriormente se las ha presentado como mdénadas o triplas [3, 14] y como
las menos restrictivas categorfas algebraicas [1]. En un articulo muy reciente
de Adamek las variedades son categorias con colimites y cierto generador re-
gular [2]. En cualquier caracterizacién que se escoja, una operacién definida
implicitamente por ecuaciones determina una subcategoria que —de acuerdo
con el teorema enunciado— es cerrada para subobjetos segin el conectivo es o
no un término.

Por otro lado, a partir de sugerencias de Istvan Németi se han encontrado
caracterizaciones categoricas para la definicién implicita y explicita de variables
proposicionales nuevas. Un resultado en esta linea establece, por ejemplo,
que una légica algebrizable tiene la propiedad de definibilidad de Beth —todo

conjunto de constantes definido implicitamente estd definido explicitamente—
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si y solo si en la correspondiente clase de algebras todo epimorfismo es sobre
[10]. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que este enfoque es del todo distinto
al de Caicedo, pues por ejemplo el célculo proposicional intuicionista tiene la
propiedad de definibilidad de Beth en el sentido de Németi pero en este sistema

deductivo no todo conectivo compatible implicito es un término.

6. CONCLUSION

El diagrama siguiente ilustra las relaciones entre los documentos revisados
en este articulo asi como los principales problemas abiertos. Los rétulos AO
y EM se refieren a los trabajos de Qostra [18] y Martinez [16]. Obsérvese la
manera en que este diagrama pone en evidencia el potencial y la importancia
del articulo [CET].

(:EM d

b &

Se cierra esta revisién del problema de los conectivos nuevos con las palabras
finales de Hilbert en su discurso de 1900, desedandole al profesor Xavier Caicedo

que en el futuro encuentre muchos discipulos aplicados y entusiastas.

The organic unity of mathematics is inherent in the nature
of this science, for mathematics is the foundation of all exact
knowledge of natural phenomena. That it may completely fulfill
this high mission, may the new century bring it gifted masters

and many zealous and enthusiastic disciples!
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