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Grandes corrientes
de la matematica en el siglo XX

I. La matematica de los fundamentos 1900—1930

Fernando Zalameal!
Departamento de Matemdticas
Universidad Nacional de Colombia

Con este articulo iniciamos una serie de seis textos que pretende recu-
perar la memoria de los aportes realizados en la Cdtedra Granés 2008,
Grandes corrientes de la matemdtica en el siglo XX, Cétedra organizada
por concurso a instancias de la Facultad de Ciencias de la Universidad
Nacional de Colombia, Sede Bogota. Las nueve sesiones ofrecidas en
la Cétedra, en el primer semestre del ano 2008, se resumiran aqui en
los seis articulos siguientes, que fueron comisionados por el Boletin de
Matemdticas y que irdn apareciendo en nimeros sucesivos de la revista:
I. La matemdtica de los fundamentos 1900-1930; II. La matemdtica de
los funcionales 1920-1950; III. La matemdtica de las estructuras 1940—
1970; IV. La matemdtica de los transvases 1950-1990; V. Panorama de
las Medallas Fields 1936-2010; VI. Panorama de los Premios Abel 2003—
2010. Cada articulo intentard trabajar, a vuelo de pajaro, sobre tres
frentes: (i) elucidacién de nicleos conceptuales y probleméticas técnicas
centrales en la matemadtica de la época; (ii) descripcién de entornos
histéricos correspondientes, entrelazando matematica y cultura; (i) de-
terminacién de tematicas filosdficas que emergen paralelamente a los
avances matematicos. Mas que recuentos técnicos puramente matemati-
cos, la serie proveerd asi instancias de desarrollo del pensamiento matemd-
tico, inscritas dentro de la cultura como un todo. Los articulos I-IV
enfatizaran ejemplos alrededor de figuras centrales: I. Hilbert, Brouwer,
Godel; II. Banach, Artin, Weil; III. Bourbaki, MacLane, Lawvere; IV.
Grothendieck, Langlands, Shelah. El articulo VI, a pesar de referirse a
premios otorgados en los ultimos anos, tratard de premios que contem-
plan la carrera entera de los ganadores, y contemplara por tanto diversos
conceptos matematicos que emergieron en el siglo XX.
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1 Prolegémenos (I). Los objetivos de la Catedra
Granés 2008-1

Creada en honor del Maestro José Granés, la Catedra Granés de la Fa-
cultad de Ciencias de la Universidad Nacional de Colombia, Sede Bogota,
invita a la presentacién de tematicas cientificas desde un amplio punto
de vista cultural, donde las preocupaciones filoséficas jueguen un papel
de relieve. Siguiendo la estela marcada por el mismo Profesor Granés,
el hacer cientifico merece verse como un todo, ligado a inquietudes epis-
temoldgicas y a investigaciones sobre su emergencia creativa. Siguiendo
esta orientacién, fijada por la vida y obra del Maestro Granés, la Catedra
20081, Grandes corrientes de la matemdtica en el siglo XX, se preocupd
por presentar concisamente algunos de los mayores avances creativos de
la matematica en el siglo XX, situdndolos dentro de sus contextos cultu-
rales y filoséficos de emergencia.

Uno de los objetivos conceptuales generales de la Catedra —dirigida
a un amplio espectro de participantes, tanto en nimero (200) como en
orientacion, que cubrié el espectro casi completo de las diversas Facul-
tades de la Universidad— consistié en romper con las preconcepciones
usuales que se tienen externamente sobre la matemadtica, y en abrir
la mente de los oyentes hacia novedosos modos de pensamiento en la
matemadtica moderna (1830-1950) y contemporanea (1950-hoy). En
particular, para cada una de las preconcepciones usuales siguientes (no-
tadas a continuacién en itdlicas), se quiso mostrar cémo la matematica
del siglo XX imponia contrapartes dialécticas mucho més flexibles (no-
tadas en VERSALES): absoluta versus RELATIVA, eterna versus VARIABLE,
estdtica versus DINAMICA, deductiva versus ABDUCTIVA, fundamentada
versus CORRELATIVA. La ductilidad de las matematicas en el siglo XX
—con su altisima inventidad en todos los registros basicos: amplitud
definicional, variedad demostrativa, multiplicacién de ejemplos, diversi-
dad de modelos, estructuracién de los saberes locales, conectividad global
de las teorias, etc.— rompe entonces con los usuales prejuicios alrededor
de una matematica rigida, solida, acabada.

Para poder exhibir mejor los transitos incesantes de la matematica en
el siglo XX, la metodologia general de las charlas ofrecidas en la Catedra
Granés intent6é ampliar el rango de preguntas béasicas que se consideran
usualmente sobre la matemética. Si la ontologia (el “qué” de los obje-
tos matematicos) y la epistemologia (el “cémo” estos se transforman)
se tienen en cuenta usualmente en la reflexién sobre las matematicas,
otras preguntas igualmente pertinentes (“por qué”, “cudndo”, “dénde”)
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son consideradas como menos relevantes en filosofia de las matematicas.
Ampliando estas perspectivas, en la Catedra se intenté estudiar de ma-
nera sistematica la emergencia de la creatividad matemaética en el siglo
XX, de acuerdo con la siguiente tabla de cuestionamientos béasicos:

transito matematico

qué como por qué cudndo donde

objetos modos razones momentos lugares
ejemplos | transformaciones obstrucciones diagramas | diagramas
problemas regulaciones singularizaciones | temporales | culturales
ontologia epistemologia metafisica historia geografia

cuestionamiento filoséfico y cultural
Tabla I.1. Perspectivas de la Catedra Granés 2008-1.

En cada caso de emergencia de nuevos conceptos matematicos —
usualmente ligados a novedosas técnicas, abstractas o calculatorias, y
ejemplificados en nuestras exposiciones alrededor de algunas triadas sig-
nificativas de mateméticos— intentamos presentar (i) el fondo matemati-
co subyacente; (7i) su “historia” y “geografia”; (iii) el entorno filoséfico
correspondiente (ontologia, epistemologia, “metafisica”). De esta ma-
nera, la Catedra se acercé a una extendida consonancia natural con las
preocupaciones del Maestro Granés.

2 Prolegémenos (II). Las grandes herencias del
siglo XIX

La eclosiéon de las matemaéticas en el siglo XIX es literalmente explo-
siva. Aun hoy, muchas de las grandes preguntas y de las perspectivas
abiertas en ese entonces siguen muy vivas y contindan impulsando mu-
chos desarrollos centrales de la disciplina. Un enorme y muy fructifero
cambio de wvision se produce en particular con los grandes Maestros del
XIX (Galois, Riemann, Lie, Cantor, por s6lo nombrar a algunos de los
imprescindibles): el salto de una cierta analiticidad positiva cuantita-
tiva, propia del XVIII, mediante cédlculos, controles, series, a una muy
novedosa analiticidad negativa cualitativa, donde emergen la exploracion
del revés de los conceptos (Abel, Galois), la caracterizacién cualitativa
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de los problemas (Riemann, Lie), la jerarquizacién infinita del saber
matemadtico (Cantor).

El caso de EVARISTE GALOIS (1811-1832) es paradigmatico en ese
sentido (las obras de Galois se encuentran ain accesibles en [Galois 1997];
una reciente biografia de Galois, con documentos inéditos, en [Auffray
2004]). Los objetos (“qué”) a los que se enfrenta Galois son las ecuaciones
algebraicas, que permiten el control operatorio (siglo XVIII) de exten-
siones de numeros; los problemas asociados (“qué”) preguntan inicial-
mente bajo cudles condiciones (positivas) puede resolverse una ecuacién
particular dada, aunque luego, una vez encontradas obstrucciones en las
resoluciones (Abel), los problemas divergen (Galois) hacia elucidar bajo
qué condiciones puede asegurarse la irresolubilidad (negativa) de clases
de ecuaciones. Esto produce un verdadero terremoto estratégico, donde
el control de las extensiones de ntimeros ya no resulta ser mas opera-
torio y calculatorio, sino, méas bien, estructural y cualitativo, mediante
las transformaciones (“c6mo”) de las raices de las ecuaciones. Surge asi
una apertura hacia el revés de los conceptos, asociado a un cambio de
mentalidad segin el cual lo no soluble puede ser controlado (mediante la
no descomposicién de una adecuada estructura asociada a la ecuacién).
Las requlaciones (“cémo”) que gobiernan los teoremas de imposibilidad
(Abel, Galois) pasan a convertirse en un saber nuevo de las matematicas.
Cudles son de hecho las obstrucciones y las singularizaciones (“por qué”)
que entran en juego? El mismo Galois denomina “metafisica del calculo”
a esas razones: requerimientos de simetria interna y requerimientos de
transformabilidad entre las raices, codificados en el grupo de Galois.

Los grandes aportes de Galois consisten en pasar de lo singular a lo
plural, de lo aislado a lo relacional, de lo positivo a lo negativo, de lo cal-
culatorio a lo estructural, de lo cuantitativo a lo cualitativo. Los saltos
se consiguen mediante el estudio de las raices en su conjunto (campo),
el estudio de las transformaciones (grupo) del campo de raices, y el es-
tudio de las jerarquias intermedias, tanto en campos, como en grupos
(extensiones de campos y subgrupos). La extraordinaria correspondencia
de Galois permite entonces entender la infinitud de los campos mediante
la finitud de sus grupos asociados, introduciendo una dialéctica inversa
de reflejos, transitos y obstrucciones (conexién de Galois) entre las es-
tructuras emergentes (condiciones de separabilidad y normalidad en las
extensiones). Los cambios de perspectiva adoptados por Galois fundan el
inicio de las matematicas modernas, al girar completamente la ontologia
(campos en vez de raices), la epistemologia (transformaciones en vez de
resoluciones) y la metafisica (grupos de Galois en vez de instancias cal-
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culatorias aisladas) en el pensamiento algebraico de la época.

BERNHARD RIEMANN (1826-1866) es otro de los grandes matemati-
cos del XIX, cuya obra modificard de manera profunda y permanente los
modos de entender las matematicas (obra disponible en espanol: [Rie-
mann 2000]; excelente visién de conjunto en [Laugwitz 1999]). Los ob-
jetos en cuestion cambian con Riemann: son las ecuaciones diferenciales
(en particular, las ecuaciones diferenciales de la variable compleja), que
permiten estudiar el control continuo de cambios de variacién; los pro-
blemas consisten entonces en preguntarse bajo qué condiciones puede
asociarse (positivamente) un objeto geométrico a una ecuacién particular
dada, o, mas ampliamente, como pueden emerger naturalmente objetos
geométricos que codifiquen clases generales de ecuaciones. En forma si-
milar a lo que habia sucedido con Abel y Galois, después de encontrarse
obstrucciones en la eventual asociacién, el problema diverge hacia la
bisqueda de condiciones que puedan asegurar la distincion (negativa) de
objetos geométricos asociados a ecuaciones. Riemann descubre cémo las
soluciones de ecuaciones diferenciales determinan hipersuperficies donde
pueden representarse las soluciones, y las transformaciones de esas su-
perficies ayudan a iniciar una clasificacion de los objetos geométricos
encontrados. De hecho, el enlace de objetos diferenciales (ecuaciones)
y de objetos geométricos (superficies) se realiza mediante la aparicién
de adecuados invariantes que permiten regular el transito de las trans-
formaciones. Lo diferenciable y lo topolégico se acercan, y las obstruc-
ciones de asociacion pueden ser caracterizadas mediante invariantes. La
“metafisica” de esas obstrucciones y singularizaciones pone de relieve
una cierta “composibilidad” (Leibniz, analysis situs) de las transforma-
ciones de los objetos geométricos, determinada por precisos invariantes
topologicos. En efecto, las superficies en juego poseen géneros distin-
tos que obstruyen las deformaciones continuas entre ellas, y, por consi-
guiente, impiden la elaboracién de métodos resolutorios genéricos para
las ecuaciones diferenciales (generando en particular una singularizacion
ad infinitum de las ecuaciones diferenciales parciales, tendencia que sélo
cambiard con el h—principio de Gromov, un siglo largo més tarde).

Entre los muchos grandes aportes de Riemann destacan las que se
denominarian luego superficies de Riemann, objetos geométricos que
permiten transformar la multivalencia de ciertas funciones de variable
compleja (casos tipicos, logaritmo y raices) en funciones univalentes, y
que permiten paralelamente transformar lo extrinseco en intrinseco; la
geometria riemanniana, donde diversas deformaciones locales dominan
lo global, alejandose de la euclidianeidad, y que servird de base tedrica
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para la incipiente relatividad general; la funcidn zeta, enlace de lo dis-
creto y lo continuo, puente natural entre la aritmética y la variable com-
pleja, donde se cobija la hipdtesis de Riemann, reconocida ain hoy en dia
como el problema abierto (2010) mdas importante de las matematicas. La
grandiosidad de Riemann, facilmente reconocible como el mayor gedme-
tra de todos los tiempos, surge de su capacidad para observar un pro-
blema desde el revés, concentrandose en obstrucciones (variabilidad del
ds?, divergencia conforme, no conservacién topolégica), medidores de
obstrucciones (métricas globales, representacién conforme, invariantes)
y resolventes parciales de las obstrucciones (superficies de Riemann,
funcién zeta, etc.) Al igual que Galois, Riemann abre los linderos del
no para las matemadticas, dando lugar a una definicién de la matematica
menos vacia que la de Russell: matematica entendida como estudio exac-
to de las fronteras cualitativas y cuantitativas de la negacion.

Dentro de esa linea de apertura al “mas allda” de los niimeros se sitia
la obra de GEORG CANTOR (1845-1918) (obra central [Cantor 1955]; no-
table explicacién del “més alld” cantoriano en [Hallett 1984]). Con sus
numeros “transfinitos” (1éase bien el prefijo trans—finito, en vez del usual
y menos preciso in—finito), Cantor estudia las obstrucciones entre lo
finito y lo infinito, gracias al trdnsito de los mediadores que inventa para
la ocasién (numeros transfinitos: ordinales y cardinales no finitos). Los
objetos que Cantor introduce son los conjuntos, donde, en la definicién de
1895, un conjunto es “un todo M de objetos separados y definidos m”; se
trata de una definicién “vaga”, que ha sido equivocadamente criticada,
pero que intenta, nada menos, captar lo multiple (“separados” m) en lo
uno (“todo” M), volviendo a la gran problematica griega de lo Uno y lo
Multiple. De hecho, en un curso de teoria axiomatica de conjuntos, puede
demostrarse rigurosamente cémo esa dialéctica Uno/Multiple, transfor-
mada técnicamente en Elevacién/Corte, subyace a todos los axiomas de
Zermelo-Fraenkel (excepto extensionalidad). Complementariamente con
los conjuntos, las funciones constituyen los otros objetos fundamentales
de la teoria; se constituyen en relatores de informacién que permiten
elevar una red de comparabilidades de tamarno (cardinales) y orden (or-
dinales), y que dan lugar a un control analitico entre nimeros exten-
didos (“transfinitos”). Los problemas asociados tienen que ver con las
condiciones que permiten comparar (positivamente) un par de conjun-
tos dados (tamano, orden), o, més generalmente, colecciones arbitrarias
de conjuntos. Como en los casos de Galois y de Riemann, al encon-
trar Cantor obstrucciones de comparacién, el problema diverge hacia en-
contrar condiciones que puedan asegurar la independencia de érdenes y
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tamanos, inicidndose asi el estudio del control estructural del crecimiento
y ordenamiento de los conjuntos. Las transformaciones biyectivas, con
sus invariantes cardinales, y los isomorfismos, con sus invariantes or-
dinales, regulan la escala transfinita. Surgen asi todo tipo de media-
ciones/mediciones en lo no finito, y la jerarquia de invariantes asociados
explica de manera profunda la “metafisica” del infinito.

Completando las ideas de su maestro, Zermelo propone grandes con-
troles genéricos para el crecimiento conjuntista gracias a precisos axiomas
que resuelven obstrucciones locales (separacion resuelve la equivalencia
local intensién/extension, eleccion resuelve la comparabilidad local de
los alephs, reemplazo resuelve las posibilidades locales de recoleccién de
informacién, fundamentacion impide la formacion de lineas locales des-
cendentes infinitas, etc.) La conciencia de la negacién/obstruccién y
el superamiento parcial/local de la negacién son nuevamente motor de
enormes ideas matematicas. La teoria de conjuntos, segin Cantor y Zer-
melo, se convertird en el candidato mas potente de fundamentacion de
las matematicas, como veremos en el resto de este articulo. Sin em-
bargo, mas alld de ciertos excesos fundamentalistas, es el espiritu mul-
tiplicador y contaminante, abierto al revés cualitativo de los conceptos,
espiritu promulgado por Galois, Riemann y Cantor, el que inundard toda
la matematica del siglo XX.

La “geografia” de la matemética en el momento histérico que re-
presenta el siglo XIX distingue, sin duda, dos regiones privilegiadas para
la eclosion del pensamiento matemdatico moderno: Francia y Alemania.
La estela de Galois, situado en la tradicion de Lagrange y Cauchy, y ele-
mento de continuidad hacia otros matematicos cumbre, como Hermite
o Poincaré, ayuda a conformar una gran escuela matemadtica, que, de
acuerdo con su perpetuacién (y magnificacién, dirfamos) en el siglo XX,
puede considerarse el mayor foco geogrdfico de inventividad matemdtica
en el periodo 1830—-hoy (ver articulos finales de esta serie). Por su parte,
Riemann se inscribe en la tradicion magna de Gauss, Dirichlet y Jacobi,
y abre compuertas para otros grandes maestros alemanes del XIX, como
Grassmann, Weierstrass, Dedekind, Kronecker, Cantor o Hilbert (quien
constituye el mayor enlace matemético entre XIX y XX). La potencia ale-
mana, que podria calificarse como claramente pionera hasta los afios 1930
(via Artin, Hasse o Noether), declinard en cambio considerablemente
en la segunda mitad del siglo XX. Veremos en articulos sucesivos cémo
la emergencia de otras grandes potencias matemadticas (Rusia/URSS,
Estados Unidos, Japén) cambiara la distribucién de fuerzas en el siglo XX,
pero es imposible no asociar la construcciéon de la matematica moderna
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al entorno bifocal Francia/Alemania, con escasas singularidades externas
(particularmente Abel y Lie en el fragmento nérdico).

Un ejercicio de comparacién muestra claros estilos de creatividad
matemdtica asociados con importantes movimientos culturales de la épo-
ca: (i) clasicismo como invencién de formas canénicas, en Beethoven,
Euler y Lagrange; (ii) primer romanticismo como ampliacién hacia flujos
naturales, en Goethe, Novalis, Gauss y Cauchy; (iii) sequndo romanti-
cismo como genialidad y heroismo singulares, en Victor Hugo, Abel y
Galois; (iv) tercer romanticismo como acople de lo singular y lo uni-
versal, en Turner, Dirichlet y Riemann; (v) invitacion al modernismo,
en Monet, Mahler, Dedekind y Cantor. La introduccién de la dialéctica
cantidad/cualidad es patente en la ampliacién de la figuracién en Turner
o Monet, quienes buscan y consiguen expresar cualitativamente la luz,
con sus toques impresionistas allende trazos medidamente exactos. La
introduccién del revés de los conceptos recorre todo Nietzsche. La intro-
duccién de mediaciones infinitas constituye la base de la arquitecténica
pragmaticista de Peirce, a través de sus tres categorias cenopitagoricas
indefinidamente iteradas. De manera mucho més general, una cuidada y
sistemdtica atencién al trdnsito gobierna el cauce moderno/modernista
de fines del XIX y comienzos del XX: las transiciones (ontolégicas), las
transformaciones (epistemolégicas) y las transacciones (metafisicas)
inundan el pensamiento de la época. La dinamizacion de la matematica
se hermana con la dinamizacién del arte (impresionismo, cubismo, cons-
tructivismo). La matemética, como armazén cultural, refleja entonces
las tendencias de su universo circundante, llevandola a una explosiva
liberacion en el siglo XX: liberacion de rigidas barreras entre ontologia
y epistemologia, liberacién de aproximaciones analiticas decimondénicas
(produciéndose la fascinante contradiccion de la filosoffa analitica an-
glosajona en el siglo XX, profunda antinomia sobre la que volveremos),
liberacién de combinatorias finitas, liberacion de verdades absolutas.

3 Hilbert. Forma y estructura

Entre fines del XIX y comienzos del XX, la época de DAVID HILBERT
(1862-1943) ve cémo se elevan algunas de las mayores catedrales del
espiritu. La amplitud del modernismo combina atin una cierta confianza
en la exploracién de la inmensidad y el control de esa exploracién me-
diante una potente razén sensible. Es la época, en efecto, de enormes
hazanas: Mabhler en la miusica, Monet en el arte, Proust en la lite-
ratura, Peirce en la filosofia. El equivalente en matemaéticas resulta
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ser, sin duda alguna, la obra de Hilbert. El pensamiento hilbertiano
incorpora fuertes tensiones contradictorias que se resuelven de manera
brillante en arquitecténicas sélidas de la matematica y que influenciaran
de modo definitivo el desarrollo de la disciplina en el siglo XX (enorme
impacto, por ejemplo, en Bourbaki). La “razén sensible” —que inves-
tigan con sumo cuidado, a comienzos de siglo, Vaz Ferreira (“razonabi-
lidad” = pegamiento de razén y sensibilidad), Florenski o Warburg—
encarna en Hilbert en su dialéctica pendular entre ariomatizacion e in-
tuicion, entre formalizacion y vision. A menudo encasillado como “for-
malista”, Hilbert no puede ser en realidad mas reacio a todo reduc-
cionismo: (i) abierto a la multiplicidad, Hilbert es un visionario en las
areas mas diversas (Zahlbericht, 1897, gran summa de la teorfa alge-
braica de ntmeros; Grundlagen der Geometrie, 1899, pequena summa
de la geometria; problemas de Paris, 1900, guia de desarrollo de la
matematica para la primera mitad del siglo XX; programa de Hilbert,
1910-1930, guia de ordenamiento del saber matemaético; espacios de
Hilbert y anélisis funcional, 1910-1930; Methoden der mathematischen
Physik, 1924, gran summa de fisica matematica, con Courant; Grund-
lagen der Mathematik, 1934—1939, gran summa de fundamentacién de
la matemética, con Bernays); (i) abierto a todas las formas de la in-
teligencia, Hilbert subraya el lugar necesario de la intuicién y la vision
en matemadticas (gran articulo “Sobre el infinito”, 1925; lecciones so-
bre Geometria intuitiva, 1920, con Cohn—Vossen; cercania con la fisica).
La gigantesca edicién en curso [Hilbert 2004-2010], donde se retnen las
conferencias de Hilbert entre 1891 y 1933 sobre los fundamentos de la
matematica y la fisica, muestra la riqueza y complejidad del panorama.

El programa de Hilbert propone darle un piso seguro a la matematica
derivada de la teoria cantoriana de conjuntos (“Nadie nos echard del
paraiso que Cantor cred para nosotros”, 1926; para una sucinta intro-
duccién al programa, véase [Cassou-Nogues 2001]). Los objetos (“qué”)
son los procesos deductivos en mateméticas (encadenamientos de prue-
bas, “p1,- - , @y deduce ¥”, formados por informaciones previas, “premi-
sas”, que determinan una informacién final, “conclusién”), basados sobre
ciertas evidencias que se aceptan pragmaticamente (“axiomas”) y regi-
dos por ciertos modos de transito en la cadena deductiva (“reglas”). Se
obtiene asi, en primera instancia, un manejo légico operativo de conec-
tivos, cuantificadores y secuencias de pruebas. Mas alla, en segunda
instancia, los problemas (“qué”) fundamentales asociados a esa opera-
toria consisten en buscar un control légico estructural més sofisticado:
(A) ordenar en forma general y abstracta las secuencias deductivas, (B)



104 F. Zalamea, Grandes corrientes de la matemdtica en el siglo XX

asociar los procesos deductivos de una regién matematica a otra (ana-
litizacion de la geometria, aritmetizacién del andlisis, logicizacién de la
aritmética, etc.), (C) asegurar un fundamento final en esa serie de asocia-
ciones. El programa de Hilbert, a menudo confundido con la instancia
(C), tendra en realidad una influencia enorme en el desarrollo de las
matematicas gracias sobre todo a (A) y (B), pues se empezaran asi a ex-
plorar sistematicamente las nociones de generalizacion/abstraccion (A) y
de transferencia/traduccion (B) que seran cruciales para poder entender
estructuralmente los ambitos matematicos. Las transformaciones y las
requlaciones (“c6mo”) en esos procesos de control se conseguiran gracias a
la emergencia de la ldgica cldsica de primer orden (1850-1925: Boole, De
Morgan, Peirce, Frege, Peano, Russell, Whitehead, Lowenheim, Skolem,
largo y lento proceso finalmente codificado con rigor por Hilbert y Ack-
ermann en Grundzige der theoretischen Logik, 1928) y gracias a la pro-
gresiva axiomatizacién de la teoria de conjuntos (1904-1922: Zermelo,
Skolem, Fraenkel).

La nueva mirada propuesta por Hilbert y su escuela muestra cémo,
por un lado, la matematica puede edificarse (elevarse) sobre la relacién de
pertenencia conjuntistica y sobre axiomas apropiados, controlados por la
l6gica de primer orden, salvando asi el “paraiso” cantoriano, y, por otro
lado, como las distintas regiones de la matematica deben compararse
con respecto a su consistencia légica relativa (temas (A) y (B)). Aunque
Hilbert confiaba en que existiria un “suelo” lo suficientemente firme para
asegurar la consistencia absoluta del edificio (tema (C)), ciertas obstruc-
ciones y singularizaciones (“por qué”) ocurrirdn posteriormente en la
determinacién de ese supuesto piso “final” (teorema de incompletitud
de Godel, ver seccién 5). En realidad, algunos desarrollos posteriores a
Hilbert (teoria de modelos, teoria de categorias) mostraran que los obje-
tos conjuntistas, vistos en forma descarnada y singular desde un intento
de fundamentacién absoluta (teoria de conjuntos Zermelo—Fraenkel), es-
conden complejas especificidades de regiones matematicas plurales. En
un giro filoséfico, como veremos con cuidado en articulos sucesivos de
esta serie, la unidad de la matematica se obtendra entonces, no por un
reduccionismo imposible (y matemdticamente falso) a la teoria clasica de
conjuntos, sino por formas universales de entrelazamiento relativo de lo
plural. La fuerza ain viva del programa de Hilbert reside en contemplar
esas relaciones correlativas ((A) y (B)), independientemente de que haya
fallado el sostén absoluto (C).

Desde el punto de vista de los fundamentos de la matematica, la obra
de Hilbert resulta ser decisiva en muchos aspectos. La aproximacién for-
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malista limpia los objetos matemadticos de arandelas innecesarias (nom-
bres, ocurrencias) y se concentra en su estructura. La estrategia de
consistencia relativa resalta la importancia de coherencias transforma-
tivas entre regiones de la prdctica matemética (abriendo asi, por ejem-
plo, una compuerta al pragmatismo fundacional de von Neumann, véase
[Formica 2008|). La multiplicidad de la vision permite entender el hacer
matematico como un proceso incesante de iteracion y desiteracion de in-
formacion entre ramas diversas. Las interrelaciones entre forma, estruc-
tura, funcién e intuicion revelan la riqgueza multivalente de la creatividad
matemdtica, necesitada de razoén e imaginacién, y, por tanto, demues-
tran la imposibilidad de contentarse con unos fundamentos meramente
deductivos que dejen de lado aspectos pragmaticos complementarios (in-
duccidn, red de contrastes; abduccién, red de hipétesis). En ciernes, la
obra de Hilbert codifica asi la fuerza de fundamentos relativos para la
matematica y presagia algunas de sus mas profundas expresiones pos-
teriores, como el estructuralismo (via Bourbaki) o la categorificacién de
ciertos universales relativos (via Grothendieck).

4 Brouwer. Intuicién y construccion

LuitzEN EGBERTUS JAN BROUWER (1881-1966), uno de los mayores
topdlogos a comienzos del siglo XX (productor, entre 1909 y 1912, de
cuarenta (!) articulos de punta en el tema, véase [van Stigt 1990]), y
gran conocedor por tanto de los métodos existenciales abstractos de la
matematica moderna, cambia luego de rumbo y se preocupa por el polo
inverso en la diada existencia/construccion. Como sucede con todos los
matematicos creativos de gran vuelo que estaremos recorriendo en es-
tos articulos, la multiplicidad de sus experiencias y perspectivas llama
la atencién: una plasticidad que les permite quebrar sus trayectorias,
cambiar de puntos de vista, abrirse a miradas contrarias. El camino de
Brouwer (como el de Godel, ver més adelante) delata con precisién el
corte, el salto “al otro lado del espejo”, el inciso hacia lo opuesto, pre-
cisamente situado en 1912, cuando empieza sistematicamente a construir
su teoria intuicionista de conjuntos.

Mas alld de ciertas definiciones de “entes” matematicos mediante
agumentos de existencia (ejemplo: existencia de una base vectorial de
los reales sobre los racionales, base nunca vista, nunca construida vy,
peor, nunca construible), Brouwer se inquieta acerca de las eventuales
construcciones efectivas de esos “entes” cuya existencia parece estar teo-
rematicamente asegurada. El matemético holandés detecta que los pro-
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cesos de existencia que no conllevan construcciones asociadas surgen, en
su mayoria, al aplicar en el infinito formas del tercio excluso o formas
indiscriminadas del cuantificador existencial (tipo axioma de eleccién),
y acomete una revision profunda de la teoria de conjuntos, en donde,
excepto una intuicidn originaria del continuo (de alli el nombre de la
doctrina), todo lo demds debe ser efectivamente construido. Las conse-
cuencias seran enormes y el revisionismo radical forzado por la escuela
intuicionista (donde desaparece, por ejemplo, el teorema de Cantor sobre
el crecimiento de los cardinales potencia) hara que la influencia intui-
cionista se reduzca localmente a Holanda durante cinco décadas, hasta
su entrada en el panorama matematico general en los entornos de 1970
(ver articulos IIT y IV de esta serie).

Los objetos (“qué”) de la matemética intuicionista son pruebas cons-
tructivas: deducciones efectivamente controladas donde n construcciones
dan lugar a una (n + 1)—ésima construccién. En esos controles efectivos,
todo uso eventual del tercio excluso debe decidir cuél lado de la balanza
prima (una construccion de p o una construccion de —p, donde la negacién
de p se define como la construccion de una contradiccién a partir de p) y
todo uso eventual del cuantificador existencial debe poder reemplazarse
por una construccion del ente instanciado existencialmente. Asi, probar
en la matemadtica intuicionista ——p significa construir una contradiccién
a partir de la construccién de una contradicciéon que parta de p, lo que
dista muchisimo de ser capaces de exhibir una construccién de p (por
tanto, intuicionisticamente, se espera que no valga la ley, clasicamente
obvia, =—p — p). Los problemas (“qué”) asociados a esas redes de cons-
trucciones son multiples: (i) cémo eliminar lo no constructivo, (i) cémo
asegurar la coherencia de lo que permanece, sin que aparezcan usos es-
condidos no constructivos, (i) cémo realizar matematicas de interés
dentro de ese marco no constructivo, (i) cémo comparar las ventajas (y
desventajas) de lo clasico y lo intuicionista. Surge asi una problematica
vasta, el control constructivo de la constructividad, ejemplo de una de las
tantas iteraciones o autorreferencias que impulsaran la matematica del
siglo XX.

Las transformaciones (“como”) ligadas a la matematica intuicionista
se elevan sobre una “intuicién primordial” del continuo, no clasificable,
no analizable. A partir de alli, en primera instancia, las transformaciones
intuicionistas dan lugar a una produccién de marcas efectivas finitas (el
“dos—en—uno” de Brouwer, donde se generan los naturales), y, en se-
gunda instancia, a una armazén de sucesiones constructivas a partir de
marcas constructivas previas. Las requlaciones (“cémo”) del proceder
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intuicionista se codifican con los trabajos de Heyting (1930, posteriores
a los trabajos centrales de Brouwer en la década 1915-1925), quien, por
un lado, restringe el cdlculo proposicional clasico (eliminando el tercio ex-
cluso y la interdefinibilidad de los cuantificadores via 3 = —V—), aunque,
por otro lado, amplia los mundos posibles (introduciendo la temporalidad
de las pruebas y la variabilidad de los objetos). En efecto, los modelos
de Kripke (1963) indicaran cémo se distinguen la lgica cldsica (modelos
lineales estéticos) y la légica intuicionista (modelos arbéreos dindmicos),
y orientaran intrinsecamente la légica intuicionista hacia las tematicas
de la variacion y el cambio. Como las tematicas propias de la topologia
resultan ser también la variacién y el cambio, emerge un justo homenaje
a Brouwer —el topdlogo y el intuicionista— cuando el intuicionismo y la
topologia se acercan naturalmente: teorema de Tarski (anos 1930) segin
el cual los espacios topolégicos proveen una seméntica completa para la
légica intuicionista (mientras que las dlgebras de Boole, o ciertos campos
de conjuntos, sirven de semdnticas para la logica clasica).

La nueva mirada que surge del intuicionismo indica como, constructi-
vamente, el revés del revés no es el recto: “no—no” mo equivale a “si”. De
hecho, en los modelos de Kripke, la afirmacién ——p corresponde sélo a
asegurar densamente p en el futuro, mientras que la afirmacién p lo haria
en todo su futuro. El operador de doble negaciéon —— aparece asi, desde
el intuicionismo, como un genuino operador topo/ldgico que insta a un
encuentro profundo (“metafisica” / “por qué”) entre el toposy el logos, la
geometria y el lenguaje, el “lugar” y la “razén”. Algunos de los aportes
determinantes de Brouwer como topélogo (invarianza topolégica de la di-
mension, aproximaciones simpliciales, teoremas de punto fijo) entran en
didlogo contrapuntistico con sus ideas como fundador del intuicionismo
(critica a abusos del infinito, intuicién primordial del continuo, suce-
siones constructivas). Se crea un campo conceptual electromagnético
([Chatelet 1993]) donde las polaridades van resolviéndose en redes de
lineas de tensién. Esos diagramas intermedios de la razén proveen una
mina para la filosoffa, atin poco explorada y explotada. El intuicionismo
—una vez desprovisto del caracter nacionalista y dogmatico de sus ini-
cios, una vez alejado de las desgastantes polémicas con Hilbert (para
quien “existencia”, lejos de “construccién”, significaba “consistencia”)—
constituye en realidad una de las vastas elongaciones de la imaginacion
producidas en los fundamentos de la matematica.
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5 Godel. Completitud e incompletitud

En los anos 1920, el programa de Hilbert, en su vertiente ascendente
positiva, indicaba que las pruebas (finitarias) de completitud y consis-
tencia de las teorias matemdticas, en orden creciente de complejidad,
iban en buena via: se habian obtenido completitud y consistencia para
la l6gica proposicional clésica (Post, 1920), la aritmética restringida a
la suma (Presburger, 1930), la aritmética con cuantificadores acotados
(Herbrand, 1930). En un breve abanico de dos anos, KURT GODEL
(1906-1978) no s6lo termina de explorar el recto de la problemética,
sino que descubre también, en su wverso, una obstruccion fundamental.
En efecto, en su tesis doctoral, Godel demuestra el teorema de completi-
tud para la logica cldsica de primer orden (1929), lo que consolida el
“buen comportamiento” de la légica dentro de la escalada positiva del
programa de Hilbert. No obstante, sélo un ano después, Godel descubre
su famoso teorema de incompletitud para la aritmética de Peano (1930:
si esta es consistente, existen sentencias verdaderas de la aritmética tales
que ni ellas, ni sus negaciones, son demostrables con los propios medios
de la teoria), lo que quiebra las esperanzas generales de buen compor-
tamiento de la matemadtica, pero a su vez, gracias al quiebre mismo,
permite abrir la imaginacion hacia el fascinante revés de las obstruc-
ctones logicas. El paso de lo positivo a lo negativo, del recto al verso, del
transito a la obstruccién, de la completitud a la incompletitud exhibe los
rasgos del genio: la alianza integral de una mirada a contracorriente, una
inusual inventividad técnica y un talento natural para detectar lo simple
y lo profundo. Como hemos sefialado, la inversidn de perspectivas en un
corto lapso de tiempo sélo parece ser posible en el caso de esos grandes
matematicos cuya obra determina un antes y un después en la disciplina.

Los objetos con los que se enfrenta Godel son los sistemas de prueba,
donde se combinan una sintaxis (lenguaje, gramética, prueba), una se-
mantica (modelos, verdad, validez) y una pragmaética (red de conexiones
entre sintaxis y seméntica). Las correlaciones aplicativas (z]y]) entre los
conceptos fundamentales de “prueba” y “validez” dan lugar a los pro-
blemas principales de la pragmética: (i) teorema de validez, cuando se
demuestra que las deducciones del sistema son validas (validez[prueba)),
(ii) teorema de completitud, cuando se demuestra que las sentencias
vélidas son demostrables (pruebafvalidez]). En el caso de teorias que
contengan a la aritmética de Peano (es decir, la aritmética usual con
esquemas de induccién no acotados), Goédel descubre por su cuenta que
una fundamental autorreferencia (prueba/prueba/) esconde una extraor-
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PA godelizacién
sintaxis (@)
pruebas codificaciones interpretaciones
. ‘ ...................................
predicado de numeralizacién
pruebas Bew @&

1. Predicado de prueba: se construye Bew tal que: PA |— ¢ < N E Bew(x) [ ¢1].
2. Lema de la diagonal (“autoreferencia”): para toda existe ¢ tal que: PA |— ¢ «» V(@) .

Tomando = ~Bew se tiene incompletitud: por (2) existe @ tal que: PA |— @ «» -~Bew (¢),
para esa formula ¢ se demuestran sucesivamente (usando (1)) PA }-/wqa y PA |-+ -Q.

dinaria riqueza combinatoria que permite codificar todo el aparato deduc-
tivo del sistema dentro del sistema mismo (“gédelizaciéon”, procedimiento
que asigna inyectivamente nimeros naturales a sentencias y pruebas).
Godel introduce ademads una nocién de control de crecimiento de las fun-
ciones aritméticas (transformaciones “recursivas” o “calculables”), con
la cual asegura adecuados teoremas de representacién para las nociones
légicas centrales en juego (ser nimero de Godel de una prueba, etc.)
Emerge asi un revolucionario control sistémico de los sistemas, que se
resume en la figura siguiente (PA, aritmética de Peano; N, estructura
de los ntiimeros naturales): La nueva mirada propuesta por Godel indica
como la reflexividad externa de los naturales puede calcarse internamente
en sistemas de prueba con suficiente capacidad expresiva (es decir, que
contengan a la aritmética de Peano) y cémo ciertas formas de autorrefe-
rencia (prueba/prueba/, recursividad, diagonalizacién) se esconden detras
de los recursos estructurales de la matemadtica. Se abre con ello una
visién matemadtica, técnicamente controlable, de los bordes mismos de su
disciplina, es decir, de los limites y las limitantes (“no”, “revés”) de los
sistemas de prueba.

La “metafisica” en juego es de enorme relevancia. El “mas alld”
de las pruebas se torna, con Godel, en objeto mismo de estudio para
la matematica, asi como el “mds alld” de lo finito se abria a la ima-
ginacién matematica con Cantor. Allende un entorno dado (sea este
lo fisico, lo finito, lo demostrable), un cierto meta—hacer matematico
se enfrenta con los bordes del entorno. El segundo teorema de incom-
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pletitud de Godel (una teoria que contenga a la aritmética de Peano es
incapaz de demostrar su propia consistencia) muestra que los sistemas
con amplia capacidad de autorreferencia (como la teoria de conjuntos
Zermelo—Fraenkel) no pueden servir de bases absolutas para la edificacién
de las matematicas. Siempre existe un allende, y, en matematicas, sélo
puede procederse entonces a una serie de pruebas de consistencia relativa.
Como anticipaba Musil en “El hombre matematico” (1913):

Después de llevarlo todo a la maés idilica existencia, de repente llegaron
los matemadticos, esos que siempre andan hozando més adentro, y cayeron
en cuenta de que en la base de todo el asunto debia haber algo que no
encajaba de ninguna manera; de hecho, miraron debajo y encontraron
que todo el edificio estaba en el aire. Pero las maquinas corren. A ese
respecto, hay que suponer que nuestra existencia es un palido duende, la
vivimos, pero, propiamente hablando, sélo sobre la base de un error sin
el que no habria surgido. Hoy, no hay posibilidad de otro sentimiento tan
fantastico como el del matemético. [Musil 1992, p. 43]

El “pédlido duende” de la consistencia resulta indemostrable y, atin hoy;,
un siglo después, puede pensarse al revés, como Edward Nelson y su es-
cuela, quienes intentan demostrar la inconsistencia (!) de la teoria de
conjuntos. El edificio estd en el aire, aunque su coherencia, plasticidad
y versatilidad lo mantienen en vuelo. Si, hace un siglo, Musil no veia
“posibilidad de otro sentimiento tan fantdstico como el del matematico”,
hoy en dia la situacién es ain mas inverosimil (trabajos de Shelah, que
exploraremos en el articulo IV de esta serie). En buena medida, debemos
esa apertura del “més alld” a la fantasia de Godel (explorada en sus mas
recénditos escondrijos en [Cassou—Nogues 2007]), quien sin duda siempre
anduvo “hozando més adentro”. Después de multiples y multivalentes
bisquedas de fundamentacién absoluta en el periodo 1900-1930, los re-
sultados de Gdédel acaban con la quimera absolutista, y abren el estudio
correlativo de redes de sistemas y de modelos, verdadero periodo de gloria
de la légica matemaética en anos sucesivos.

6 Encuentros y desencuentros con la cultura

Periodo de gran agitacion e inventividad, los afios 1900-1930 en matema-
ticas constituyen sélo un fragmento minimo de la enorme eclosion del
pensamiento y de la creatividad en la época. Las grandes corrientes de
desarrollo matematico se entrecruzan con corrientes similares en los 4m-
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bitos mas generales de la cultura. La época matematica, que sintetizamos
en la figura, situando algunas raices y resaltando (en rojo) algunas de
las ramas més vivas, es una combinacién de plena confianza, de sélida
capacidad fundamentadora, de vibrante maleabilidad plastica.

Un simil natural para esa arquitectonica matematica puede ser el
croquis de Gaudi para la iglesia de la Colonia Giiell (proyecto 1898,
iglesia no alcanzada a completar en vida del arquitecto), donde todo es

elevacion, elongacion, curvatura,
ampliacién de la mirada.
Contrariamente con la fle-
xibilidad y plasticidad de la
matematica moderna desde Ga-
lois y Riemann hasta Hilbert,
emerge, a comienzos del siglo XX,
una de las mds profundas parado-
jas filosoficas de todos los tiem-
pos. A partir de una comprensién
rigida y dogmatica de la légica
clasica y de la teoria de conjun-
tos, Russell y Wittgenstein cons-
truyen el proyecto de la filosofia
analitica, que, si en manos de sus
creadores aun tenia palpitos de
vida, se convertira en cambio, en
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manos de sus seguidores, en una de las mas rigidas camisas de fuerza
nunca inventadas para el pensamiento (inescrutable azul en el diagrama
de la pagina anterior). La filosofia analitica se basa en una extrapolacién
de dos métodos centrales — (i) sintaxis proposicional clasica, (ii) des-
composicién conjuntistica en elementos atémicos— y enarbola su ban-
dera como riguroso analisis del pensamiento, a la manera de las “matemd-
ticas”. La crueldad de la paradoja resulta sin embargo evidente cuando
se observa que la “matematica” y la “teoria de conjuntos basada so-
bre la légica cldsica” dividen sus caminos desde los mismos comienzos
cantorianos (para un acido estudio de la “influencia perniciosa de las
matematicas en la filosofia”, es decir, de una idea de “matematicas” mal
entendida por la filosoffa analitica, véase [Rota 1997]). En efecto, el
desarrollo de las ideas matematicas mayores, que ain impulsan a la dis-
ciplina, proviene de las dialécticas algebraico—geométrico—topologicas de
Galois, Riemann, Lie, Hilbert, donde el papel formal l6gico—conjuntista
es minimal, si no directamente inexistente. De hecho, el insistente énfasis
légico de la filosofia analitica en dtomos, elementos, descomposiciones,
lenguajes y gramdticas olvida lo propiamente matematico en una lista
polar complementaria: estructuras, relaciones, composiciones, modelos,
pragmdticas. Dada la enorme influencia de la filosofia analitica en el
siglo XX (luz a veces certera, pero mas a menudo falsa y artificial), es
curioso registrar ese desencuentro mayor entre matematicas y filosofia,
al menos en lo que se refiere al cauce normal de la disciplina filoséfica.
Una gravisima confusién, al identificar hacer matematico con lenguaje
l6gico, lastrara en el fondo el proyecto de la filosofia analitica.

En los bordes de la filosofia, dirigiéndonos a los edificios filoséficos
de Peirce y de Cassirer, las mamposterias se encuentran, en cambio,
mucho mas cerca del devenir de la matematica. La arquitecténica ceno-
pitagérica peirceana, la maxima pragmaticista, la clasificacién triddica
de las ciencias (ver [Zalamea 2001]) se basan sobre el pensamiento rela-
cional y topoldgico de Peirce. La filosofia de las formas simbdlicas, la
teoria de transferencias culturales, la emergencia del estructuralismo en
Cassirer (ver [Barash 2008]) van de la mano con el paradigma mismo
de forma, estructura y funcién que plantea Hilbert y que desarrollara a
fondo Bourbaki. Toda la matematica moderna, con Galois, Riemann,
Klein, Weierstrass, Lie, Poincaré, Hilbert, apunta a un entendimiento
sintético del TRANS, tarea precisamente enarbolada también por Peirce
y Cassirer. En lo profundo (“metafisica” supuestamente borrada por la
filosofia analitica), la matematica del siglo largo 1830-1930 se enfrenta
de hecho con obstrucciones, transitos, fronteras y contaminaciones, que
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horrorizan a la asepsia analitica, pero que, en cambio, Peirce y Cas-
sirer no sélo no temen afrontar, sino que consideran, con Bajtin, formas
imprescindibles del entendimiento: “Todo acto cultural vive, de mane-
ra esencial, en las fronteras: en esto reside su seriedad e importancia;
alejado de las fronteras pierde terreno, significacion, deviene arrogante,
degenera y muere” [Bajtin 1991, p. 30; texto de 1924].

Algunas fuerzas culturales bésicas del periodo 1900-1930 tienen tam-
bién sus contrapartes naturales en matematicas. El modernismo (forma/
funcién) de Proust y Cézanne, entendido como lo uno co—-reflejado en
lo multiple, encarna en las tareas omniabarcadoras de Hilbert. Una
forma de modernidad plena (primera acepcién: telar/cosmos) en Kafka
y Malevich, entendida como lo maltiple subordinado a lo uno, se refleja
en las tareas depuradoras de Brouwer. Otra forma de modernidad plena
(segunda acepcién: espectador/comunidad) en Joyce y Picasso, enten-
dida inversamente como lo uno subordinado a lo multiple, se refleja en la
consistencia relativa segin Godel. La sismografia critica de Warburg, la
perspectiva invertida de Florenski, la dialogizacién de Bajtin, el cubismo
sensible de Braque son todos ejemplos de pldsticos reveses que, como
hemos visto, impulsan también a los grandes matematicos de la época.
Se plasma asi una red compleja de urdimbres flexibles superpuestas, a la
manera misma de una red de superficies de Riemann conceptuales para
la cultura, que permitira una plena expansién de las matematicas y del
pensamiento en las siguientes décadas del siglo XX.
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