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Funciones cuasi—periodicas de Bohr
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Este articulo contiene algunos de los resultados principales acerca de la
teoria de las funciones casi—periédicas de variable real a valor complejo.
Se mostrara una aplicacién a la teoria de las ecuaciones diferenciales or-
dinarias: para una ecuaciéon de la forma % = \y + f(x), donde X es
constante compleja y f es funcidon casi—periddica, se da un criterio de
casi—periodicidad para soluciones acotadas (cuya existencia se asume) y

otro que asegura la existencia de una unica solucién casi—periddica.

Palabras Claves: Funcion casi—periddica, valor medio,
serie de Fourier, solucion casi—periddica.

This paper contains some of the main results about the theory of almost
periodic complex valued functions of a real variable. We shall show an ap-
plication to the theory of ordinary differential equations: for an equation
of the form % = Ay + f(x), where X is complex constant and f is almost
periodic function, we give a criterion of almost periodicity for bounded
solutions (the existence of which is assumed) and other that ensure the
existence of a unique almost periodic solution.

Keywords: Almost periodic function, mean value,
Fourier series, almost periodic solution.
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1 Introduction

La teoria de las funciones casi—periédicas fue creada y desarrollada en sus
principales caracteristicas por el matematico danés Harald Bohr (1887—
1951) entre 1923 y 1925, en dos articulos publicados en [2] bajo el titulo
comun “Zur Theorie der Fast Periodische Funktionen”. La teoria de las
funciones casi—periddicas de Bohr se restringue a la clase de las funciones
f : R — C continuas; el principal problema de la teoria consiste en
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caracterizar la clase de las funciones continuas f : R — C que puedan
ser aproximadas uniformemente por polinomios trigonométricos, es decir,
por funciones

S(z) = Zakei/\”, reR, (1.1)
k=1

donde aj, es constante compleja y \; es constante real; la solucién a tal
problema fue la principal contribucién de Bohr. La riqueza de la teoria
iniciada por Harald Bohr se pone de manifiesto en las generalizaciones y
aplicaciones de esta; entre las generalizaciones estan por ejemplo, el estu-
dio de las funciones casi—periddicas con valores en espacios de Banach ini-
ciado por S. Bochner [4], la teoria de funciones casi-periddicas definidas
sobre grupos debida a Von Neumann [4] y la teoria de las funciones
pseudo—casi—periédicas introducida por Zhang en 1992 [6, 7]. Entre las
aplicaciones estdan a las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales
[4, 5].

Este articulo contiene los principales tépicos sobre la teoria de Bohr;
en la seccién 2 se introducen las propiedades fundamentales de las fun-
ciones casi—periédicas, como la acotacién y la continuidad uniforme,
el algebra de funciones casi—periddicas, su relacién con las funciones
periddicas y la condiciéon para que una antiderivada de una funcién casi—
periodica lo sea. En la seccion 3 se considera el valor medio de una funcién
casi—periddica, concepto necesario para definir su serie de Fourier. La
seccién 4 trata sobre la serie de Fourier de una funcién casi—periédica y
el teorema fundamental, siendo este dltimo uno de los principales resul-
tados expuestos en este articulo. La seccién 5 presenta una aplicacion a
la teorfa de las ecuaciones diferenciales ordinarias.

2 Definicion de funcion casi—periédica y propie-
dades elementales

Definicién 2.1 (casi—periodo). Sea f : R — C una funcién continua
en R. 7 = 74(e) € R es llamado un nimero de traslacion o un casi-
periodo de f correspondiente a € > ( si

‘f(l‘—l—T) —f(x)‘ <e¢ VzeR (2.1)

El conjunto de todos los niimeros de traslacién de f correspondientes a €
se denotard por {77(€)}, en [1] se pueden ver propiedades de los niimeros
de traslacion.
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Definicién 2.2 (conjunto relativamente denso en R). Un subcon-
junto A C R es llamado relativamente denso en R, si existe [ > 0 tal que
cualquier intervalo de longitud [ contiene al menos un nimero de A.

Definicién 2.3 (funcién casi—periédica). Una funcién continua f :
R — C es llamada casi-periddica, si dado € > 0 el conjunto {7¢(e)} es
relativamente denso en R. En otros términos, una funcion continua f
es casi—periddica si dado € > 0, existe | = l(e) > 0 tal que cualquier
intervalo de longitud | contiene al menos un niimero de traslacion T de
f correspondiente a e.

El siguiente teorema da ejemplos familiares de funciones casi—periédicas.

Teorema 2.4. Si f: R — C es una funcién periédica continua entonces
f es casi—periddica.

Demostracion. Sea p el periodo fundamental de la funcién f continua.
Tomando I > p en la definicién 2.3 entoces f es casi—periddica ya que los
periodos np, n = 0,41, 42, --- son casi—periodos de f correspondientes
a cualquier € > 0.

O

Teorema 2.5. Toda funcion f casi—periddica es acotada, es decir, existe
M > 0 tal que |f(x)| < M para todo = € R.

Demostracion. Dado e = 1 existe [ = [(1) > 0 por ser f casi—periddica y
para cada x € R podemos elegir un nimero de traslacién 7 = 7(1, x) de f
correspondiente a € = 1 tal que —x < 7 < —x+1, es decir, 0 < x4+ 7 < L.
Sim = max |f(t)| entonces

[f(@)] <|f(z+7) = fl2)| + | fz+7)] (2.2)
<l4+m=M, VYzeR. 2.3

O

Corolario 2.6. Si f es una funcién casi-periédica, también lo es f2.

Demostracion. Sean 7 = 77(e) y M > 0 tal que |f(z)| < M para todo
x € R. En efecto

P+m) - L) <2M|fl@tm) - f@) <2Me,  (24)

y ast {77 (557)} € {ry2(0)}.
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Teorema 2.7. Toda funciéon f casi—periddica es uniformemente con-
tinua en R.

Demostracion. Sean € > 0y | = l(g) Existe 0 < § = 6(%) < 1 tal que
para —1 < s,t <1+, |s —t| < & implica | f(s) — f(¢)] < §.

Para z,y € R, con |z—y| < § existe T € {Tf(%)} tal que 0 < z+7 <1
y —1 <y+7 <141, entonces

Los teoremas 2.4 y 2.7 permiten establecer que toda funcion f: R — C
periddica continua es uniformemente continua.

Sean f : R — C una funcién y a una constante real, denotaremos el
operador traslacién por (uqf)(x) = f(z + a).

Teorema 2.8. Si f y g son funciones casi—periddicas, ¢ € Cy a € R son
constantes entonces las funciones f (la funcién conjugada de f), cf, |f
f+9, fgy paf son funciones casi—periddicas.

Y

En particular, si f es una funcién casi—periédica lo es también ‘ f ‘ .

Corolario 2.9. Lasuma f(z) = ) ;_; gx(z) de un nimero finito de fun-
ciones periddicas continuas g; con periodos arbitrarios es casi—periddica.
En particular, todo polinomio trigonométrico S(x) = Y .7_; are® es
una funcién casi—periédica.

Considerando la funcién casi—periédica f(z) = e + '™, la cual es no
periddica, se tiene que el reciproco del teorema 2.4 en general no es cierto.

Teorema 2.10. Si f es una funcién casi—periddica tal que 0 < m <
’ f (x)‘ para todo = € R entonces % es casi—periddica.

Demostracion. Dado € > 0 tenemos que {77(m?)} C {7, ,7(e)}.
Teorema 2.11. Si f es una funcién casi—peridédica y ¢ es un funcional

lineal continuo sobre el espacio de Banach C, es decir, ¢ es un elemento
del dual C*, entonces la funcién compuesta ¢ o f es casi—periddica.
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Demostracion. Para € > 0, {Tf<|\;\|)} C {7pof(€)}-

O]

Teorema 2.12. Si f es una funcién casi-—periédica y g : C — C(o R) es
una funcién uniformemente continua en C entonces la funcion compuesta
g o f es casi—periddica.

Demostracion. Dado € > 0 existe § > 0 tal que si |[f(z) — f(y)| < 0
implica |g(f(x)) — g(f(y))| < e SiT = 74(£) con 0 < & < § entonces

{77 (&)} € {7gor(e)}-
O

Teorema 2.13. Si una sucesién {f,} de funciones casi-periédicas con-
verge uniformemente a la funcién f en R entonces f es casi—periddica.

Demostracion. Dado € > 0 existe N = N(e) tal que si n > N implica

|ﬂm-¢wuﬂ<§,vxeR (2.6)

Sea T = Ty, (%) y x € R, por (2.5)

|flx+7)— f@)| < |fa+7) — v+ 1)+ [fn(@ +7) — fn(2)]

+|fn@) - @) <5 +s+5 =<
2.7)

Asi {TfN (%)} C{rr(e)}. .

Corolario 2.14. Toda funcion f la cual puede ser aproximada uniforme-
mente en R por polinomios trigonométricos S(x) = Y_p_; are? es casi-
periddica.

Corolario 2.15. Una serie Y o axe’**® uniformemente convergente,
donde A1, A9, ... son constantes reales es una funcién casi—periédica.

Cada término de la serie es una funcién casi—periédica, la n—€ésima suma
parcial Sy, (z) = S_7_, are™? es una funcién casi-periédica, la suma S(x)
de la serie es también una funcién casi-periédica ya que las S, (x) for-
man una sucesién {S,(x)} de funciones casi-periédicas la cual converge
uniformemente a S(z) en R.

El siguiente resultado da una condicién necesaria y suficiente para que
la antiderivada de una funcién casi—peridédica también lo sea.
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Teorema 2.16. Sea f una funcién casi-periédica y F(x) = [ f(t) dt.
F es una funcién casi—periddica si y solo si es acotada en R.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad se puede asumir que f es a
valor real, como F' es acotada, sean

ky = inf {F(x)} y ke= sup {F(x)}. (2.8)

—00<z<00 —oo<z <00

Dado n > 0, existen dos ntimeros reales x; y x2 tal que

F($1)<k1 +n vy F(x2)>k2—n. (29)

Dado €; > 0, sean 7y = 7¢(€7) y d = |x; — 22|, tenemos que

/m T: F(t)dt — /x jg F(t)dt

/mg (ft+77) = f(1)dt| < eqd,

(2.10)
es decir,
‘F(l‘g—i—Tl)—F(xl—l—Tl)—F(CCQ)+F(:L'1)| < €1d, (2.11)
de donde,
F(l’l—i-Tl) < F(QZQ—I—Tl) — (F(xg) —F(xl)) + €1d. (2.12)
Pero por (2.8) y (2.9)
F(ro+7)<ks y F(x2)— F(x1) > ko — k1 — 21, (2.13)
asf
F(.Z‘l +7'1) < k1 +2n+ e1d. (2.14)

Tomando ahora un ez > 0y sea 7o = 7¢(ez). Siendo 7; + 75 un
namero de traslacion de f correspondiente a €; + €2, analogamente a
(2.14) se obtiene que
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F(x1+ 71+ 72) < ki + 21+ (€1 + €2)d. (2.15)

Considerando ahora la integral ff+m f(t)dt,

T+T2
JRC
T1+T1 T1+T1+T2 T+T2
:/ (1) dt+/ £(1) dt+/ () dt
T T1+T1 T1+T1+T2
T1+T1+T2 T1+T1 T (2'16)
= t)dt t)dt t dt
/WI foa+ [ p +/W] £t +72)
T1+T1+T2 T1+T1
:/ f(t) dt+/ (f(t) = f(t+72)) dt.
TT1+T1 x

Eligiendo 77 = 7¢(€;) tal que < x; +7; < x + [, donde | = I(e;),
obtenemos que

/Wm{f(t) — F(t+ )}t < el (2.17)

Por (2.8), (2.14) y (2.15),

T1+T1+T2
/ ft)dt| = |F(z1 4+ 714 72) — F(x1 4 71)| < 20+ (1 + €2)d.
r1+T1
(2.18)
Usando (2.16) a (2.18), se sigue que
T+T12
/ f(t)dt| < 2n+ (e1 + e2)d + eal. (2.19)

Dado € > 0y haciendon = ¢, € =g, €= ﬁ en (2.19)

/;+rg Fe)dt

<2(5)+ <66d+ 2(lid)> A (2.20)
o
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obteniendo que para todo € Ry todo 75 € {77(€2)}

/SH_T2 ft)dt| = |F(z 4+ 1) — F(z)| <, (2.21)

asf {7y(e2)} € {7r(e)}-

El reciproco es inmediato (ver Teorema 2.5).

3 Valor medio de una funcién casi—periédica

Harald Bohr mostré que el valor medio de una funcién casi—periédica,
existe, siendo esto un hecho basico, usado para definir un producto in-
terno sobre el espacio vectorial de las funciones casi—periddicas. La im-
portancia de este concepto es resaltada en el estudio de la serie de Fourier
asociada a una funcién casi-—periédica.

Teorema 3.1. Si f es una funcién casi—periddica entonces existe

lim 1/C+Tf(x) dz, (3.1)

uniformemente con respecto a c.

Sean f una funcién casi—periddica y ¢ € R una constante arbitraria, la
funcién p.f es casi—periédica (ver Teorema 2.8). Es facil verificar que

T c+T T

lim [ f()dre = Jim 1/+ f(a)dr = Jim z{/ (1ef)(@) da,
c —00 0

(3.2)

cuya primera igualdad permite definir el valor medio de f como sigue.

Definicién 3.2 (Valor medio). Sea f una funcién casi—periédica, el
valor medio de f, notado M{f}, esta dado por

T
M{f} = Jim /0 f(z) de. (3.3)
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Las igualdades en (3.2) muestran que M{f} = M{u.f}.

En caso de ser la funcién f periédica continua, con periodo fundamental
p, el teorema 3.1 es trivial y su valor medio es

iy = [ fwye (3.4

es decir, el valor medio definido para funciones casi—periédicas coincide
con el valor medio usual en el caso de ser la funcién f periddica.

El conjunto AP = { f:R—=>C| fes casifperiédica} de las funciones
casi—periddicas es un espacio vectorial sobre C. Usando propiedades del
valor medio para funciones casi—periédicas (ver [3],[4]), podemos mostrar
que la aplicacién

M: AP —C
(3.5)
[ M{f},
es un funcional lineal positivo definido en AP.
La aplicacién
(VAP X AP — C
(3.6)

(f,9) = (f.9)=M{fg}

define un producto interno sobre AP, el cual induce la norma

17]] = /2 {1112} (3.7)

Sea A\ constante real, notaremos por €, a la funcién exponencial
definida por €y (z) = €*, z € R.

Teorema 3.3. El espacio (A‘P, <,>) es no separable.

Demostracion. {€x(z)}rer € AP es una familia ortonormal y no con-
table, luego el espacio (.ATP, (,>) es no separable.
O

Definicion 3.4. Sea f una funcién casi—periddica, la aplicacion

(lftR—)(C

A= ap(\) =M{fex} = (f.e\),

es llamada la transformada de Bohr de f.
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Teorema 3.5. Si f es una funcién casi—periddica, A7, g, ..., A, reales
arbitrarios diferentes y ¢y, ca, ..., ¢, complejos (o reales) arbitrarios en-
tonces

2 n

=M {[71°} = Ylasw)f

’“=1n (3.9)
+ Z:‘CjC — CLf()\k)}Q.
k=1

La expresion anterior se conoce como ecuacion de aprorimacion cuadrd-
tica.

n
M ‘f—cheA
k=1

Tomando ci, = af(A;) en (3.9), se obtiene que

2 n

- M{]f\g} “Slasnf. (3.10)

k=1

M

F=> az(xex
k=1

De (3.10), para n =1,2,... se cumple que

>las 0wl <M {|7*}. (3.11)
k=1

Si Sn =Y 7.1 lar(\)|?, {Sn} es una sucesién monotona creciente y
por (3.11) acotada, asi {S,} es la sucesién de las sumas parciales de la
serie convergente Y oo, [@r(Ag)|?.

Teorema 3.6. Dada una funcién f casi—periddica, existe a lo mas un
conjunto numerable de valores A € R para los cuales () # 0.

Demostracién. De (3.11) se deduce que para cada m € Z™ existe sola-
mente un nimero finito de valores A para los cuales |as(A)| > L1, en
realidad menos que m?||f|?. Asf los conjuntos

Bi={xeR:ja;(\)| > 1} (3.12)

1 1
B,=<XeR: > |ar(X — =2,3,... 3.13
n={rer ozl oL me2s G
son finitos. Si A € R es tal que |a;(\)| > 0, A € B; para algin j € ZT,
luego el conjunto de todos los valores A € R para los cuales Gs(\) # 0
estd dado por |J,-_; B, el cual es numerable por ser unién numerable
de conjuntos finitos.

O
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4 Serie de Fourier de una funcion casi—periodica

En la préxima definicion se denotaran por Az, Ag,..., A,,... los valores
para los cuales Qf(A;) # 0y sea Ay = Qy(\;) para k=1,2,... .

Definiciéon 4.1. Dada una funcién -casi—periodica la  serie
)

ppaty A€ es llamada la serie de Fourier asociada con f, esto se

escribira como

fla) ~ > Age™e, (4.1)
k=1

Los A\, e Ry A, € C, k=1,2,... son llamados respectivamente los
exponentes y los coeficientes de Fourier de f. Se llama el espectro de f
al conjunto S = {A € R: as(\) # 0}.

La desigualdad (3.11) implica también que

o0

Sl < M{|f}, (4.2)

k=1

conocida como la desigualdad de Bessel.

En caso de ser la funcién f periddica con periodo p, su serie usual de
Fourier asociada dada por

+oo 4
fl@)~ ) e, (4.3)
k=—0oc0
donde wy = 22k, ¢, = L [¥ f(x)e™s* dx, k = 0,+1,%2,..., coincide

con la serie dada en la definicién 4.1.

Teorema 4.2. Si f es una funcién casi—periédica y su derivada f’ tam-
bién es casi—periddica, entonces la serie de Fourier de f’ puede ser obteni-
da por diferenciacién término a término de la serie de Fourier de f.

Demostracion. Es trivial comprobar que

M{f’ej} - iAM{fej}, (4.4)
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asi f’ tiene los mismos exponentes de Fourier que f, excepto para A = 0,
si este fuese un exponente de Fourier de f. Sea f(z) ~ Y 2, ATy
denotando por A} los coeficientes de Fourier de f/, de (4.4) se obtiene
que A}, =i\ A, y por lo tanto que

o0

Fl(a) ~ ) idp A, (4.5)

k=1

O

Teorema 4.3. Si f es una funcién casi—periédica y su antiderivada F
es casi—periddica, entonces la serie de Fourier de F' puede ser obtenida
por integracion término a término de la serie de Fourier de f.

Demostracion. De (4.5) se sigue que si la antiderivada F' de la funcién f
es casi—periddica,

F(x):/ [yt~ et S 2k, (4.6)
Ak
0 k=1
O
Notese que A\ # 0 para kK = 1,2,..., pues A = 0 no puede ser un

exponente de Fourier de f, que es la derivada de la funcién casi—periddica
F.

El valor A = 0 no puede ser un exponente de Fourier de una funcién
casi—periddica la cual es la derivada de una funcién casi—periddica, en
otras palabras, para que una primitiva F' de una funcién casi—periddica
f sea casi—periddica es necesario que A = 0 no sea un exponente de
Fourier de f.

Teorema 4.4. Sea f una funcién casi-periddica. Si F(x) = [ f(t)dt
es una funcién casi—periédica entonces M{f} = 0.

El préximo corolario muestra que la condicién M{f} = 0, no es una
condicion suficiente para la casi—periodicidad de F'.

Corolario 4.5. Existen funciones f casi—periédicas tal que M{f} =0
y cuya primitiva no es casi—periddica.

Considerando la serie
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Zki R (4.7)
k=1

por el corolario 2.15, la suma f(x) de esta serie es una funcién casi—
periédica y obviamente M{f} = 0. Si la funcién F(x) = [ f(t) dt fuera
casi—periédica entonces

%) 1
~ —er?”, 4.
x) c—i—kzliek (4.8)

El lado derecho de (4.8) no es la serie de Fourier de una funcién casi-
periddica ya que no satisface la desigualdad de Bessel (ver (4.2)), pues

es divergente la serie Y -, H‘Q =, L

La importancia de la teoria de Bohr es resaltada por los siguientes resul-
tados:

Teorema de unicidad 4.6. Si f y g son funciones casi—periédicas con
la misma serie de Fourier entonces f = g.

Ecuacién de Parseval 4.7. Si f es una funcién casi—periddica tal que
f(x) ~ 332, A€ entonces

Z AL = M {|f’2} . (Ecuacion de Parseval) (4.9)
k=1

Teorema de aproximacion 4.8. Dada una funcién casi—periddica f
tal que f(z) ~ > 22, ApeM v dado e > 0, existe un polinomio trigono-
métrico S cuyos exponentes son exponentes de Fourier de f, el cual
satisface

|f(z) = S(z)| <€, —o0o<z<o0. (4.10)

El teorema 4.6 equivale a que el sistema ortonormal (6 )\(:E))
pleto en (AP, (,)).

AER €S coImn-

Sean B(R,C) = {f R — C | f es funcién acotada} y dy la métrica
uniforme en B(R, C),
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du(f.g9)= sup |f(z) —g(z)| para f,g€BR,C).  (4.11)

—oo<r<o0

Considerando el conjunto {S(x)} de los polinomios trigonométricos
(S(z) es una funcién de la forma (1.1)) y denotando por Cly ({S(z)})
la clausura del conjunto {S(z)} correspondiente a la métrica uniforme.
El principal problema de la teoria de Bohr, que consiste en caracterizar
las funciones f(z) € Cly({S(z)}) es resuelto por el llamado Teorema
fundamental (teorema 4.9).

Teorema fundamental 4.9. La clausura del conjunto de los polino-
mios trigonométricos coincide con la clase de las funciones casi—periédi-
cas, es decir

Cly ({S(z)}) = AP. (4.12)

Demostracion. Si f € Cly({S(x)}) entonces existe una sucesién {S,}
de polinomios trigonométricos, la cual converge uniformemente en R a
f. Por el corolario 2.14 f € AP, asi

Cly ({S(x)}) € AP. (4.13)

Si f € AP entonces por el Teorema de Aproximacién f €
Cly ({S(2)}), luego

AP C Cly ({S(2)}). (4.14)

De (4.13) y (4.14) se obtiene (4.12).
[l

5 Aplicacién a las ecuaciones diferenciales ordi-
narias

En esta secciéon se enuncian y demuestran dos resultados sobre soluciones
casi-—periédicas para una ecuacién de la forma

dy

T Ay + f(x), (5.1)

donde X es una constante compleja y f es una funcién casi—periddica.
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Teorema 5.1. Toda solucién acotada para z € R de la ecuacién (5.1)
es casi—periddica.

Demostracion. La solucién general de la ecuacion (5.1) es

y(z) = e ( /0 e M) di + c), (5.2)

donde C es una constante arbitraria.

Si A = p + iv, debemos considerar los siguientes casos: (a) p < 0, (b)
p=0y (c)p>0.

En el caso (a), |€>‘x‘ = eM* — oo cuando © — —oo. Asi para que y(z)
tenga la posibilidad de ser acotada en la recta real (ya que la acotacién es
condicién necesaria para que y(z) pueda ser casi—periddica, ver teorema
2.5) se debe tener que [ €~ f(t)dt + C — 0 cuando x — —oo, es decir
que

0
C = / M F(1) dt, (5.3)
— o0
donde la integral impropia es convergente, ya que

e Mft)| < e sup|f(t)], t<O. (5.4)

Sea yg(x) la solucién particular de (5.1), obtenida al sustituir (5.3)
en (5.2),

wi) = [ 0 (5.5)
Tenemos que
@ M
lyo(z)| < Mere / == (5.6)

donde M = sup |f(:17)
—oo<r<o0
Asi en este caso la tnica solucién acotada de la ecuacién (5.1) estd

dada por (5.5). Ademas yy es casi-periddica, pues si 7 = 7 (—pe)

, (5.6) muestra que yy(x) es acotada.
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lyo (e +7) — ()| < —;supmxw) @] <6 —oo<a< oo,

(5.7)

esta desigualdad prueba que 7 = 7y, (€).
En el caso (b),

y(z) = e ( / " e () dt + c), (5.8)

0

se sigue de (5.8) que y(z) es acotada si y solamente si [ €~ f(t)dt
es acotada. Siendo la funcién bajo el signo integral (e—“’t f(t)) casi—
periddica, por el teorema 2.16 la integral (fox e~ f(t) dt) es casi—periodi-
ca si y(x) es acotada. Por lo tanto y(z) es casi—periédica si es acotada.

En el caso (c¢), procediendo andlogamente al caso (a) podemos mos-
trar que

yi(z) = — / ) f(t)dt, (5.9)

es la tnica solucién acotada de la ecuacién (5.1). y;(z) es casi-periddica
puesto que cualquier nimero de traslacién de f(z) correspondiente a eu
es un numero de traslacién de y;(x) correspondiente a e.
De los casos (a), (b) y (¢), cualquier solucién acotada de la ecuacién
(5.1) es casi-periddica.
O

El préximo corolario se obtiene de los casos (a) y (¢) en la prueba del
teorema 5.1.

Corolario 5.2. Si la parte real de A es no nula entonces la ecuacion
(5.1) tiene una tnica solucién casi-periddica.
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