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Conexiones entre los espacios topolégicos
finitos, las FD-relaciones y las funciones
submodulares

Connections between Finite Topological Spaces, FD-Relations and
Submodular Functions

Humberto Sarria Zapata':?, Leonardo Roa Leguizamén'?,

Raul Emilio Varelal:¢

Resumen. En este articulo se estudian las conexiones entre los espacios to-
poldgicos finitos, las FD-relaciones (o bases de datos) y las funciones submo-
dulares. Se interpretan las propiedades de los operadores de clausura de un
espacio topoldgico finito en términos de FD-relaciones y funciones submodu-
lares, como también algunos conceptos y propiedades tales como: puntos de
acumulacion, punto exterior, conjunto cerrado, conjunto denso y los axiomas
de separacién.
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Abstract. In this paper we study the connections among finite topological
spaces, FD-relations (or databases) and submodular functions. We interpret
the properties of closure operators of finite topological spaces, in terms of
FD-relations and submodular functions, we also characterize concepts and
properties such that: accumulation points, exterior point, closed set, dense set
and separation axioms.
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1. Introduccién

Las estructuras matematicas de dependencia funcional comtinmente conocidas
como FD-relaciones, son propias de la Teoria de las bases de datos, introduci-
das por Armstrong en [1]. Estas también se han utilizado para describir y com-
prender las teorias que estudian: topologias, matroides, reticulos distributivos,
variables aleatorias y sus funciones de entropia, redes de flujo y de informacion
y juegos, entre otros, ver por ejemplo [2], [3] ¥ [5].

La definicién de FD-relacién que se utiliza en este articulo es la que presenta
Matus en [3]. Allf el autor da la definicién de FD-relacién desde un punto de
vista conjuntista mediante el siguiente sistema de axiomas: Sea F un conjunto
finito, una FD-relacién N es un subconjunto de 2¥ x 2F que satisface:
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(FD1) Si I CJCE, entonces (J,I) € N.
(FD2) Si (I,J),(J,K) € N, entonces (I,K) € N.
(FD3) Si (I,J),(I,K) € N, entonces (I,J UK) € N.

Ejemplo 1.1. La relacién de contenencia considerada sobre un conjunto F,
define la FD-relaciéon mas pequena que se puede construir sobre dicho conjunto.
Esta corresponde a la coleccién de aquellas parejas en 27 x 2F cuya segunda
componente es un subconjunto de la primera componente. Se notara esta FD-
relacién por Ng. Es claro que la FD-relacién Nz estd contenida en cualquier
otra FD-relacién definida sobre E. Por ejemplo, si E = {a, b}, entonces

Ne ={(¢,9),{a}, ), {b}, ¢),({a, b}, ¢), ({a}, {a}), ({0}, {b}),
({a,b}, {a}), ({a, 0}, {b}), ({a, b}, {a, 0})}.

Uno de los resultados més interesantes que se presentan en [3] y [5] es la relacién
biunivoca entre las FD-relaciones y los operadores de clausura.

Los operadores de clausura estan entre los objetos més conocidos en ma-
tematicas. Estos permiten definir ciertas estructuras matematicas, entre las
cuales se encuentran los espacios topoldgicos. Sea E un conjunto, un operador
c:2F = 2F es de clausura si satisface las siguientes propiedades:

(CL1) I C ¢(I) Proyeccién.
(CL2) SiI C J, entonces ¢(I) C ¢(J) Monotonia.
(CL3) ¢(I) = ¢(c(I)) Idempotencia.

Los operadores de clausura de los espacios topoldgicos satisfacen ademas las
propiedades:

(CT4) c(¢) = ¢.
(CT5) C(UZ:1 I) = UZ:l c(Iy).

Otro de los resultados que se presentan en [3] y [5], es la conexién biunivoca
entre las FD-relaciones, los operadores de clausura y las clases de funciones
submodulares.

Las funciones submodulares aparecen comunmente en Teoria de Matroides,
Teoria de Grafos, Teorfa de Juegos y algunos problemas de optimizacién lineal,
donde se destaca su uso en el Algoritmo Greedy, ver [2]. Sea E un conjunto
finito, una funcion f : 2F — R es submodular si satisface la propiedad

f(A)+ f(B) > f(AUB)+ f(ANB), para todo A,B C E. (1)

f se dice no decreciente, si para todo A C B C E, f(A) < f(B). f se dice
polimatroide si es submodular, no decreciente y se anula en el conjunto vacio.

Este articulo estd organizado de la siguiente manera: en la Seccién 2, se
establecen las conexiones entre FD-relaciones, operadores de clausura y fun-
ciones submodulares siguiendo los lineamientos de [3] y [5]. En la Seccién 3,
se interpretan las propiedades (CT4) y (CT5) en términos de FD-relaciones
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y funciones submodulares, de igual manera, se caracterizan algunos conceptos
propios de los espacios topoldgicos finitos tales como conjunto cerrado, conjun-
to denso, puntos de acumulacion, punto exterior y los axiomas de separacion.
En la Seccién 4, se presentan las conclusiones y se proponen algunas ideas que
se podrian abordar en futuras investigaciones.

Listamos a continuacién la notacion que se usard y se enuncian algunos
conceptos bésicos.

1. En el articulo se ha reservado la letra E para denotar un conjunto finito.
2. El complemento de un conjunto A, se denota por A°€.

3. Sean X un conjunto finito, y P : 2X — Z una funcién de probabilidad

dada por P(Y) = |‘XL|‘, para Y C X. Se define la entropia de Y como

H(Y)=->_ P(y)lnP(y).

yey

2. FD-relaciones, operadores de clausura y fun-
ciones submodulares

En esta seccién se presentan las proposiciones que establecen la relacion entre
las FD-relaciones, los operadores de clausura y las funciones submodulares no
decrecientes. Los detalles de algunas demostraciones pueden encontrarse en [3],
4]y [l

En el siguiente resultado se muestra la relaciéon biunivoca que existe entre
las FD-relaciones y los operadores de clausura.

Proposicién 2.1. (i) Sea N' C 2% x 2¥ una FD-relacién. El operador

en@)= |J J (2)

(I,J)eN
es de clausura.
(ii) Sea c un operador de clausura sobre E. Entonces,
Ne={(I,J)e2F x2F . J C ¢(I)} (3)
es una FD-relacion.
(iii) Si N es una FD-relacidn, entonces N'= N, .
(iv) Si ¢ es un operador de clausura, entonces ¢ = cy,.

A continuacién se presenta una relacién entre funciones submodulares, no de-
crecientes, FD-relaciones y operadores de clausura.

Proposicion 2.2. Sea f una funcion submodular no decreciente sobre un con-
junto E. Entonces:
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(i) El conjunto
Np={,J) €28 x25: f(I) = fTUJ)} (4)
es una FD-relacion.
(i) El conjunto
ci(l)={ze€E: f(I)=f(IUx)} (5)
es un operador de clausura.
Una pregunta natural que surge cuando se tiene una FD-relacién (o un operador
de clausura) es si existe una funcién submodular tal que N' = Ny, (o ¢ = ¢y).

En las siguientes proposiciones se construyen funciones submodulares a valor
entero y de entropia que satisfacen lo requerido.

Proposicién 2.3. Para cada FD-relacién N, existe por lo menos una funcién
submodular f no decreciente a valor entero tal que N'= N.

Demostracion. Para mostrar que la proposicion es valida, se construye una
funcién fz submodular, no decreciente a valor entero y se muestra que N' = N7, .
Sea A/ una FD-relacién con soporte E, consideremos el conjunto

C={re2:ey()= |J J=1}, (6)
(I,J)eN

y definamos para cada J € C y para todo I C E, la funcién
q;: 28 -7
I'=q;(I) = qs(I = J),
donde
qe : 2f 57
0, sil=g, (8)

IHQ¢(I):{1 sil+o.

Note que la funcién g; es submodular, pues para todo A, B C E:

1.SiA—J=¢y B—J=¢,entonces (AUB)—J =¢, (ANB)—J = ¢.
Luego

2.SiA—J=¢y B—J# ¢, entonces (AUB) —J # ¢, (ANB)—J = ¢.
Luego
qs(A)+q;(B) =q;(AUB) +q;(ANB) = 1.

3.S1iA—-J#¢y B—J+# ¢, entonces (AUB) —J # ¢, (ANB) —J D ¢.

Luego
2=qy(A) +qs(B) = ¢;,(AUB) + q;(AN B).
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Ademsds, la funcién ¢y es no decreciente, si A C B C F, entonces qj(A) <
qs(B),pues A—JC B—J.
Por 1ltimo, se define la funcién

fZ 2F 57
Tes fo() = 3 as(D). ©)

Jec

La funcién fz es submodular no decreciente, debido a que es suma de funciones
submodulares no decrecientes.
A continuacién se mostrard que N' = N7,.

(C) Sea (I,K) € N. Entonces, por la Proposicién 2.1, K C cy(I). Veamos
que ¢;(I) = ¢;(I U K) para cada J € C.

(i) Si qs(I) = 1, entonces go(I — J) = 1, es decir, I — J # ¢. Luego
ITUK)—J#¢yq(IUK)—J)=1,de donde ¢g;(IUK) = 1.

(ii) Sigqs(I) =0, entonces I —J = ¢, es decir, I C J. Luego, cyr(I)—J =
¢ (pues si z € cy(I) — J, entonces (I,z) € Ny como I C J,
(J,I) € N, luego por (FD2), (J,x) € N, de donde = € cpr(J) = J
contradiciendo = € car(I) —J). Y como K C cnr(I), K —J = ¢, esto
es ¢j(K) =0. Ademas, I — J = ¢, implica ¢;(IUK) = q;(I) =0.

Entonces,

f2(D) = as(D)

Jec

=> (IUK) (10)
Jec

= fz(IUK)

Asi, por la Proposicién 2.2. (I, K) € N,.

(2) Sea (I,K) € Ny, entonces fz(I) = fz(IUK), esto es > ;.0qs(I) =
> sec @I U K). Veamos que ¢;(I) = q;(I U K) para todo J € C. Su-
pongamos que para algin J € C, ¢;(I) = 0y ¢;({ UK) = 1, como
fz(I) = fz(I UK), deberd existir J' tal que g5 (I) =1y qp(IUK) =0,
es decir I —J" # ¢, de donde (JUK)—J' # ¢, de aqui gy (JUK) =1 # 0.
Entonces, ¢;(I) = q;(I U K) para todo J € C.

Veamos ahora que (I,K) € N.SiI C E, se tieneque I € Co I ¢C.
(i) Si I € C, entonces qr(I) = ¢ (IUK) =0, de donde (JUK) — I =
K —1I=¢,luego K C I y por (FD1) se tiene que (I,K) € N.

(ii) Si I ¢ C, entonces cn(I) € C, luego qc\(1)(I) = qepn(IUK) =0,
de donde (JUK) —cen(I) = K —en(I) = ¢. Asi, K Cen() v
(I,K)eN.

O
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Para mostrar la existencia de una funcién submodular no decreciente de en-
tropfa, se presenta la construccién realizada por Varela en [5], la cual se obtiene
mediante el siguiente plan:

1. A partir de un conjunto especial A, definir una FD-relacién N4 (Propo-
sicién 2.4).

2. Construir una funcién submodular no decreciente r 4, asociada a la FD-
relacién N4 (Proposicién 2.5).

3. Ver que toda FD-relacién tiene la forma A4 (Proposicién 2.6).

A continuacién se presentan las proposiciones que soportan la construccion.
Los detalles de las demostraciones se pueden encontrar en [5].

Proposicién 2.4. (i) Sea E un conjunto finito. Para cada i € E, sean X
un conjunto finito no vacio, Xy = Hiel X; para cada I CE y X = Xg.
Ademds, si x = (x;);cp, entonces el conjunto N4 definido de tal manera
que

(I,J) € Na, siy sdlo sixy =y implica xy =y para todo x,y € A
es una FD-relacion.

(i) Ry := {(z,y) € Ax A : x5 =y} es una relacion de equivalencia. Si
(I,J) € Na, entonces R{ C R%}. Esto quiere decir que A/R{ (X/R
denota el conjunto de clases de equivalencia definidas sobre X por una
relacion de equivalencia R) es un refinamiento de AJR%.

Proposicién 2.5. Sea E finito y A como en la Proposicion 2.4. La funcidn
TA 2E — R
G|, |Gl
GEA/R$
es submodular y no decreciente.

Proposicién 2.6. Toda FD-relacion N con soporte E define una funcién sub-
modular .

Corolario 2.7. (i) Sea A un conjunto como en la Proposicion 2.4. Entonces,
=Na.
A

(ii) Sea rn la funcion submodular obtenida a partir de la FD-relacidn finita
N segiin la Proposicion 2.5. Entonces N = N,., = N,.,,.

A partir de la construccién de la funcién submodular r4 dada por (11), se
deducen las siguientes observaciones:

1. |A| es dos veces el nimero de elementos en 2% x 2F que no pertenecen a
la FD-relacién N

2. Si ny = |ea(I)|, entonces el niimero de parejas en 2F x 2% que tienen
como primera componente a I y no estan en NV estd dado por

Fr =2lEl _ont, (12)
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3. El ntimero de elementos en cada clase A/R% es uno o dos. Ademss, el
nimero de clases con dos elementos estd dado por

Sr= > Fj (13)

Iecen, (J)

por consiguiente el nimero de clases en A/R7' con un elemento es |A| —
257.

Teniendo en cuenta las observaciones anteriores se puede escribir la funcién 74
de la siguiente manera:

Gl 1G]

GeA/R}

2 2 1 1
=-S5 {—mh—)—-(A4-25) | ——In—
1(|A A|> (14 ”(|A A|>

251
=——"In2+1Inl4|.
Al

Algorithm 1 Determinar la funcién submodular de entropia

TAZQE%R

Require: Una FD-relacién N definida sobre un conjunto finito E.
Ensure: Para cada I C F,

In|A| — 250102, sil
rA(I):{n| | = Tafn2, sil#9,

0, sil = ¢.
for I C E, do
enh= |J 7
(I,J)eN
nr = |ex (1)
end for
for I C FE, do
Fr = 2Pl _gm
|Al=2>" Fr.
Ie2F
end for

for ICE, I#¢ do

Sr = Z Fjy.

ICen (J)

end for
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El anterior algoritmo permite calcular los valores de la funcion r 4 para cualquier
FD-relacién contenida propiamente en 2F x 2F o un operador de clausura
definido sobre E. Nétese que si ' = 2F x 2F la funcién r4 es constante.

Ejemplo 2.8. Sea E = {a,b, c}, consideremos el operador de clausura

c:2F 5 9F
o
{a} — {a,c}
{o} — {b}
{c} = {c}
{a,b} — {a,b,c}
{a,c} — {a,c}
{b,c} — {b,c}
{a,b,c} — {a,b,c}

Para cada I C FE se calcula F}

Fy=8-1=7
Floy=8—4=4
Fpy=8-2=6
Fiy=8-2=6
Flapy =8-8=0
Flaeg =8—4=14
Fpoy=8—4=4

Flape =8—8=0.

Por lo anterior se tiene que

Al=2>F

ICE
= 62.

Ahora para cada I C E se obtiene el valor de Sy

Sta} = Fray + Flapy + Flaey + Flap,ey =8
S{b} = F{b} + F{a,b} + F{b,c} + F{a,b,c} =10
Stey = Flay + Fiey + Flapy + Flaey + Fioey + Flap,ey =18
Stapy = Frapy + Frapey =0
Staet = Flay + Flapy + Fla,er + Flapey =8
Stoey = Frapy + Fioey + Flap,ey =4
S{a,b,c} = F{a,b,c} = 0.

Boletin de Matemdticas 21(1) 33-52 (2014)



Conexiones entre espacios topolégicos finitos, FD-relaciones y funciones submodulares 41

Finalmente,

TAZQN%R
¢—0
16
In62 — —1n2
{a} — In6 Tk
2
—Oln2
62
36
{C}*—)ln627@1n2

{b} — In62 —

{a,b} — In62

16
{a,c} — In62 — 6—21112

8
{b,c} — In62 — @IHZ
{a,b,c} — In62.

Se presenta a continuacién un ejemplo de una funcién submodular no decre-
ciente que define el operador de clausura de un espacio topoldgico

Ejemplo 2.9. Sea (E,7) un espacio topoldgico y ¢, su operador de clausura.
Se define

f:28 572

15T = Jer (D). .

La funcién f : 2P — Z es submodular no decreciente y cf=c.

Demostracion. Sean c, el operador de clausura de una topologia definida
sobre el conjunto E'y A, B C E. Por el principio de inclusién y exclusion de la
Teoria de conjuntos y (CT5) se tiene que:

F(AUB) + F(ANB) = [es(AUB)| + |e- (AN B)

=|c,(A) Ucr(B)| + |e- (AN B)|

= [er (A)| + ler(B)| = |er(A) Ner (B)| + [e- (AN B)
ler(A)] + |er (B)] = |er(A) Ner(B)| + [er (A) Ner (B)

= f(4) + f(B).

IN

Si A C B, por la monotonfa ¢,;(A) C ¢, (B), entonces f(A) = e (A)] <
ler (B)| = f(B). Asi, la funcién f es submodular y no decreciente.
A continuacién se muestra que ¢ = cy-

(C) Sean I C E'y = € ¢, (I). Por la monotonia e idempotencia del operador
de clausura, ¢ (x) C ¢, (I) entonces,

CT(qu) = CT(I) UCT(x) = CT(I)'

Por lo tanto, f(I) = f(I Ux). De aqui y la Proposicién 2.2, = € c7(I).
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(2) Sean I C E'y x € c3(I). Entonces,

() =lex(D)] = fTUz) = |e(I) Uer ()], (15)
luego ¢, (x) C ¢, (I). En consecuencia = € ¢, (I).
O

Las construcciones de las funciones submodulares fz, r4 y f motivan la si-
guiente definicién.

Definicién 2.10. Dada una FD-relacién A (o un operador de clausura c), se
define A(N) (respectivamente A(c)) como el subconjunto de funciones submo-
dulares no decrecientes tales que Ny = N,

AN) = {f : Nf = N}, (16)

La anterior forma de definir A(N) permite construir una particién sobre el
conjunto de funciones submodulares no decrecientes, o equivalentemente sobre
el conjunto de operadores de clausura definidos sobre un conjunto F, mediante
la relacién de equivalencia definida de la siguiente manera: sean f y g funciones
submodulares no decrecientes, entonces f estd relacionado con g, (f ~g), siy
sélo si, Ny = Ny, o de manera equivalente ¢y = ¢.

Proposicién 2.11. (i) Sean N una FD-relacion y f € AN). Si « es un
numero real positivo, entonces f+a y af son funciones submodulares no
decrecientes en A(N).

(ii) El conjunto A(N') es cerrado bajo la suma usual entre funciones.

3. Espacios topolégicos, FD-relaciones y funcio-
nes submodulares

Un operador de clausura ¢ que define un espacio topoldgico (E, 7), satisface las
propiedades adicionales:

(CT4) c(¢) = ¢
(CT5) C(UZ:1 1) = UZ:1 c(Iy).

En esta seccién se interpretan las propiedades (CT4) y (CT5) en términos
de las FD-relaciones y las funciones submodulares. Esta interpretacion permi-
tird caracterizar algunos conceptos y propiedades de los espacios topoldgicos
finitos tales como: conjunto cerrado, conjunto demso, punto de acumulacion,
punto exterior y axiomas de separacion en término de FD-relaciones y funcio-
nes submodulares.

En lo que sigue, ¢, denotard al operador de clausura del espacio topoldgico
(E,7) y N; la FD-relacién que se obtiene a partir del operador de clausura c;,

es decir, N = N__.

Proposicién 3.1. La FD-relacién N- con soporte E satisface las propiedades
adicionales:
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(FD4) Si(¢,J) € N; para algin J C E, entonces J = ¢.

(FD5) Si (Up_y Ix,J) € N7, entonces existe una coleccion {Jy}tr=1,. n tal
que J =Jy_, Ji con (I, Jy) € Ny para todo k =1,...,n.

Ademds, si una FD-relacidn N satisface (FD4) y (FD5), entonces el operador
de clausura cpr satisface (CT4) y (CT5), es decir, car es el operador de clausura
de una topologia.

Demostracion. Sea N, la FD-relacién con soporte E y ¢, = cy. el operador
de clausura de la topologia 7. Se mostrard que N, satisface (FD4) y (FD5).
Si (¢, J) € N, por la Proposicién 2.1, y la propiedad (CT4),

J Cen, () =9,

luego (FD4) se satisface. Si (Uy_, Ix,J) € N, entonces por la Proposicién
2.1, y la propiedad (CT5),

JCer <O ]k> = CJ cr(Iy),
k=1

k=1

luego existen conjuntos Ji, k =1,2,...,n, tales que J = U;_; Jr y Ji C ¢(Ix),
por lo tanto (I, Jx) € Ny, en consecuencia (FD5) se cumple.

Por tltimo se mostrard que si la FD-relacion A satisface (F'D4) y (FD5),
entonces cys satisface (CT4) y (CT5). La propiedad (CT4) se sigue de (FD4)
y

ewie)= |J J=¢
(¢, J)EN
Para la propiedad (CT5) veamos que ¢ (Up—; Ix) = Up—y en(Ii)-

(C) Sea = € cn (Uj—; Ix) entonces por la Proposicién 2.1, (Uj_, I, z) €
Ny = N, luego por la propiedad (FD5), (Ix,z) € N para algin k =
1,...,n. Asi, z € ey (I}) y por consiguiente = € (J;_; en(Ix).

(2) Como I, C Jg_, Ik, entonces por la monotonfa de los operadores de
clausura, car(Ii) C en (Up—q Ix), luego Up—q en(Ix) € en (Up—q Ik)-

O

Proposicién 3.2. Si f es una funcién submodular no decreciente en A(N7),
entonces f satisface las siguientes condiciones:

(T4) SiJCE vy f(o) = f(J), entonces J = ¢.

(T5) Si f (Up—y 1) = f (Up—y Ix U J), entonces existe una coleccion
{Ji}e=1,..n tal que, J = U,_; ., Jx con f(Ix) = f(Ir U Jx) para todo
k=1,...n.

,,,,,

Ademds, si una funcién submodular no decreciente f satisface (T4) y (T5),
entonces el operador de clausura cy satisface (CT4) y (CT5), es decir, ¢y es el
operador de clausura de una topologia.
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Demostracion. Sean N, una FD-relacién con soporte E y f € A(N;). Se
mostrard que f satisface las propiedades (T4) y (T'5). Supongamos que f(¢) =
f(J), para algiin J C E. Por la Proposicién 2.2 (¢, J) € N,. Entonces, por la
propiedad (F'D4) de la Proposicién 3.1 J = ¢, luego (T'4) se satisface.

Si f(Upzi Ix) = f(Ug—; I U J), por la Proposicién 2.2 (Up_; Iy, J) €
N,y por la propiedad (FD5) existe una coleccion {Ji}rp=1.. . tal que, J =
Up—1 J& con (I, Ji) € N7, y como f € A(N;) se sigue que f(I) = f(I U Jx),
para todo k = 1,...,n, por lo tanto se cumple (FD5).

Por dltimo, se mostrard que si la funcién submodular f satisface (T4) y
(T'5), entonces el operador de clausura cy, satisface (CT4) y (CT5). La pro-
piedad (CT4) se sigue directamente de la Proposicién 2.2 y la propiedad (7'4).
Para la propiedad (CT'5) veamos que cn; (Up—y Ir) = Ujp—1 en; (Ii)-

(S) Sea x € cn; (Up_q Ix), por la Proposicion 2.2 f(Up_y In) =
f(Ui—; I U ), entonces por (T'5), f(Ix) = f(Ix Ux) para algin k =
1,...,n,asi € ca;; (Ik), es decir, x € Ur_, ey (Ix).

(D) Se sigue de la propiedad de monotonia para los operadores de clausura
aplicada a car; .

De este modo es posible definir un espacio topoldgico finito a partir de FD-
relaciones y funciones submodulares no decrecientes.

En el siguiente ejemplo se presenta una funcién submodular no decreciente
que define un espacio topolégico.

Ejemplo 3.3. Consideremos la siguiente funcién f a valor entero, definida
sobre el conjunto F = {a,b,c}

f:28 5172
¢—0
{a}—2
{b} — 3
{c} —4
{a,b} — 4
{a,c} — 4
{b,c} —5
{a,b,c} — 5.

La funcién f es una funcién submodular no decreciente que satisface (T4) y
(T5). El operador de clausura ¢y asociado a la funcién submodular, no decre-
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ciente f estd determinado por:
cp: 28 - 28
6 0
{a} = {a}
v} > v}
{c} = {a,c}
{a,b} — {a,b}
{a,c} — {a,c}
{b,c} — {a,b,c}
{a,b,¢} — {a,b,c},

cy es el operador de clausura de la topologia

T = {(ba {a}7 {b}7 {a7 b}7 {a'7 0}7 {a, b, C}}

3.1. Algunos conceptos de espacios topoldgicos finitos

En las siguientes proposiciones, se caracterizan definiciones y propiedades de los
espacios topolégicos finitos, mediante FD-relaciones y funciones submodulares.

Proposicién 3.4. Sean (E,7) un espacio topoldgico, ¢, su operador de clau-
sura, f € A(N;) y F C E. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) F es un conjunto cerrado.

(i1) (F,J) e N; siysdlosiJCF.
(iii) f(F)=f(FUJ) siysdlo si JCF.
Demostracion.

El conjunto F es cerrado < ¢, (F) = F
& (F,J) e N, paracada JC F
< f(F)=f(FUJ) paracadaJ CF.

O

Proposicién 3.5. Sean (E,7) un espacio topoldgico, ¢, su operador de clau-
sura, f € A(N;) y b € E. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) b es un punto de acumulacion del conjunto A.
(i1) (A—{b},b) € N-.

(iit) f(A) = f(A—{b}).

Demostracion.

b es un punto de acumulacién del conjunto A < b € ¢, (A — {b})
& (A—{b},b) e N,
& f(A) = f(A—-{b}).

Boletin de Matemdticas 21(1) 33-52 (2014)



46 Humberto Sarria Zapata, Leonardo Roa Leguizamén & Raul Emilio Varela

Las demostraciones de las siguientes proposiciones son similares a las anteriores.

Proposicion 3.6. Sea (E,T) un espacio topoldgico, ¢, su operador de clausura,
f€XWN;) y AC E. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) A es un conjunto cerrado.
(it) (A, A*) € N;.
fiii) F(A4) = F(AU A%).

Proposicién 3.7. Sean (E,T) un espacio topoldgico, ¢; su operador de clau-

sura, f € A(N;), AC E yb € E. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) b es exterior a A.
(i1) (A,b) ¢ N-.
(1) f(A) < f(AUD).

Proposicién 3.8. Sean (E,T) un espacio topoldgico, ¢, su operador de adhe-
rencia, f € A(N;) y A C E. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) A es denso.
(i) (A,E) € N;.
(iir) f(A) = f(E).

Ejemplo 3.9. Consideremos la funcién f submodular, no decreciente, definida
sobre el conjunto E = {a,b, ¢, d}
f:2F 57
¢—0
{a} —» 4
{b} — 4
{c} — 4
{d} — 4
{a,b} — 6
{a,c} — 6
{a,d} — 6
{b,c} — 6
{b,d} — 6
{¢,d} — 4
{a,b,c} — 7
{a,b,d} — 7
{a,c,d} — 6
{b,c,d} — 6
{a,b,c,d} — 7.

La funcién f satisface las propiedades (T4) y (I'5), es decir ¢y es el operador
de clausura de una topologia. Entonces,
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1. El conjunto {a, d} no es cerrado, puesto que f({a,d}) = f({a,c,d}), pero

{c} £ {a,d}.

2. El punto a no es un punto de acumulacién del conjunto {a, ¢, d}, debido

a que f({a7 ) d}) # f({C, d})
3. Los conjuntos densos son {a, b, c},{a,b,d},{a,b,c,d}.

4. El punto ¢ no es exterior al conjunto {a,b,d}, puesto que f(a,b,d) =
f(a’ b7 C’ d)'

5. La coleccién de conjuntos cerrados es:
{6, {a},{b},{a,b},{c,d}, {a,c,d}, {b,c,d}, {a,b,c,d}}.

3.2. Axiomas de separacion

En el estudio de los espacios topoldgicos uno de los conceptos mas interesantes
es la separacién de puntos o conjuntos del espacio mediante conjuntos abiertos.
Este tipo de separaciones se estudian bajo la denominacién de axiomas de
separacion Ty, k = 0,1,2,3,4, normales y regulares. En espacios topoldgicos
finitos los espacios T1,75,T5 y T4 son espacios discretos. Notese sin embargo,
que el espacio de Sierpinski, por ejemplo, es normal.

Proposicién 3.10. (i) Sean (E,7) un espacio topoldgico, ¢, su operador
de clausura y f una funcién submodular no decreciente en A\(N;). Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

a. (E,7) es un espacio topoldgico Tp.

b. Para todo x,z € E conx # z, © ¢ ¢ (2), 0, z & ¢, (x).

c. Para todo x,2 € E conx # z, (z,2) ¢ Ny, o, (z,7) ¢ N.

d. Para todo x,z € E con x # z, f(x) < f(xUz), o, f(2) < f(z U 2).

(i) Sean (E,T) un espacio topoldgico y f una funcion submodular no decre-

ciente en A(N7). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a. (E,7) es un espacio topoldgico T;.

b. Para todo v,z € E conx # z, (z,2) ¢ N7, v, (z,x) &€ N

¢. Para todo z,z € E conx # z, f(x) < f(xU2) y f(2) < f(xU=z).
Demostracién. (i) Sean x,z € E con = # 2,y (E, ) un espacio topoldgico

Ty con operador de clausura c,. Entonces, sin pérdida de generalidad
existe un conjunto abierto U tal que

zelUy 2¢U S 2¢c.(x)
& (z,2) ¢ N,
& f() < fwU2)
<z ¢ cp(z) = cr ().
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(ii) Sean (FE,7) un espacio topoldégico T1 y ¢, su operador de clausura. En-
tonces, para todo x,z € E con x # z, existen conjuntos abiertos U, y V,
tales que

2¢U, yx ¢V, ez e (x), y x¢c(2)
& (2,2) ¢ N>y (2,2) E N7
& fla) <flzuz) y f(z) < flzU2).
O

Proposicién 3.11. Sean (E,T) un espacio topoldgico y f una funcién submo-
dular no decreciente en A(N). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) (E,T) es un espacio topoldgico regular.

(i) Si F es un conjunto cerrado y x € E tal que x ¢ F, existe un par de
conjuntos U y V disyuntos y abiertos tales que (V¢ ,z) e N, y (U, F) €
N;.

(i) Si F es un conjunto cerrado y x € E tal que x ¢ F, existe un par de
conguntos U y V' disyuntos y abiertos tales que f(V¢) = F(VeUz) y
f(U¢)=F({U°UF).

Proposicién 3.12. Sean (E,T) un espacio topoldgico y [ una funcién submo-
dular no decreciente en AN(N;). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) (E,T) es un espacio topoldgico normal.

(ii) Si F y G son conjuntos cerrados y disyuntos, existe un par de conjuntos
U yV disyuntos y abiertos, tales que (V¢ F) € N y (U, G) € N;.

(iii) Si F y G son conjuntos cerrados y disyuntos, existe un par de conjuntos U
y V disyuntos y abiertos tal que f(V°) = f(VCUF) y f(U°) = f(U°UQG).

La demostracion de las Proposiciones 3.11 y 3.12 es similar a la de la Proposi-
cién 3.10.

Ejemplo 3.13. La funcién submodular del Ejemplo 3.9 define el operador de
clausura cy, de una topologia regular.

4. Conclusiones

La realizacion de este articulo surgié como continuacién del trabajo desarro-
llado por Raul E. Varela [5]. Alli el autor plantea una pregunta acerca de la
relacién entre los espacios topoldgicos y las FD-relaciones. Con el objetivo de
dar respuesta a este problema, se establecen en este articulo las bases de las
conexiones entre las FD-relaciones, las funciones submodulares y los espacios
topoldgicos finitos. Lo anterior permite caracterizar conceptos tales como con-
junto cerrado, conjunto denso, puntos de acumulacién, punto exterior y los
axiomas de separacién en términos de las FD-relaciones y las funciones submo-
dulares.

A continuacién se plantean algunas preguntas que podrian ser abordadas
en futuras investigaciones.
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1. Encontrar un algoritmo que determine todas las funciones submodulares
(salvo dilataciones o contracciones) que definan un espacio topoldgico
finito dado.

2. Describir el cono convexo que determina el conjunto de funciones submo-
dulares que definen un espacio topoldgico finito dado.

3. Estudiar los poliedros que definen topologias finitas, caracterizando el
poliedro independiente y el poliedro base de las funciones submodulares
asociadas a dicha topologia, ver [2].

4. Verificar que otras propiedades y conceptos basicos pueden ser caracte-
rizados mediante FD-relaciones y funciones submodulares, por ejemplo:
bases, compacidad, conexidad, continuidad, etc.

5. Estudiar los espacios topoldgicos finitos mediante las herramientas de la
Teoria de la informacién, ver [4].

6. Estudiar una posible generalizacion de los resultados a espacios topologi-
cos infinitos, esto es posible hacerlo para ciertas topologias usando fun-
ciones de medida.

5. Anexo: Calculo de las funciones f7, f y r4 en
espacios topolégicos con 2 y 3 elementos

En esta seccién se calculan los valores de las funciones fz, f y r4 para los dife-

rentes espacios topoldgicos que se definen sobre un conjunto de 2 y 3 elementos.

Sea E = {a,b}. Las topologias no isomorfas que se pueden definir sobre E
son:

1= {(ba {a’ b}}’
T2 = {Qsa {a}, {b}7 {a, b}}7
73 = {¢a {a}a {aa b}}a

v los valores de las funciones fz, f y ra, se calculan a continuacién

fz ||| T3
6 10010
{a} |1 ]2] 2
My (121
Tabl | 1|3 | 2

Tabla 1: Célculo de valores para el polimatroide f7 : 2€ — Z, donde E = {a, b}
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f T | T2 | T3
é o[o0]o
{a} 2 1 2
{b} 2 1 1
{a7b} 2 2 2

Tabla 2: Célculo de valores para el polimatroide f : 2¥ — Z, donde E = {a, b}

A 71 T2 73

) 0 0 0

{a} | In6 | In14—ZIn2 In 10
{b} |6 |Inl4—2mn2 | Inl0—ZIn2
{a,b} | In6 In14 In10

Tabla 3: Célculo de valores para la funcién de entropia r4 : 2 — R, donde
E ={a,b}

Sea E = {a,b,c}. Las topologias no isomorfas que se pueden definir sobre E
son:

71 =1{¢,{a,b,c}}

72 ={¢,{a}, {0}, {c}. {a, b}, {a, c},{b,c},{a, b, c}}
73 = {¢,{a}, {b},{a, b}, {b, c} . {a,b,c}}

71 = {¢,{a}, {b},{a, b}, {a,b,c}}

75 = {0, {a}, {a,b},{a,c}, {a,b,c}}

76 = {¢,{a}, {b,c},{a.b,c}}

7 ={¢,{a},{a,b},{a,b,c}}

78 = {¢,{a, b}, {a,b, c}}

79 = {0, {a},{a,b, c}}.

Los valores de las funciones f7z, f y r4, se muestran a continuacién

fz TL | T2 | T3 | T4 | T5 | Te | Tr | T8 | To
10} 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ta] [ 141331412322
oY [1 44322221
142122111
Tab] | 11654433 2]2
facl (11643433 2]2
el |16 43 (32221
Tabel [ 17 5] 4]4]3][3]2]2

Tabla 4: Célculo de valores para el polimatroide f; : 2¢ — Z, donde E =
{a,b,c}
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Tabla 5: Célculo de valores para el polimatroide f : 2F — Z, donde E = {a, b, c}

f

o
o

a
N
e

=

3
&
3

¢

{a}

{b}

{c}

{a,b}

{a.c}

{b,c}

WWWWwwwo
WIN| NN | == O

{a,b,c}

W N W HN=O
WIN N W =N O
W W w| |~ wl O]

WIN| W W NN =IO

W W W HNWO
W W W W= wwo
W W W NN W o

TA 1 T2 73 T4 75
é 0 0 0 0 0
{a} |Inl4 | In74— 2In2 | In62— P2 | In58— 5 In2 In 46
{b} Inl4 [ In74—Hn2 | In62— £ In2 | In58— £ In2 | In46 — 131In2
C n n — 55 In n — 57 in n — T n n — 55 i
Inl4 | In74— 422 | n62— B2 | In58 - 22In2 | In46 — 7 In2
a, nl4d | In74 — = 1In2 n62 nb58 n 46
b} |1 1 1 1 1 1
a,c nl n74—+mn2 | In62—- 52 | Ind68 — 5 In2 n 46
Inld | In74— 1 1 ol 1 1 In4
{bec} |In14 [ In74— -2 | In62—EIn2 | In58 — £ In2 | In46 — 5 In2
{a,b,c} | In14 In74 In 62 In 58 In 46
TA T6 7 T8 79
) 0 0 0 0
{a} | In50- {2 In 42 In 26 In38— & 1n2
ndH0 — 5 n2 | In42 — = 1n2 n 26 n38 — 5 1In2
b 1 21 In42 — £1 1 1 121
{c} |[mI50-2m2|In42-213n2 | 26— 52 | In38—121n2
{a,b} In 50 In 42 In 26 In38— & n2
{a,c} In 50 In42 In 26 In38— 5 n2
{bc} | In50 — 22 | In42— £ 1n2 In 26 In38 — 2 In2
{a,b,c} In 50 In 42 In 26 In 38

Tabla 6: Célculo de valores para el polimatroide r4 : 2¢ — R, donde F =
{a,b,c}
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