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Aproximacién numérica a la propagacion de
ondas de tsunami y caso de estudio en la costa
Caribe Colombiana

Numerical approximation for the tsunami waves propagation and
study case of Colombian caribbean coast

Mario A. Yandar!®, Richard A. De la cruz?"

Resumen. El estudio del fenémeno de tsunami ha sido de gran interés, es-
pecialmente en la iltima década. La utilizacién de modelos matematicos para
simular los efectos de tsunami en oceanos y costas ha sido posible, al punto
de calcular con gran detalle y fidelidad, los tiempos de llegada y las alturas
de ola en zonas especificas de interés. El presente trabajo muestra los elemen-
tos matematicos y computacionales generales de la propagaciéon de tsunami
para la cuenca del mar Caribe con enfoque especial a la Bahia de Cartagena,
Colombia.
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Due to the use of mathematical models to simulate the effects of tsunami on
oceans and coasts, it has been possible to compute accurately arrival times
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136 Mario A. Yandar & Richard A. De la cruz

1. Introduccién

Los tsunamis son algunos de los fenémenos que se manifiestan mas dafiinos para
las costas y, por lo tanto, el entendimiento de fenémenos fisicos similares es de
particular importancia. La utilizacién de modelos matematicos para estudiar
eventos como los tsunamis, han permitido comprender con un alto grado de
detalle el peligro en las comunidades expuestas. La simulacién matematica
puede modelar las caracteristicas més importantes del desarrollo del tsunami
y, eventualmente, escenarios de afectacion plausibles para el caso de poblaciones
costeras.

La simulacién de los procesos fisicos asociados a un tsunami se puede reali-
zar por medio de la soluciéon numérica de un sistema de ecuaciones de derivadas
parciales. La solucién de este sistema representa el movimiento del cuerpo de
agua y su eventual desplazamiento sobre el relieve costero en forma de inun-
dacién [4, 9]. Cabe mencionar que la simulacién de tsunamis, para casos rea-
listas, se presenta como un escenario donde los datos conocidos del sistema de
ecuaciones diferenciales parciales son representadas por un conjunto de datos
batimétricos (fondo marino) irregulares y por las caracteristicas de la fuente ge-
neradora. La presencia de estos términos irregulares puede dificultar el analisis
matematico y numérico de estos sistemas, debido a que causan diversos tipos
de discontinuidades y pérdida de regularidad en la solucién exacta (cuando se
pueda garantizar su existencia) e incrementa la complejidad del cdlculo eficiente
de una solucién numérica [4].

En este documento se presentard la estructura matematica general necesaria
para entender el proceso de propagacién de ondas en un escenario particular y
con las condiciones de fondo marino y costa del caribe Colombiano. La fuente
generadora (terremoto submarino) se establece con base en referencias externas.
Se analizardn los detalles del modelo y software utilizados [13].

Este articulo introducird algunas generalidades del sistema de ecuaciones de
aguas rasas en dos dimensiones, seguido de la derivacién del método numérico y
el método de Godunov. A continuacién se presentaran algunas caracteristicas
de la implementacién del modelo en su aplicaciéon con el Software Clawpack
(Conservation Laws Package) y finalmente se muestran algunos resultados sobre
el escenario de la cuenca del mar Caribe.

2. El Sistema de ecuaciones de aguas rasas en
dos dimensiones espaciales

El efecto de la propagacion de ondas tipo tsunami se puede modelar con las
ecuaciones de aguas rasas (Shallow Water -SW-, por sus siglas en inglés), ver
[9]. La formulacién de este modelo tiene en cuenta el balance de las fuerzas
que actuan sobre el volimen de agua y las caracteristicas del fondo marino.
Adicionalmente puede tenerse en cuenta los diversos elementos que intervienen
en la interaccién de la onda con la parte seca de la costa [4]. Debido a la
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complejidad matemadtica y numérica de este modelo, y la importancia de sus
posibles aplicaciones tedricas y précticas, el estudio analitico y numérico de los
sistemas de ecuaciones de aguas rasas, se presenta como un problema de amplio
interés de estudio e investigacion para diversas disciplinas.

El sistema de aguas rasas es considerado un sistema de ecuaciones diferen-
ciales apropiado para representar la propagacién de ondas cuyas amplitudes
son mayores que la frecuencia [5]. Se presentardn algunos elementos tedricos y
algunas soluciones aplicadas sobre las profundidades variables y la rugosidad
del fondo bajo las condiciones iniciales.

La formulacién del sistema en dos dimensiones de la profundidad promedio
de las ecuaciones de aguas rasas no lineales estd dada por:

he + (hu)z + (hv)y =0,

1
(hu)s + (’“‘2 + 29h2> + (huv)y = —ghBy = Du, (1)

x

1
(hv) + (huv), + <h1)2 + 2gh2> = —ghBy — D,
y

donde h es la profundidad del cuerpo de agua, u y v son las componentes hori-
zontales de los flujos de descarga, B es la batimetria o topografia y D(h,u,v)
es el coeficiente de arrastre, definido por:

9/

D= e : (2)

Los valores de h, hu, y hv representard los componentes de la profundidad del
agua y momento en las direcciones horizontales. Es importante mencionar que
los métodos utilizados en este trabajo son conservativos para masa y momento
con batimetria plana, y conservativo de masa para batimetria arbitraria, cuando
se utiliza una malla fija [9]. La formulacién empirica de Manning M es utilizada
para modelar la friccion del fondo marino y depende de su rugosidad, la cual se
asigna con valor de M = 0,025 definido por defecto en la aplicacion GeoClaw
[13].

Para el sistema de ecuaciones aplicado a la solucién de la propagacién del
tsunami, se considera la relacién de longitud de onda H (cientos de kilémetros)
sobre la profundidad & (miles de metros), en la Figura 1 se presenta una visién
general relacionando los términos de las ecuaciones (1).
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Figura 1: Relacion de longitud de ondas.

Para facilitar referencias posteriores escribimos el sistema (1) en forma canéni-
ca,

@+ (@) + 9(q)y = Y(z,y,1), (3)
donde
h hu
q(z,y,t) = |hu|,  flq) = |hu® + 59h%]
hv huv
hv 0
9(q) = huv y ¢ = |-ghB; — Du
hv? 4+ %gh2 —ghBy — Dv

3. Método numérico

En esta seccion se define el método de Godunov para el sistema hiperbdlico de
aguas rasas en 2D dado por las ecuaciones (1) con fuente ¥ (z,y,t) = 0, escrito
en la forma candnica (3). Para resolver el sistema (1) de aguas rasas en 2D con
fuente ¥(z,y,t) # 0, se utiliza un método de paso fraccional. Ver la Seccién
3.2

3.1. El método de Godunov

Presentamos el método de Godunov siguiendo [9]. Para derivar el método de
volimenes finitos se divide la regién €2 en celdas rectangulares de la forma

Cij = [Ti—1/2, Tiy1/2) X [Yj—1/2Yj+1/2] donde @i 10 — 25170 = ATy Yjp1/2 —
yj — 1/2 = Ay. De este modo se tiene,
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d Yj+1/2
Z4(@,y, )dwdy =/ [ (a(z141/2,9,0)) dy
Yj—1/2

- /yHl/2 f (q(xi—l/Qayvt)) dy (4)

Yj—-1/2

i+1/2
+/ F(a(x, yjr1)2,t)) da

i—1/2
Tit1/2

—/ f(Q(%il/jfl/%t)) de.
x

i—1/2

Ahora, integrando la expresién (4) de t,, a t,+1 y dividiendo por el drea de la
celda Ax Ay se obtiene

Q”H B B % { Z'nﬂ/?,j - Firil/Z,j:|
igtc [Gn j+1/2 Gﬁj—l/z} (5)

donde se ha denotado

n 1 Yj+1/2 Tit1/2 drd
ijNAxAy/y, /I q(z,y,tn) dxdy,

j—1/2 i—1/2
Fn 1 ntl Yj+1/2 dod
. R — - t t
i—1/2j AtA / /yj » f (q(xz 1/2:Y, )) yat,

tn+1 i+1/2
Zl] 12 ~ AtA / q(x yj_l/Q,t)) dxdt

tn i—1/2

con At = t,41—t,. El método (5) se conoce como método de Godunov. Para el
andlisis del método de Godunov en 2D, es conveniente escribirlo primero en 1D.
Para el caso de un sistema de leyes de conservacion 1D en la forma candnica

wi + ¢(w)z =0, (6)

el método de Godunov se obtiene de dividir dominio 2 en celdas C; =
(wi_1/2,T;41/2) y procediendo como antes se obtiene

" At
Wit = Wy = S (@ = Bpn) (7)
con
W 1 /$i+1/2 ( )d
in R w l’,tn 'y
Am Ti—1/2

n 1 fut
Qi) At /t ¢ (w(wi—1/2,1)) dt.
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Aqui el paso del tiempo At se escoge de manera que el numero de Courant
sea menor o igual a 1/2 (para mds detalles sobre el nimero de Courant el
lector puede consultar [3, 9]). Para el problema hiperbélico (6) la informacién
se propaga con velocidad finita, por lo que es razonable suponer que @7, /2 S€
puede obtener con W ; y W*. Asi, se puede usar una férmula de la forma

<I>?—1/2 =F (Win—la Wzn)
para alguna funcion de flujo numérico. El método de Godunov (7) es

At
+1 _
Wi =Wy — Ar (]:(Winv i) _}—(Wﬁhwin))-
Es esencial que el método numérico sea convergente, es decir, la solucién numéri-
ca debe converger a la verdadera solucién de la ecuacion diferencial cuando se
hace un refinamiento de las celdas (cuando At — 0, Az — 0). Esto general-
mente requiere de dos condiciones [12]:

1. El método debe ser consistente con la ecuacién diferencial, es decir, la
solucién se aproxima bien localmente.

2. El método debe ser estable en algin sentido apropiado, es decir que los
pequenos errores cometidos en cada paso de tiempo no crecen demasiado
rapido en los pasos de tiempo posteriores.

Afortunadamente, para sistemas estrictamente hiperbdlicos con dato inicial de
variacién total pequeria el método es convergente [1] (es importante que el
lector también consulte el cldsico teorema de Lax-Wendroff [8, 9]). Para el caso
1D, el sistema de leyes de conservacion para las ecuaciones de aguas rasas esta
dado por

he + (hu), =0,
(hu)t =+ (hu2 + %gh2)x = 0,

el cual puede ser escrito en la forma canénica (6). El problema de Riemann para
este sistema centrado en z;_ /5 tiene una solucién auto-similar que es constante
alolargo de los rayos (z—x;_1/2)/(t—t,) = constante, y para (x—x;_y/2)/t = 0
da el valor de w"(z;_1/2,t). Denote este valor por Wi*—1/2 = w* (W, W).
Esto sugiere definir el flujo numérico @7, /2 bor

1 [l
12 = E/t P(w"(WiLy, W) dt
= o(w* (Wi, W) (8)

Asi se obtiene un algoritmo simple para implementar el método de Godunov
para el sistema de aguas rasas 1D:

1. Resolver el problema de Riemann en x;_; /, para obtener w*(Wj* , W").
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2. Defina el flujo @7, , = F(WL, W) mediante (8).

K3
3. Aplicar el método de Godunov (7) al sistema de aguas rasas 1D.

Finalmente, para implementar el método de Godunov (5) para el sistema de
aguas rasas 2D, se procede de forma natural como en caso 1D, resolviendo
el problema de Riemann ¢; + f(¢q), = 0 con dato Q;_1; y Qi ; para obtener
QF 4 /2,57 mientras que Q;‘ j—1/2 5€ obtiene de resolver el problema de Riemann
gt +9(q)y = 0 con dato Q; j—1 y Q;,;. Los flujos se obtienen por

Fi1y25= f(Q:—l/Z,j) y Gij-12= g(Q;j—l/Q)'

3.2. Un método de paso fraccional con fuente ¢ # 0

Para el sistema (1) de aguas rasas en 2D, se considera el siguiente método de
paso fraccional que consiste en resolver numéricamente

qt + f(u):b = 07
gt + g(u)y =0, 9)
qt = %

en cada paso de tiempo. Para las celdas C;_1 ; y C; j se debe resolver el problema
de Riemann 1D en la direccion de z, es decir,

he + (hu), =0,

1
hu) + [ hu®? + =gh? )| = —ghB, — Du, 10
2

x

(hv)y + (huv), = —Dw.

Observe que las primeras dos ecuaciones en (10) se pueden separar de la ter-
cera y son justamente el sistema de aguas rasas 1D con término fuente. Para
aproximar la solucién del sistema, utilizando el método de Godunov se tiene
n+1/2 At
Qi; =Qf - Ax ( ir1/2.5 ~ Fﬁl/z,j)

At
= Qi = 5 (FQia) — FQ1 )

.
con Q23+1/2 = (h;}+1/2,m;}+1/2,s;}+1/2) , param = hu/hy s = hv/h, y el

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias es aproximado por el método
explicito de Euler (por ejemplo),
n+l _ ;n+1/2
R = hi;

)

n At n Bz _Bi
mn."'_l :7/77,..+1/2 — 7gh+1/2 <+1>

ij ij N ) 9
sn+l/2

n+l _ nt1/2 n+1/2\ “ij

S = Si; At D;; prEsves

ij
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De forma similar se aproxima el problema de Riemann 1D en la direccién de
y. Otra version del método de paso fraccional para el sistema de aguas rasas
en 2D puede ser consultado en [10].

4. Caracteristicas generales y modelo

Las caracteristicas generales tenidas en cuenta para el desarrollo del presente
ejercicio, son:

= La topografia y batimetria pueden ser especificadas mediante multiples
configuraciones de datos para diferentes resoluciones en el andlisis del
flujo.

= La mayoria de las aplicaciones hechas en Geoclaw requiere el uso de coor-
denadas geograficas, aunque tiene la opcién de usar coordenadas carte-
sianas.

= Las celdas pueden cambiar dindmicamente entre hiimeda y seca.

= Se utiliza un oceano en reposo como condicién inicial para la propagacién
del tsunami.

= El cédigo facilita la ubicacién de indicadores, con ayuda de sus coor-
denadas, para medir la variacién de superficie libre del mar respecto al
tiempo.

4.1. Batimetria

El proceso de propagacién de ondas sobre la cuenca se vé afectado de forma
compleja si se tiene en cuenta la disparidad del fondo marino, forma de costa,
entre otros. La informacion batimétrica utilizada en este ejercicio se obtuvo
de la base de datos “Grid Viewing and Data Acces”del GEBCO [7] (General
Bathymetric Chart of the Oceans), un modelo global de 30 segundos de arco
de resolucion.

4.2. Clawpack

El aplicativo Clawpack (Conservation Laws Package) [13] de la Universidad de
Washington es un conjunto de métodos de volimenes finitos para sistemas de
leyes de conservacion lineales y no lineales. Este aplicativo concebido en 1994
por el profesor Randall LeVeque, tiene como principales funcionalidades:

= Solucién de ecuaciones diferenciales parciales tipo hiperbdlico proporcio-
nando un solucionador de Riemman.

= Hay balance hidrostatico.

= Aplicacién de refinamiento adaptativo de mallas.
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4.3. Refinamiento adaptativo de mallas

Los métodos de alta resolucién tipo Godunov solucionan los problemas de
Riemman en cada interface de malla [5]. El mecanismo de refinamiento de ma-
lla adaptativo (Adaptative Mesh Refinement - AMR-~, por sus siglas en inglés)
es utilizado para emplear mallas de mas fina resolucién en regiones de parti-
cular interés, la cual puede asignarse para una ventana geografica especifica o,
dindmicamente siguiendo los flujos y alturas de ola [5]. El refinamiento adap-
tativo se presenta como una utilidad eficiente para el modelamiento: las mallas
gruesas pueden capturar la propagacion del tsunami en aguas profundas, mien-
tras mallas finas son necesarias en areas costeras. En la medida que las ondas
ingresan al area costera, la velocidad decrece y las ondas son comprimidas, lo
cual hace mas larga su amplitud que en aguas profundas.

Los métodos de refinamiento adaptativo usan diferentes tamanos de ma-
llas en diferentes dominios. Estos esquemas pueden ser aplicados a problemas
altamente localizados, como normalmente ocurre en sistemas hiperbdlicos. El
aplicativo ClawPack implementa este método mediante el paquete GeoClaw
[13], algunas propiedades requeridas incluyen la conservacién de masa y mo-
mento y la preservacion de estados estacionarios.

4.4. Deformacion del subsuelo: Okada

Mediante el modelo de dislocacién eldstica [11] se muestra la deformacién del
fondo marino por efecto de un movimiento sismico. Los pardmetros utilizados
para calcular dicha deformacién son:

= la localizacion del hipocentro d,

= la geometria de la falla: ancho, largo, orientacién e inclinacién,
= la direccién del movimiento,

= el desplazamiento medio de los bloques (dislocacién),

= ¢l momento sismico.

La deformacién inicial generadora del tsunami se realiza mediante el modelo
propuesto por Okada [11], con lo que se determina la componente vertical del
desplazamiento en la superficie.

5. Caso de estudio: Caribe Colombiano

Para el caso del caribe no se tienen registros de eventos sismicos recientes (ulti-
mos 100 afios o més) que hayan generado tsunamis en esta zona. Sin embargo,
no significa que no exista el riesgo por este tipo de eventos y constituye un caso
de interés [2].
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Para el presente ejercicio se pretende representar las condiciones de un even-
to ocurrido en la costa caribe panamena el 7 de septiembre de 1882, el cual
se presenta en el ejercicio de Alerta de tsunami para el Caribe de la Comi-
sién Oceanografica Intergubernamental [6], mostrando el escenario inicial y la
propagacién sobre la cuenca del Caribe. Los pardmetros para el cdlculo de la
ruptura inicial, de acuerdo a dicho ejercicio [6], corresponde a dos secciones con
la informacion general presentada en la Tabla 1.

Segmento Oeste  Segmento Este

Latitud 9.7 N 9.83 N
Longitud oW 79.32 W
Ancho 60 Km 40 Km
Largo 182 Km 120 Km
Profundidad 5 Km 5 Km
Strike Tlg 120 g
Slip 11m 11m
Rake 90 g 90 g
Dip 40 40

Tabla 1: Pardametros de generacion evento sismico Panama.

Con la aplicacién del modelo de deformacién Okada, mediante el aplicativo del
mismo nombre de ClawPack, se utilizan los parametros anteriores obteniendo
un célculo una Magnitud de momento M,, = 8,5266, en concordancia con lo
calculado en el ejercicio de alerta de tsunami [6]. El resultado se presenta en la
Figura 2.

Figura 2: Batimetria y Topografia general Mar Caribe. Resolucién 30 segundos
- GEBCO. Se presenta deformacion inicial por sismo en dos segmentos para el
evento propuesto en [6] y con M,, = 8,5266.
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Estos pardmetros se tomaron y ajustaron a GeoClaw para compararse con el
ejercicio de respuesta de Tsunami de la Comisién Oceanografica Interguberna-
mental de la Unesco para Marzo 2015 [6], donde se presenta las caracteristicas
del mismo evento generador presentado en este modelo. El mapa general de
méximas amplitudes en la Figura 3, muestra la tendencia de propagacién de
energia en la cuenca Caribe [6].

Figura 3: Amplitudes méximas para la Cuenca Caribe. Fuente: Caribe Wave
2015. Se muestran las alturas méximas entre 0 y 2m [6].

Los resultados obtenidos presentan las amplitudes maximas y los tiempos apro-
ximados de arribo en diferentes puntos, ver figuras 4, 5 y 6, donde se observa
el efecto de la propagacion, el efecto de la batimetria en zonas costeras. Para
este caso de estudio, el interés se situa en la bahia de Cartagena, indicada en
la Figura 7, mostrando las alturas maximas en el detalle de la Bahia, en efecto
reduciendo la velocidad de llegada y aumentando la amplitud de la onda. Aqui
es importante observar como la forma de la costa y, efectivamente, la batimetria
afectan la llegada del frente de olas del tsunami.

Figura 4: Amplitudes méximas y tiempos de llegada para la cuenca del mar
Caribe. Se presentan las alturas méximas (en metros) y tiempos estimados de
llegada (en minutos). Los ejes presentan la localizacién en Latitud y Longitud.
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Caribe: 5 mins

0.20

9.

-82 -81 -80 -79 -78 -77 -76 -75 -74

Figura 5: Propagacién tsunami cuenca del Caribe. Se presenta el estado de
la propagacion del tsunami 5 minutos después del sismo. En la cuadricula se
presenta la zona de interés (Bahia de Cartagena), definida previamente en el
aplicativo a fin de obtener un detalle del modelo en esta area (AMR). Las
alturas se muestran entre -20 cms y 20 cms debido a las bajas amplitudes de
las ondas en aguas profundas.

Caribe: 30 mins

18 .
17 0.16
16 0.12

0.08
15

0.04
14

0.00
13

-0.04
12

-0.08
M -0.12
10 -0.16

-0.20

—982 -81 -80 -79 -78 -77 -76 -75 -74

Figura 6: Propagacién tsunami cuenca del Caribe. Se presenta el estado de la
propagacion del tsunami 30 minutos después del sismo. En las cuadriculas se
presentan diferentes niveles de resolucién de las mallas (AMR). En la medida
que las ondas se aproximan a las costas reducen su velocidad pero su amplitud
se hace mayor.
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Maximum amplitude / arrival times
T T T Y
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Figura 7: Amplitudes maximas y tiempos de llegada para Bahia de Cartagena.
Se presentan las alturas maximas de entre 0 y 2.6 metros y tiempos estimados
de llegada de entre 30 y 40 minutos luego de la generacién del tsunami. El area
detallada corresponde a las latitudes 10.1 N y 10.6 N, longitudes 75.4 W y 75.9
W.

6. Conclusiones

La comprension de la estructura matematica y su aplicacién a casos reales, de-
finen la utilidad de modelos como el aqui presentados. Caracteristicas compu-
tacionales incorporadas en software como ClawPack, consideradas desde sus
inicios con el andlisis numérico, la eficiencia y la eficacia computacional, han
permitido empatar el requisito indispensable de analizar y comprender la base
matematica para cualquier modelo, con la base algoritmica y computacional
disenada para propésito general y como mecanismo confiable de apropiacién
del conocimiento y retroalimentacién oportuna al mismo modelo.

El proceso de comprender el fenémeno de la generacién y propagacion de
un tsunami d4 una visién amplia sobre el uso de los modelos numéricos y su
relevancia para evaluar escenarios plausibles de riesgo. El presente modelo es
un caso general de uso de las herramientas matematicas y computacionales,
aplicados con las restricciones de datos del terreno, en este caso, la batimetria
y topografia utilizadas para la cuenca del Caribe y la bahia de Cartagena.

El ejercicio de la Comisiéon Oceanografica Intergubernamental muestra un
escenario de riesgo por un evento generador de tsunami para la cuenta del
Caribe y su posible impacto a escala regional. A su vez, el caso de estudio pre-
sentado, muestra un detalle de propagacién también sobre la cuenca Caribe y
especialmente sobre la bahia de Cartagena, utilizando las mismas caracteristi-
cas del evento generador obteniendo resultados equivalentes, con la posibilidad
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de observar el detalle de los tiempos y el espacio geografico con la llegada de
los frentes de olas.

Es importante resaltar que estos resultados solo pueden interpretarse en vir-
tud del detalle de la resolucién batimétrica y topografica a la que se tuvo acceso,
y no constituyen fuente relevante para disefio o toma de decisiones asociadas
al evento de tsunami en esta regién. Sin embargo, tanto el modelo numéri-
co y aplicaciones computacionales muestran que los escenarios y condiciones
simuladas coinciden con otros estudios como los referidos en este trabajo.

Con la observacion de los resultados de la propagacién de ondas y su llegada
a las costas, la pregunta obligada es, Qué ocurrira en las poblaciones costeras.
El proceso de potencial inundacién en zonas de interés es parte de un trabajo
futuro de vital importancia para efectos de preparacién y toma de decisiones;
el eventual proceso de inundacién requiere considerar distintos elementos con
efectos locales de relevancia, entre ellos algunos como los sefalados en [14].
Para estos modelos de inundacién, se debe contar con batimetria y topografia de
alta resolucién, distribucién de la infraestructura local (casas, puertos, calles) y
aspectos geomorfolégicos, por ejemplo el impacto de transporte de sedimentos,
como se ha realizado en estudios de gran detalle [3, 4].
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