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Heuristic Study of the Restricted Three Body
Problem

Estudio Heuristico del Problema Restringido de Tres Cuerpos

Yovani Villanueva''?, Luz Miriam Echeverry':?

Resumen. Este articulo presenta una aproximacién a uno de los problemas
por resolver mas importantes que se ha formulado para este siglo. Se consider6
el problema de tres cuerpos restringido y se hallaron érbitas periddicas alre-
dedor de los puntos de equilibrio estable entre distintos planetas, donde una
nave espacial necesitaria poca energia para moverse. Se implementaron algu-
nas técnicas muy eficientes para la optimizacién de funciones multivariadas y
la integracién de ecuaciones diferenciales. Se obtuvieron muy buenos resulta-
dos y se muestra que con los métodos usados se reduce el tiempo de cémputo
considerablemente.

Palabras claves: Enjambre de particulas, integrador, método de Runge Kutta
y el problema de tres cuerpos restringido.

Abstract. This article presents an approach to one of the most important
unresolved problems that has been formulated for this century. The restricted
three body problem was considered and periodic orbits were found around the
points of stable equilibrium between different planets, where a spacecraft would
need little energy to move. Some very efficient techniques were implemented for
the optimization of multivariate functions and the integration of differential
equations. Very good results were obtained and it is shown that the used
methods reduce the computing time considerably.

Keywords: Particle swarm, integrator, Runge Kutta method and the restric-
ted three body problem.
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Aspectos relevantes

= El método de optimizacién de particulas fue probado para minimimizar
funciones vectoriales, con y sin restricciones y sin usar derivadas.
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= Comparamos el integrador de A. Jorba respecto al Runge Kutta 7-8 para
resolver las ecuaciones diferenciales que modelan el problema restringido
de tres cuerpos, mostrando en estos ejemplos que el primero es mucho
mas rapido con la misma precision.

= Usamos el PSO para minimizar el funcional resultante, para encontrar
orbitas de una nave pequena en el problema restringido de tres cuerpos.

1. Introduccién

A comienzos del siglo XX, mateméaticos notables a la cabeza de D. Hilbert for-
mularon una lista de 23 problemas que guiaron la investigacién en matematica
durante todo el siglo. Varios de ellos se resolvieron, pero quedaron otros que
atn despiertan muchas intrigas. En 1998 los matematicos S. Smale y V. Arnold
publicaron una nueva lista para este siglo [11], algunos de ellos con un premio
de un millén de délares para la persona que los pueda demostrar.

Uno de estos famosos problemas consiste en demostrar la finitud de equilibrios
relativos en el problema de los n-cuerpos en mecanica celeste. El problema de
los n cuerpos se basa en encontrar las soluciones de las ecuaciones que describen
el movimiento (en funcién de las posiciones x; € R?) de n particulas de masas
m;, estas ecuaciones son

n — —
- m;(Z; — Z;
=y M) sy )
=, % — &
J=1i#]

Los equilibrios relativos son soluciones de estas ecuaciones que estan inducidas
por una rotacién en el plano [11, pag 8]. Esto quiere decir que ||Z; — Z;|| = cte
parai,j =1,...,m, i # j y el movimiento se da en un plano. Los casos mas
estudiados han sido para n = 3 (Donde un tercer cuerpo de masa despreciable
tiene 5 lugares para mantener su posicién relativa a los otros dos.), n = 4
(tiene entre 32 y 8472, como es explicado por M. Hampton en [4]) y en 2012
A. Albouy y V. Kaloshin demostraron la finitud para n = 5 en su articulo [1].
Esto también ha sido abordado més recientemente por el experto en sistemas
dindmicos J. Llibre en [10], sin embargo sigue siendo un problema abierto para
n > 6.

Si se consideran tres cuerpos, uno de ellos con masa muchisimo menor a las
de los otros dos, surgen los conocidos 5 puntos de Lagrange donde este cuerpo
de masa pequena puede mantenerse a una distancia constante en relacion a
los otros dos. Hay 2 estables (L4 y L5) y 3 inestables (L1, L2 y L3). Durante
mucho tiempo se pensé que los puntos inestables no serian ttiles debido a que
cualquier perturbacién altera la posicion del cuerpo, pero se pueden usar para
poner satélites en Orbitas alrededor de estos puntos sin que necesiten mucha
energia y su posicién les da gran importancia estratégica.
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En base a esto se presentan los siguientes algoritmos para encontrar estas
orbitas rapidamente y con gran precisién. Sin embargo, existen muchos proble-
mas que requieren encontrar un solo punto en un campo muy muy grande y
otros que necesitan muchas operaciones e iteraciones para converger. Estos son
usualmente llamados NP o no resolubles en tiempo polinomial (se incremen-
ta exponencialmente). Mientras no se puedan fabricar computadores cudnticos
muchos de ellos no se podrén resolver (como el RSA que hace la encriptacién de
muchas cuentas de usuario), pero otros se pueden aproximar usando algoritmos
evolutivos y con auto-aprendizaje como el que se presenta a continuacién.

2. Método de Optimizacién Enjambre de
Particulas

Para ilustrar esta técnica se toma el siguiente ejemplo. Suponga que una perso-
na quiere comprar un computador pero no estd seguro donde comprarlo. Esta
persona ha comprado algunos antes y sabe que en ciertos lugares conseguiria
un buen computador a buen precio. Sin embargo, se reline con sus amigos y les
pregunta sobre las experiencias han tenido sobre esto. Va recopilando informa-
cién personal y de sus conocidos y en base a lo anterior toma la mejor decision.
En [3] [5] y [8] puede ser encontrada la siguiente descripcién de este método.
Sea J : D C R™ — R la funcién que se desea optimizar, entonces:

» Se eligen aleatoriamente las particulas Z§ = (zf ,...,2% ) € Dy sus
velocidades iniciales o = (v} ,..., vk, ) €[0,1]™, ke I.

Luego, para cada iteracionm j:

—k

1. Se encuentra el minimo de {J(#F)},<; v se asigna ﬁ';“ =1  para cada

lmi
k € I, luego se busca el minimo de {J(Z*)}.n<;j ker y entonces g; =
Sk -
z

Mmin

2. Se actualiza el vector velocidad.

'Uk

k
141 ]

k k k k
=anv; + 62?”2[]3@7. - xij] + 037”3[gij — Ty
donde ¢q,¢ca,c3 € (0,2] son pardmetros de ajuste y r1,72,73 € [0,1] son

numeros aleatorios.

3. Se mueven las particulas a su nueva posicién.

k

. k
Uj+1

r 1j+1

= xfj +v

El PSO (Particle Swarm Optimization) fue usado previamente para encon-
trar los minimos de varias funciones vectoriales, algunas de ellas con restric-
ciones. Primero fueron encontrados los minimos locales y globales de ciertas
funciones clésicas encontradas en [5] y [8], para cada ejemplo se usaron 50
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particulas y se dejo correr hasta que |v;|;er < tol, estd diferencia entre el valor
actual y el anterior es en casi todos los casos tol = 10~7. Estos resultados son
presentados en la Tabla 1.

Luego fue usada esta técnica para encontrar soluciones éptimas en el calculo
de trayectorias en el problema de Lambert desarrollado en [9], dando como
resultado semillas para el método de newton en orbitas de baja altura usadas
en [13].

Tabla 1: Anélisis de funciones con el PSO.

Funcion Definicién Inicializacién | Minimo | # iter
Esfera S0 a? 50, 100] 0 187
Griewank | 1 + 555022 — [ [300,600] 0.007 | 2888
[1,2, cos(%)
=1 \ﬁ
Paraboloide | (21 —2)%+(z2—1)? res- [0, 1] 1.393465 | 147
tringido a ©1 = 2z —1
y F+23-1<0
Rastrigin | S0, 22 + 10 — | [2.56, 5.12] 37.8 219
10 cos(2mx;)
. 2
Schwefel 1-2 | 010 (Z§:1 x) [50, 100] 0 403
Sinosuidal | 317, sin(20,/7;) [0, 10] -10 665

3. Problema de tres cuerpos restringido

Como en [3], se buscan soluciones a la dindmica gravitacional de tres cuerpos
con masas mi, me y m3 donde 0 &~ m3g < mgo < my. Se define la unidad de
distancia DU como la distancia promedio entre las dos masas principales (en el
sistema Tierra-Luna, 1 DU = 384400 km) y la unidad de tiempo T'U, el tiempo
en que una de las masas completa una dérbita con periodo 27 (en Tierra-Luna,
1TU = 375190 seg). Se considera la constante gravitacional p = /u/iluz’ donde
W1y pey 1 = —py xre = 1 — pson los pardmetros gravitacionales de my y
ma, resp. Las posiciones en el eje x de estas son x1 = —puy xo =1 — p.

Segun esto se formulan las siguientes ecuaciones de movimiento a partir de
la ecuacién (1) (de acuerdo con [3, cap. 10] y [12, cap. 1] son las ecuaciones de
Birkhoft).

T = Uy,
Y= Vy,
. 2
Vg = g)—g + 2v,, (2)
7 2 1 2 p— . . .
donde Q = £ ;y + \/(xi;:%yz + \/(a:+ul11)2+y2 y existe un invariante para el

sistema, la integral de Jacobi C' = 2Q — (v + v7) [12].

Boletin de Matemadticas 27(1) 15-24 (2020)



Heuristic Study of the Restricted Three Body Problem 19

Si se introduce el dngulo v que forma el vector velocidad (v, v, ) con el eje

X, se obtiene
. §Qycosy —Qysiny

V2Q - C

e integrando, usamos la solucién para el siguiente funcional:

2

J = [a(T) = 2(0)] + [y(T)|+ (3)
+ min {mod HW(T) - g ,2#} ,mod [— ‘v(T) - % ,271'}}

Entonces el problema consiste en encontrar la particula (2(0),T) que minimiza
la funcién objetivo (3) y encuentra el punto inicial y el periodo de una érbita
periddica en el plano que definen los dos cuerpos masivos (6rbita de Lyapunov)
tal que x(T) = z(0), y(T) = y(0) = 0y ¥(T') = v(0) = 7. La existencia de
estas Orbitas viene de los potenciales en la constante de Jacobi y en el sistema
de EDO (2), en el cual se usa desde su fundamento los tipos de trayectorias que
se pueden dar, cénicas dependiendo de la energia expresada en la excentricidad,
y el teorema de la funcién implicita de forma similar a [2].

4. Integradores

Siguiendo [7] y [6] se usé un novedoso método, que como se verd es mucho
mas rapido que el conocido Runge Kutta 7-8. Taylor utiliza diferenciaciéon au-
tomatica para aproximar recursivamente los coeficientes de la serie de Taylor,
estimacién asintética del error a través del cambio aprehensivo del paso del
tiempo y del orden, y por tdltimo aritmética de intervalos para poner cotas a la
region de integracién.

“Este lee un sistema de EDOs y sale una rutina en C que ejecuta un inico
paso de la integracion numérica de esas EDOs, por medio del método de Tay-
lor. Cada paso de la integracion elige el paso y el orden en forma adaptativa
tratando de mantener el error local debajo de un limite dado, y para minimi-
zar el esfuerzo computacional global. También hay soporte para aritmética de
precisién extendida”. [6]

5. Resultados Numéricos

Luego de algunos calculos, se deduce que para el sistema Tierra-Luna se tiene
u = 0.01215510, C' = 3.01 DU/TU, z11 = 0.836893 DU, xro = 1.1557 DU
y xr3 = —1.005065 DU, donde Ly, Lo y L3 son puntos (de Euler) donde se
equilibran las fuerzas gravitacionales de los dos cuerpos con masas consideradas
y son colineales a la recta definida por ellos.

El algoritmo PSO us6 un enjambre de 30 particulas y se dejo correr 1000
iteraciones o hasta que se cumpliera la tolerancia, esto se hizo en C y C++
en Ubuntu 14.04 con un computador Lenovo ThinkCentre E73z 15-4430s de
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2.7 GHz. Los pardmetros desconocidos son x(0) y T, entonces para inicializar
el método se tomaron aleatoriamente xy; — 0.15 DU < z(0) < zp; DU y
3TU < T < 8 TU. Luego se juntaron todos los datos y se produjeron las
siguientes graficas en MatLab.

5.1. Orbitas del sistema Tierra-Luna

A continuacidn, se corroboraron los resultados presentados en [3] y se muestran
en la Figura 1.
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Figura 1: Orbitas alrededor de los puntos de Euler.

Estas orbitas no se pueden mantener a menos que se haga una correccién de
trajectoria, al dejar pasar mas tiempo se observa un comportamiento cadtico
del sistema que termina por perder la nave, pero esta correccién no requiere
mucho combustible. Se observa en la Tabla 2 una disminicién del tiempo de

Tabla 2: Comparacién entre integradores.
L1 L2 L3

RK(7-8) | 13.19 min | 13.72 min | 15.34min
Taylor | 53.18 sec | 50.42 seg | 13.1 seg

procesamiento promedio del 93.29 % respecto al Runge Kutta 7-8, mostrando
en estos ejemplos que el algoritmo de A. Jorba es mucho mas réapido con la
misma, precision.
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5.2. Orbitas alrededor de la Luna

Las Figuras 2 y 3 muestran érbitas alrededor de la luna con la inclusién de
una que relaciona a la luna, a L1 y a L2; algo que no es muy comun si se
consideran masas sin una diferencia muy grande entre ellas. La Tabla 3 muestra
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Figura 3: Orbitas alrededor de la Luna.

unos valores parecidos a los de la Tabla 2. Se pudo observar que los tiempos
obtenidos en distintas simulaciones pueden variar de acuerdo a la variacion
estandar de los numeros aleatorios considerados en el proceso y al nimero de
vueltas peridédicas que se logren dar antes de que el sistema se desordene y la
nave se pierda en el infinito.
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Tabla 3: Comparacién entre integradores.

ml m2 m3 md
RK(7-8) | 21.11 min | 14.66 min | 15.33 min | 12.4 min
Taylor | 12.22 seg | 81.27 seg | 66.71 seg | 50.42 seg

5.3. Trayectorias del sistema Sol-Tierra y Sol-Jupiter

Expandiendo esta teoria a otros sistemas, ahora fsyn—carth = 3.0035 X 1076y
Nsun—jupiter - 9537 X 10_4.

Asi se obtuvieron las érbitas presentadas en la Figura 4.

Las primeras dos imégenes son del sistema Sol-Tierra y la ultima del sistema
Sol-Jupiter. Teniendo en cuenta la proporcion entre las masas de la Tierra y el
Sol, aproximadamente de 1 en 333054, y la distancia entre los dos se llegaron
a Orbitas cénicas con excentricidades medias en el intervalo [0, 1] y no con la
forma de frijol como en el caso Tierra-Luna. La tercera imagen de la Figura 4
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Figura 4: Orbitas alrededor de los puntos de Euler.

es del sistema Sol-Jupiter y aunque tiene muchos puntos de corte, su periodo
no es muy alto y puede ser muy 1util para naves de observacion y exploracion
para este planeta. La Tabla 4 reafirma que el método de Taylor de una gran
precisién al minimizar el funcional J de la ecuacién (3) en un tiempo muy
corto.
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Tabla 4: Comparacién entre integradores.

T1 T2 J1
RK(7-8) | 10.86 min | 12.37 min | 13.33 min
Taylor | 28.71 seg | 14.26 seg | 1.11 min
J 2.73e-15 5.47e-15 5.23e-16

23

6. Conclusiones

El PSO es una gran herramienta de bisqueda de valores criticos, no requiere
derivadas y converge rapidamente. El método de Taylor es una muy eficiente
herramienta para hallar las soluciones de EDOs ya que se pudo reducir el tiempo
de procesamiento de las soluciones de este problema a unos cuantos segundos
con una convergencia alta, que se ve reflejada en la proximidad de J a cero.
Hay regiones del espacio que ofrecen ventajas naturales que pueden ser de gran
ayuda para misiones espaciales futuras. Nuestro planeta y en general todo el
sistema solar aun tienen varios misterios por resolver.
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