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Una introduccion a las Bases de Grobner
An introduction to Grobner’s Basis

Daniel Steven Moran!:?

Resumen. Las Bases de Grobner constituyen un eje central en la teoria del
Algebra Computacional. Su versatilidad y gran nimero de aplicaciones han
permitido que dichas bases sean usadas para la investigacién de diversas ra-
mas de las matematicas, como por ejemplo Algebra Conmutativa, Geometria
Algebraica, Teoria de Graficas, Teoria de Cddigos, Criptografia, por mencionar
solamente algunas de ellas. El presente articulo tiene finalidad introductoria
hacia las bases de Grobner, tomando como referencia algunas de sus aplica-
ciones.
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Abstract. The Grébner Basis constitute a central axis in the theory of Compu-
tational Algebra. Its versatility and large number of applications have allo-
wed these to be used for research in various branches of mathematics, such
as Commutative Algebra, Algebraic Geometry, Graph Theory, Code Theory,
Cryptography, to mention only some of them. The present document has an
introductory purpose towards the Grobner basis, taking as reference some of
its applications.
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1. Introduccion

Cuando Paul Gordan -experto en la teoria de invariantes para los Mathema-
tische Annalen- recibié el revolucionario trabajo [6] de David Hilbert donde
exponfa uno de sus grandes resultados (que posteriormente se llamaria Teore-
ma de la Base de Hilbert), dijo:

“Esto es teologia, {No Matematica!”

1Departamento de Matematicas, Universidad de Pamplona, Pamplona, Colombia.
2?daniel.moran@unipamplona.edu.co



72 Daniel Steven Moran

y rechazé el articulo. Gordan argumenté que la exposicién era insuficiente e
incomprensiva, y le envié los siguientes comentarios a Klein:

“El problema no es la forma... sino algo mucho mas profundo. Hil-
bert ha desdenado presentar sus ideas siguiendo las reglas formales,
y piensa que es suficiente con que nadie contradiga su demostra-
ciom... esta contento pensando que la importancia y correccién de
sus proposiciones son suficientes... pero para un trabajo en Annalen
no es suficiente.”

Uno de los problemas de la demostracién dada por Hilbert era que su demos-
tracién era puramente de existencia, la cual carecia de interés practico.

Tres afios més tarde, en 1893, Hilbert envia una segunda evaluacién [7] a
los Annalen, proporcionando estimaciones sobre el grado maximo del conjunto
minimo de generadores usando sistemas homogéneos de parametros. Esta vez,
su propuesta fue revisada por Klein el cual le respondi6 en una carta a Hilbert:

“Sin duda este es el trabajo mas importante en algebra general que
los Annalen ha publicado.”

El teorema al cual Klein se referia, ha resistido el paso de la historia y actual-
mente se conoce bajo el nombre de Teorema de la Base de Hilbert: Todo ideal en
el anillo de polinomios K[z1, ...,x,] es finitamente generado. Posteriormente,
el mismo Gordan reconoceria la importancia del trabajo de Hilbert diciendo:

“He de admitir que incluso la teologia tiene sus ventajas.”

y publica en [4] una versién del teorema propuesto por Hilbert en donde utiliza
por primera vez ideas similares a las de Bases de Grobner, las cuales llamé “le
systeme irréductible N”.

Posteriormente, Macaulay (1862-1937) introduce en [8] los 6rdenes totales
en el conjunto de los monomios de un anillo de polinomios, con los cuales carac-
teriz6 las posibles funciones de Hilbert de ideales graduados, comparandolas con
ideales monomiales. Esas ideas de Macaulay, fueron retomadas 12 anos después
por Wolfgang Grobner (1899-1980), el cudl publicé en [5] aplicaciones de las
ideas de Macaulay para ordenar polinomios, y resolvié parcialmente el proble-
K[.’Iﬁl, ceey :vn]

I )
siendo I un ideal de dimensién cero. En 1964, Grobner le propone a su estudian-
te de doctorado, Bruno Buchberger (1942- ), la continuidad del problema del
célculo que habia emprendido. Para sorpresa de ambos, consiguieron desarro-
llar un algoritmo que era valido para cualquier ideal I, el cual fue el resultado
principal de su tesis doctoral [2]. En honor a su maestro, Buchberger le llamé
posteriormente a estos conjuntos: Bases de Grobner.

ma de encontrar explicitamente una base del K-espacio vectorial
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En el 2007, Buchberger recibié un premio de la Association for Computing
Machinery’s Paris Kanellakis Theory and Practice Award por su trabajo, reco-
nociendo la importancia de su contribucién a las matematicas y a las ciencias
computacionales.

;,Qué son y para qué sirven dichas bases de Grobner? El presente articu-
lo tiene una finalidad introductoria hacia las bases de Grobner, para lo cual
daremos algunas nociones bésicas en algebra conmutativa.

2. Nociones Basicas

Sea K[z1,...,2,], el anillo de polinomios en varias indeterminadas con coefi-

cientes en un campo K. Definimos lo que es un ideal en K[zq, ..., z,]:
Definicién 2.1. Un subconjunto I C K[z1,...,z,] es un ideal si satisface:
1.0el

2. Si f,ge I, entonces f+gel
3.SifelyheK|zy,...,x,], entonces hf € I

Se puede verificar bajo esta definicién que el conjunto:

(fi, oo fo) = {Zhifi | By, by EK[xl,...,xn]}
i=1

es un ideal, donde fi,..., fs, h1,...,hs € K[z1,...,2,]. Este ideal es llamado
ideal generado por f1,..., fs.

Como K[z, ..., 2,] no es un dominio de ideales principales, no es un anillo
Euclidiano. Consecuencia de ello, es que K[z, ..., z,] no posee algoritmo de la
divisién como lo posee Z y K[z], los cuales son anillos euclidianos. Poseer un
algoritmo de la divisién es una gran herramienta.

Teorema 2.2 (Algoritmo de la divisién). Dados f,g € K[z], existen dnicos
q,r € K[z] tales que

f=aq9+7 (1)

donde r =0 o gr(r) < gr(g).
Si el residuo llega a ser 0, la expresién que tenemos es
f=uqy, (2)

la cual, en términos de ideales de polinomios, significa que f € (g). Por tanto,
el algoritmo de la division constituye una prueba algoritmica para determinar
si un polinomio pertenece o no a un ideal dado en K[z].
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Ejemplo 2.3. El polinomio f = 22 — 3z + 2 pertenece al ideal I = (z — 2),
porque f = (z—1)(x—2). En cambio, el polinomio g = 2% — 42 +1 no pertenece
al ideal J = (2% — 2% + z) porque al hacer la divisién de g = 2° — 4z + 1 entre
23 — 22 + x, el residuo no es cero. Asi, no es posible escribir a f de la forma

= luego no pertenece al ideal generado por 3 — z2 + .
I =4qg, lueg p g p

Notemos que cuando dividimos estamos tratando de eliminar siempre el
término de mayor grado. Para hacer esto, implicitamente se estd usando una
nocién de orden en Kiz]. Este orden es el dado por el grado. Ordenar un
polinomio en K[z] no genera mayor dificultad, porque lo que hacemos es poner
primero el de grado mayor (si el orden es descendente), luego el de un grado
menor, y asi sucesivamente:

V=2 b e 2 - 1

Pero la nocién de orden en el anillo K[z, 3] ya no es tan clara. Por ejemplo, si
tenemos el polinomio f = 22y —y3 — xy? + 2 € Q[x,y], ;Cémo ordenamos los
términos de f? Observemos que ordenarlo por su grado absoluto es un intento
fallido, puesto que f es polinomio homogéneo.

Asf pues, para tener un algoritmo de la divisién en K[zy,...,2,] es nece-
sario esclarecer cémo ordenamos a los polinomios en este anillo. Notese que
todo monomio en Klz1,...,x,], es posible relacionarlo biyectivamente con un
elemento en N™:

ai .as a
x7rrg? - xpr > (ag,ag, ..., ap).

Por tanto, todo orden que se establezca en el conjunto N™ inducird un orden
en K[z, ..., z,].

2.1. Ordenes Monomiales
Definicién 2.4 (Orden Monomial). Un orden monomial = sobre K[z1, ..., z,]

es una relacién > sobre N” (o equivalentemente, es una relacién sobre el con-

junto de monomios x7'x5? -z = x%, donde o = (a1,...,a,) € N"), que

n
satisface:
(i) > es un buen orden sobre N"
(ii) Sia > By v € N" entonces a+v > 5+
(iii) > es un buen orden sobre N", esto significa que todo subconjunto no vacio
de N™ tiene un elemento minimal bajo >. En otras palabras, si A C N"

es no vacio, entonces existe a € A tal que § > « para todo 5 # « en A.

Algunos ejemplos de érdenes monomiales son:
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2.1.1. Orden Lexicografico (Lex)

Sean o = (a1,...,a,) y 8 = (B1,...,0,) en N Definimos o >, 8 si la
primera entrada de izquierda a derecha diferente de cero de la n-ada a— (8 € N™
es positiva. Escribimos % >jc; xﬁ, Si o >ex B

Ejemplo 2.5. Al comparar (1,2,0) y (0, 3,4), usando el orden lexicogréfico,
tendriamos que (1,2,0) >, (0,3,4), porque a— 8 = (1,—1,—4).

Ejemplo 2.6. Si comparamos (3,2,4) con (3,2, 1) tendriamos que (3,2,4) >jcq
(3,2,1) porque a — 8 = (0,0, 3).

2.1.2. Orden Lexicografico Graduado (Grlex)

Sean «, 8 € N™. Definimos a >grep B si o] = Y0 a; > 8] = Y1y Bi, 0
lal = Bl vy @ =iex B

Ejemplo 2.7. Si comparamos (1,2,3) con (3,2,0) tendriamos que (1,2,3)
> griex (3,2,0) porque [(1,2,3)] > |(3,2,0)].

Ejemplo 2.8. Si comparamos (1,2,4) con (1,1,5) tendrfamos que (1,2,4)
=griea (1,1,5) porque [(1,2,4)[ = [(1,1,5)[ y (1,2,4) =ee (1,1,5)

2.1.3. Orden Lexicografico Graduado Reverso (Grevlex)

Sean «, 8 € N". Definimos a =gpepier B st o] = Y0 a; > |B] = D0y Bi,
o |a| = |8| v la primera entrada de derecha a izquierda distinta de la n-ada
diferencia oo — 5 € N™ es negativa.

Ejemplo 2.9. Si comparamos (4

,1) (4 2,3) tendrfamos que (4,7,1)
—greviex (4,2,3) porque |(4,7,1)| =12 >

con
(4,2,3)[ =9

Ejemplo 2.10. Si comparamos (1,5, ) n (4,1, 3) tendrfamos que (1 5,2
—greviex (4,1,3) porque [(1,5,2)] = 8 = \(4,1,3)| y (1,5,2) — (4,1,3)
(73, 45 71)

Observacion 1. A pesar de que el griex y el grevlex usan ambos el orden total,
lo que los diferencia es el peso que les da a las variables. El griex les da mds
peso a las de la izquierda y el grevlex a los de la derecha; aunque puede pasar
que

IE5yZ >'grlex x4y22

5 4 2
ryz >‘grevlea: T Yz

Para hablar de un orden en los polinomios, es necesario fijarse en el orden de
cada uno de los monomios. Esto motiva la siguiente definicién:

Definicién 2.11. Sea f =} aq2z® un polinomio no cero en K[z1,...,z,] y
sea > un orden monomial.
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i) El multigrado de f es:
multigr(f) = méx {a € N | a, # 0}

(el méximo es tomado con respecto al orden monomial >)

ii) El coeficiente lider de f es
LC(f) = amuitigr(s) € k
iii) El monomio lider de f es
LM(f) = pmultigr(f)

con coeficiente 1.

iv) El término lider de f es

LT(f) = LC(f) - LM ()

Ejemplo 2.12. Sea f = 2xy?z — 22 — 52® + 82222 € R|x,y, 2. De esta forma,
la representacién de xy?z en N2 es (1,2,1), la de 2% es (0,0,2), la de 2 es
(3,0,0) y la de 2222 es (2,0,2). Al usar >, tendriamos:

multigr(f) = (3,0,0)

LC(f)=-5
LM(f) = a®
LT(f) = —52°

De ahora en adelante (a menos de que algo distinto se especifique), se supondra
algin orden monomial fijo.

2.2. Algoritmo de la divisién en K[zy, ..., x,]

La idea bésica del algoritmo de la divisién en Kz, ..., z,] es la misma que en
caso de K[z]: queremos cancelar el término principal de f (con respecto a un or-
den monomial fijo) por multiplicacién de algun f; apropiado y restar. Entonces
este monomio (que es el cociente) llega a ser un término en el correspondiente
q;-

Teorema 2.13 (Algoritmo de la divisién en K|z1,...,x,]). Sea > un orden
monomial sobre N, y sea F' = (f1,..., fs) una s-ada ordenada de polinomios
enK[zy,...,x,]. Entonces dado f € K[z, ..., x,] existen ¢;,7 € K|z, ..., z,],
tales que

f=afi+ Faqgfs+r

yr =0 or es combinacion lineal, con coeficientes en K, de monomios, ninguno
de los cuales es divisible por algin LT(f1),...,LT(fs). Llamamos ar el residuo
de f bajo la division por F. Mds ain, si q;f; # 0, entonces

multigr(f) > multigr(q; f;)
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Demostracion. Ver [3]. O

Ejemplo 2.14. Al dividir el polinomio f = z2y + zy? + y® entre f1 = zy — 1
y fo = y? — 1, usando >, se obtiene:

Gty
q2 :

fi=zy—1

2 $2+2
frey?—1 Ty +ayt+y

2y —x

:I:y2+a:+y2
zy? —y

T4y’ +y

y ya no es posible continuar con la divisién, puesto que LT (z +y* +y) = x no
es divisible por ninguno de los términos lideres LT(f1) = zy y LT(f2) = y>.
Pero = + 4% + y no es el residuo, porque y? es divisible por LT(f>).

Para resolver el problema, se crea una “columna de residuos” donde se saca
al término que no es divisible por ninguno de los LT(f;) v se continua la divisién
hasta que el residuo cumple con la condicién de no ser divisible por LT(f).

Gi:r+y
gz :

zy —1

2 2 2
-1 w'y +ay’ +y

2%y —

a:y2—|—m+y2
ry? —y

Ty’ +y

y2+y — x

De esta manera, ya es posible continuar con la divisién, porque el LT (y? +y) =
y? es divisible por LT(f2) = y*:
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qg:xr+y
q2: 1

zy —1

2 2 2
-1 o'y +ay’ +y

2y —x

zy? 4+ 2 + 12
ry? —y

r+y’+y

l

r+y

0 — z4+y+1

Por tanto,
Py+ai+yi=@+y)(ey-D+ 0@ -1+ @+y+1)

Observacion 2. El algoritmo en una sola indeterminada proporciona un tinico
residuo. Caso contrario es el de varias indeterminadas donde el orden en cémo
se toman los f; importa, por lo cual pueden obtenerse distintos residuos.

Ejemplo 2.15. Aldividir f = ay?—z entre fi =ay—1y fo =y’ —1 € K[z, y]
con el orden lexicografico, podemos hacerlo de dos formas: F = (f1, f2) o
F = (f2, f1). Si tomamos el primer caso, esto da como resultado

wy? —r=y-(2y—1)+0-(° = 1) + (-2 +y)
Sin embargo, con F = (fa, f1) se tiene como resultado
vy —r=2-(Y*  —1)+0-(zy—1)+0
El primer célculo mostraria que f ¢ (fi, f2), pero el segundo célculo muestra

que f € (f1, f2).

Se puede decir entonces que en el caso de una indeterminada, la forma de
decidir si un polinomio pertenece o no pertenence a un ideal es sencilla, puesto
que se sigue inmediatamente del algoritmo de la division. En el caso de varias
indeterminadas lo que se tendria es una condicién suficiente (que r = 0) para
determinar que el polinomio esté en el ideal, mas no necesaria para estar en el
ideal: El residuo puede no dar cero, y aun asi, estar en el ideal.
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2.3. Bases de Grobner

El ejemplo anterior mostré que el algoritmo de la divisién en Kz, ..., ;]
esté lejos de ser perfecto, y consecuencia de ello, el problema de la pertenencia
de un ideal estd parcialmente sin resolver. De hecho, el algoritmo recibe su
méaxima potencialidad cuando se acopla con las bases de Grobner. Sean I C R
un ideal no cero y G = {g1,...,9:} C I. Denotaremos por LT (I) al conjunto
de términos lideres no cero de I, es decir:

LT(I) = {cz® para algin f € I — {0} con LT(f) = cx®}

De esta manera, denotaremos por (LT'(I)) el ideal generado por los elementos
de LT(I).

Definicién 2.16 (Base de Grébner). Un subconjunto finito G = {g1,...g:}
de un ideal I C K[z1,...,zy,] diferente de {0} es llamado Base de Grébner, si:

(LT (1), -, LT (ge)) = (LT(I)).

El siguiente teorema muestra que las Bases de Grobner no tienen los mis-
mos problemas que se han venido evidenciando del algoritmo de la divisiéon en
Klz1,... 2]

Teorema 2.17. Sea I C K[z1,...,z,] un ideal y sea G = {g1,...,9:} una base

de Grobner para I. Entonces, dado f € K[xy,...,x,], existe un dnico residuo
r € K[z1,...,2,] con las siguientes dos propiedades:
i) Ningin término de r es divisible por LT (g1),..., o LT (g).

it) Existe g € I tal que f =g+r.

En particular, r es el residuo de la division de f por G no importando como
los elementos de G se listen cuando se use el algoritmo de la division.

Demostracion. El algoritmo de la divisién da cuenta de la existencia de tal r.
Tenemos que f = 191+ - -+q:g:+r, donde r satisface (i). También satisface (ii)
porque g = q1g1+- - -+q:g: € I. Parala unicidad, sean r,r’ € K[z1,...,x,] tales
que f =g+r =g + 7', que satisfacen (i) y (ii). Entonces r —r' = ¢’ — g € I.
Asi que si r # 7/, entonces LT(r — ') € (LT(I)) = (LT(g1),-..,LT(g)).
Como consecuencia del algoritmo de la divisién (2.13), no es dificil ver que un
monomio pertenece a un ideal si es divisible por alguno de sus generadores, por
tanto se sigue que LT (r — r') es divisible por uno de los LT(¢1),..., LT (g¢)-
Asf que r — 7' = 0, porque ninguno de los términos, r y 7’ son divisibles por
algun LT(f;), por definicién. Luego r = 7. O

2.4. ;Coémo se construye una base de Grobner?

Sean f,g € Kl[z1,...,z,] polinomios no nulos. Sean a = multigr(f), f =
multigr(g) y v = (71, --,7vs) donde v; = méx(«;, 8;) para cada i. Definimos:
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Definicién 2.18 (Minimo Comin Multiplo y S-Polinomios). i) 2 como el
minimo comuin mdultiplo de LM (f) y LM(g), y escribimos z7 =
mem (LM(f), LM (g)).

ii) El S-Polinomio de f y g es la combinacién

x vl

SOy g

2.4.1. Criterio y Algoritmo de Buchberger

Existen diversos algoritmos para construir una base de Grobner. Aqui expon-
dremos el algoritmo clasico que fue el que planteé Buchberger en su tesis. Para
entender como trabaja el algoritmo, se enuncia un importante lema llamado
Criterio de Buchberger:

Lema 2.19 (Criterio de Buchberger). Sea I un ideal polinomial. Entonces una
base G = {g1,...,g¢+} de I es base de Grobner de I si y sdlo si para todos los
pares i # j, el residuo de la division de S(g;,g;) por G (listados en cualquier
orden) es cero.

Demostracién. Ver [3]. O
A continuacién, se expone el algoritmo para obtener una base de Grébner:

Teorema 2.20 (Algoritmo de Buchberger para construir Bases de Grobner).
Sea I = (f1,..., fs) # (0) un ideal polinomial. Entonces una base de Grébner
para I puede ser construida en un numero finito de pasos a través del siguiente

—F
algoritmo, donde denotamos por f al resto de la division de f por F.:

Input: F'= (f1,..., fs)
Output: a Groebner basis G = (g1, ...g¢) for I, with F C G
G:=F

REPEAT
G =G
FOR each pair {p,q}, p # q in G' DO
S:=5(p.q)
IF S #0 THEN G' = GU{S}
UNTIL G =G’

Demostracion. Pasaremos a explicar en qué consiste el algoritmo. Una prue-
ba de este puede encontrarse en [3]. En términos generales, el criterio de Buch-
berger constituye la piedra angular de este algoritmo: primero, se supone que
el conjunto inicial G es Base de Grobner: si esto es cierto, el algoritmo de
Buchberger garantiza que S(gi,gj)G = 0 para todo i # j. En caso que estos
residuos no sean cero, se procede a agregar estos residuos a lo que supusimos
ser base de Grobner. Precisamente es lo importante del algoritmo: al estar estos

elementos en el conjunto, el calculo de los residuos ya seran cero. Se sigue este
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procedimiento, hasta que todos los residuos de los S-Polinomios entre la base
de Grobner den cero. Por 1ltimo, la base resultante sera la base de Grobner de
para I. [

Ejemplo 2.21. Sea I = (2% — 1,y? — 1,2? — y) C C[z,y] con ey
Sea G’ = {z? — 1,y? — 1,22 — y}. Calculamos:

2,2 2,2

Ly Y
S(x* -1, 1) = = (22 —1) — )2 (y? —1) = 22 — o>
Sa*—1,2° —y)=y—1
S(y? —1,2° —y) == —a® +¢°

Q

S@?-1,92-1) =0

Q

S?2—-1,22—-y) =y-—1

Q

S(yQ—l,foy) :yf]-

Como algunos S-Polinomios nos dieron distintos de 0, debemos agregarlos a
G’. Ast:
G” = {xz - 13y2 - 179:2 —YY— 1}

De nuevo calculamos los S-Polinomios:

S2-1,492-1) =0
S(xQ—l,xQ—y)G =0
SGP-1L22—y)" =0
S(Ig—l,y—l)G =0
Gl
Sy*-1ly-1) =0
S@—yy-1)" =0

Como los residuos dan cero, podemos decir que
{xZ - 17y2 - 175(;2 — Y,y — 1}

es base de Grobner para I.

3. Algunas aplicaciones de las Bases de Grobner

Después de saber lo que son las Bases de Grobner y algunos resultados bésicos,
veamos algunas aplicaciones de estas:
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3.1. Pertenencia de un polinomio a un ideal

Habiamos dicho que el problema de la pertenencia de un polinomio a un ideal,
estaba parcialmente resuelto porque sélo tenfamos un algoritmo que lo permitia
para K[z]. Con las bases de Grobner, se puede generalizar el resultado a varias
indeterminadas.

Corolario 3.1 (Pertenencia de un polinomio en un ideal). Sea G = {¢1,...,9¢}
una base de Grobner de un ideal I C Klxy,...,2,] y f € Klzq,...,z,]. Enton-
ces, f €1 siy solo si el residuo de la division de f entre G es cero.

Demostracion. Sea f € I. Entonces, si I = (G) = (g1,...,9:), entonces
existen qi,...,q € Klzy,...,x,] tal que:

f=an+ - +qg

Por otro lado, el algoritmo de la divisién en K[z1,...,z,] dice que f = ¢191 +
<o« 4 qigt + 7, luego r = 0. El otro lado de la implicacion es trivial: si f entre
G es cero, entonces f = qi1g1 + -+ + q:g¢. Luego, f € (g1,...,9t). O

De esta manera, una forma para determinar si un polinomio f pertenece o no
a un ideal I es calcular una Base de Grébner G para I (con respecto a cualquier
orden monomial >), y dividir el polinomio entre G usando el Algoritmo de la
Divisién. Si el residuo es cero, entonces f € I.

3.2. Coloracion de graficas

Una gréfica ' es un par (V, E) que consiste de un conjunto V' de vértices y un
conjunto E (disjunto de V'), de aristas, junto con una funcién de incidencia ¢r
que asocia a cada arista de I' un par no ordenado (no necesariamente distintos)
de vértices de I". Una parte importante de la teoria de gréaficas se refiere a
la coloracién de vértices de graficas. El problema de coloraciéon consiste en lo
siguiente: Dada una gréfica I' = (V, E) asignar un conjunto de colores tal que
no existan dos vértices adyacentes que tengan el mismo color.

Ejemplo 3.2. La siguiente grafica corresponde a la Grafica de Petersen:

Boletin de Mateméticas 26(2) 71-86 (2019)



Una introduccién a las Bases de Grobner 83

Esta es una grafica con 10 vértices y 15 aristas. Aqui, la grafica de Petersen
esté coloreada con 3 colores. Este es el minimo niimero de colores con el cual
pueden colorearse sus vértices.

Si bien, la grafica del ejemplo anterior puede colorearse de varias maneras -
con 10 colores, inclusive- interesa el niimero minimo de colores con el cual esta
grafica puede colorearse. Esto motiva la siguiente definicién:

Definicion 3.3. Una gréfica I' es k-coloreable si existe una asignacién de k
colores distintos a cada uno de los vértices de manera que no haya dos vértices
adyacentes que tengan el mismo color. El minimo nimero de colores con tal
propiedad es llamado ndmero cromaético, y es denotado por y = x(I').

Ejemplo 3.4. SiT es la grifica de Petersen, entonces x(I') = 3.

Lo que se mostrard a continuacién son algunas observaciones basadas en
[1]. En este trabajo se relacionan algunos resultados de ideales en anillos de
polinomios al problema de coloracién. Para mostrar particularmente lo que
concierne al problema de coloracién, se define un polinomio asociado a la grafica
a partir de sus vértices.

Definicién 3.5 (Polinomio e Ideal asociados a la grafica). Sea I' = (V, E)
una grafica, y sean u,v € V cualesquiera vértices de la grafica. Entonces, el
polinomio de la gréafica, denotado por fr, es un elemento del anillo C[V]
dado por:

fri= H (u—v)

{uv}eE

Y el ideal asociado a la gréfica, denotado por It es el ideal dado por:
It := (v¥ — 1) para todo v e V.
donde k € Z™.

El problema de coloracién se reduce a un problema de pertenencia de un
polinomio a un ideal:

Teorema 3.6 (Criterio para k-coloracién). Sean fr como en la definicion
anterior y k € Z* fijo. Entonces, el grafo T' es k-coloreable si y sdlo si fr ¢ I.

Demostracion. Ver [1]. O

Ejemplo 3.7. El siguiente ejemplo es puramente ilustrativo, puesto que el
nimero cromatico de las graficas ciclo es bien conocido. Sea I' = Cs.
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El polinomio asociado a la gréfica fg pertenece al anillo Clu, v, w,z,y]. Este
es:

fos = (u=v)(v —w)(w - 2)(z - y)(y —u)

Claramente, esta grafica no es ni 1-colorable.

Tampoco es 2-coloreable, porque:

u—v)(v—w)(w—2z)(r—y)(y —u

u? — 1) (—vwz + vwy + vz? — vzy + v’z — w?y — wr? + wry)+

w? — 1)(—wwz + uvy — uzy + uy? + vey — vy’ +x —y)+

22 — 1) (uvow — vy + uwy — vwy —u +v —w + y)+

2

= (
= (
(v? = 1) (vwz — vwy — ua® + ury — wry + wy? + 2%y — xy?)+
(
(
(v* — ) (—wvw + wzr — uvwz + vwzr +u —v+w — x)

lo que significa que fo, € (u? — 1,0 —1,w? — 1,22 —1,y%> —1). Asi ' = C5 no
es 2-coloreable.

Es conocido que x(C5) = 3, y vamos a corroborarlo usando el teorema
anterior. Para k = 3, el ideal asociado a la grafica es:

Io, = (u® —1,0° = 1L,w® —1,2° — 1,9 — 1)

No es dificil ver, que bajo el orden lexicografico, IC5 es Base de Grobner. Por
tanto, queda por ver si fo, estd o no esta en I,. Al expandir fo, en términos,
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tenemos que:

fo, = — wowr + u%u)y + u?vr? — u%zy + vPwir — u2w2y—

wwz? + u2wxy + wwz — uv2wy —w?z? + uvZ:L‘y—
2 2 2 2 2 2
UVW T + uwvw Yy + uvwr” — uvwy” — uvT Y + uvry T —
uw2xy + uw2y2 + uway — uwxy2 — v2wxy + vzwa—i—
vazy - 1)2:10y2 + vw2xy — vw2y2 - vway + vwxyz—
uwxy2 - v2wxy + UZwa + vszy — v2xy2 + vamy—

vay2 - Uw;vQy + vwmy2

De esta manera, puede verse que ningiin término de fg tiene potencia ctbica.
Lo que implica que no hay manera de que fc, pertenezca al ideal I¢,. Como,

fo. ¢ 1o, = <u3—1,1)3—1,11)3—17:103—171/3—1)

el grafo I' = C5 es 3-coloreable.
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