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1. Un cambio a la férmula del precio de la opcién desarrollada por
el Modelo de Difusion de Salto con volatilidad aleatoria

Estudiante Guillermo Leén Beltran Quiceno*
Director Viswanathan Arunachalam™*
Emails *glbeltranq@unal.edu.co, **varunachalam@unal.edu.co

RESUMEN. Existe evidencia emprica que muestra que los derivados fi-
nancieros de renta variable, ya sean acciones, indices, monedas o tasas
de interés, no siguen los modelos de caminata aleatoria log-normal, que
han sido la base de la teoria de la valoracion de opciones. Estudiaremos
el problema matemé&tico concerniente a la valoracién de opciones (call
europeas) basado en el modelo Black-Scholes el cual se implementa bajo
el supuesto de la volatilidad del rendimiento constante y un modelo de
difusién con salto y volatilidad estocdstica para capturar la dindmica de
los retornos de activos con riesgo en periodos de crisis, los cuales estan
caracterizados por un efecto de contagio.

La dindmica de los saltos se representa mediante un proceso Hawkes el
cual es un caso particular de un proceso puntual que es caracterizado por
la propiedad de self-exciting.

2. Grupos topolégicos de Krull
Estudiante Oscar Alejandro Chaparro Gutiérrez*
Director Lorenzo Maria Acosta Gempeler™*
Emails *oachaparrog@unal.edu.co, **Imacostag@unal.edu.co

RESUMEN. Dada una extensién de Galois finita E de un cuerpo F', el Teo-
rema Fundamental de la Teoria de Galois establece una correspondencia
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biyectiva entre las extensiones intermedias entre F y F' y los subgrupos
del grupo de Galois G(E/F). Esta correspondencia es, en realidad, el iso-
morfismo de adjuncién asociado a un par de funciones entre dos conjuntos
ordenados. Para el caso en que la extensién es infinita esta corresponden-
cia ya no es biyectiva. Introduciendo una topologia adecuada sobre el
grupo de Galois G(E/F) puede generalizarse el resultado anterior, esta-
bleciendo una correspondencia entre el conjunto de todas la extensiones
intermedias y el conjunto de los subgrupos cerrados del grupo de Galois
G(E/F). La topologia mencionada fue introducida por Wolfang Krull
hacia 1928 y se conoce como la topologia de Krull.

En este trabajo realizamos el estudio de la generalizacién del Teorema
Fundamental de la Teoria de Galois y hacemos un estudio del grupo
topolégico G(E/F) dotado de la topologia de Krull.

Geometria de 4 variables y aplicaciones a modelos atémicos
Estudiante Carolina Colmenares Celis*

Director John Alexander Cruz Morales™™

Emails *ccolmenaresc@unal.edu.co, **jacruzmo@unal.edu.co

RESUMEN. La idea principal es poder describir la superficie algebraica
M = M(E) que se le puede asociar al Helio-4. Para ello, fue necesario
entender y trabajar los siguientes puntos:

a) FE es un toro complejo 1-dimensional.

Su cubrimiento universal es C.

)
b) Su grupo fundamental es Z x Z.
c)

)

d) Su médulo es, respecto a la accién de SLy(Z), un punto en el plano
superior complejo.

e) El subgrupo de torsién, el grupo simétrico Ss, tienen un punto fijo
de orden 2 y dos puntos fijos de orden 3.

Hay dos propiedades adicionales que es importante tener presentes, ya
que son parte de las caracteristicas fisicas necesarias que debe tener el
modelo. Una de ellas es que existen cuatro estructuras de espin sobre
FE correspondientes a los cuatro puntos de periodo 2 sobre el jacobiano
J(E), 0y otras tres. La otra es que en el nivel de espin, el grupo SLy(Z)
es reemplazado por su cubrimiento doble y su subgrupo de torsién se
convierte en la parte par del grupo octaédrico binario, y tiene orden 24.

De la teorfa de superficies de Riemann obtenemos que T? = C/A, donde
A es un reticulo. Consideremos el toro T?. La idea es que dado z € T? po-
damos encontrar una carta que cubra a z. La forma de relacionar el toro y
el plano C es cortando el toro de forma vertical a él, de donde obtenemos
un cilindro, luego si realizamos un corte vertical en el cilindro obtene-
mos una regién bidimensional. De esta forma podemos partir el plano C
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en copias trasladadas del paralelogramo anterior. Para esto, fijamos dos
nameros z1, z9 € C, linealmente independientes sobre R. Defina

AN =72z + 7z :{nzl +mzy : n,mEZ}

A A se le conoce como el reticulo generado por z; y z2. Veamos que
A ~ 7 x 7Z. Consideremos el siguiente isomorfismo, o : A — Z x Z donde
A(nzy +mzg) = (n,m). Luego, T? ~ C/A ~ C/(Z x Z).

Esto nos permite considerar la siguiente aplicacién

m:C—C/A
z (2]

y asi otorgarle a C/A la topologia cociente determinada por 7. Luego,
para w € T2 fijamos z € C con 7(z) = w y escogemos un disco D
centrado en z, de donde 7(D) es una vecindad abierta de w y da la
carta (m(D), (w|p)~!). Estas cartas son compatibles y por tanto otorgan
estructura de superficie de Riemann al toro T2. Finalmente, sea S' =
{z € C: |z| = 1} el circulo unitario. Si definimos

v:C/A = S x St

donde se asocia a un punto de C/A representado por Awi + pwa, A\, u € R,
el punto (e2™* e?7i1) € S1 x S, obtenemos un homeomorfismo de C/A
sobre St x S*.

Por otro lado, sea A* = A — {(0,0)}, luego la funcién p de Weierstrass
esta dada por la serie

=5+ 3 |eap o)

weA*

1 n Z 1 1
22 (i E(0.0) (z+n+m7)2  (n+m7)?

Observe que la derivada de p esta dada por
1
/
= —2 _—
w(2) Z (z+n+mr)3
n,mez

Ahora, definamos el siguiente conjunto
E(C)={[z:y:2] € PE: ¥’z + a1zyz + azyz® = 2° + ao2’z + aux2® + a62”}

luego, al deshomogenizar y22z +a12yz+azyz? = 23 +asx?z +aswz® +ag2®
obtenemos que y?+a1zy+azy = 2> +asx? +asx+ag. Si ademds hacemos
las siguientes sustituciones:

X o g G tda Yy @ tas

12 Y 2
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Resulta la curva Y2 = X34+ AX + B donde 443 — 2782 # 0. Por lo tanto,
podemos decir que una curva eliptica es un conjunto

E(C)={[X:Y:1]eP?:Y?>=X*+ AX + B} u{P}

donde P =[0:1:0] es un punto en el infinito.

De lo anterior obtenemos que dada la funcién sobreyectiva 7 : C — C/A,
si consideramos la funcién ¢ : C/A — E(C) dada por

[p(2) 19 (2) 1] si 2 ¢ A

[0:1:0] si z€A

w=7(z):=

Entonces, ¢ es holomorfa y biyectiva, para E(C) siendo definida por % =
423 — gox — g3.

Recordemos que el conjunto de las clases de equivalencia de homotopias
de caminos basados en x, es decir, las clases de los lazos basados en xg,
se llama grupo fundamental de X, y se denota por IT; (X, z).

Observacion:

a) I;(S1) = Z, como I11(S') es un grupo ciclico y ademés es infinito, y
por la teoria de grupos sabemos que su unica opcion es ser isomorfo
aZ.

b) Sean X y Y espacios topoldgicos, y denote X XY como el producto de
estos espacios. Entonces, II1 (X x Y, (x,y)) es isomorfo a IT; (X, z) x
Hl (Ya y) .

Ejemplo: Teniendo en cuenta la observacion previa, obtenemos que
Iy (S x St (z,y)) = (St z) x T (S*,y) X Z x Z

Las 4-variedades que se consideraron para modelar dtomos neutrales son
compactas, y se restringieron las variedades a superficies algebraicas, cu-
yos nimeros de Chern se relacionan con los nimeros del protén y el
neutron.

Note que la importancia de la compacidad en los modelos a considerar
reside en que si las particulas estan eléctricamente cargadas, no se puede
modelar con variedades no compactas, debido a que no se pueden asociar
invariantes topologicos adecuados a las variedades para que conserven las
caracteristicas fisicas y quimicas del is6topo.

Ahora, dado un fibrado vectorial complejo £ — X de rango ¢, escoja una
conexién V sobre E, con su forma de curvatura FV. La clase total de
Chern es de la forma

det<I+ZFV> S E
2w
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donde .
)
e = ex(E, V) = (27r> on(FY)

y se le llama la k-ésima forma de Chern (que resulta ser un represen-
tante de cada clase de Chern). Luego, existe una clase de cohomologia de
De Rham bien definida:

cx(E) = [ex(E,V] € H*(X)

que depende unicamente de F, llamada la k-ésima clase de Chern de
E.

Para cada fibrado vectorial complejo 7 : E — X sobre una variedad X
y para cada entero k > 0, la k-ésima clase de Chern ¢ (E) € H*(X,R)
estd definida, y ¢g(E) = 1. Fije un fibrado vectorial complejo de rango k,
FE — X sobre una variedad compacta orientable X. Para cada coleccién
de enteros f1, {s, ..., existe un nimero de Chern entero:

c1(BE)reo(E)e - e (B)*[X] € Z

que se obtiene al evaluar sobre la clase fundamental de homologia [X]
de X. Para una 4-variedad compacta orientable X, existen dos niimeros
de Chern asociados a cada fibrado complejo F — X, y cada uno es una
integral de curvatura:

(B2 = 5 [ (P y (B2 (BY)X] = 5 [ tr(FAF)

e
donde para cada conexién V sobre E, F = FV es la curvatura.

Note que de lo anterior se concluye que las 4-variedades complejas estan
principalmente clasificadas por dos invariantes topolégicos, denotados ¢?
y c2. Para una superficie X, ¢; y ¢z son las clases de Chern del fibrado
tangente complejo. Existen otros invariantes topolégicos de una superficie
X, pero muchos de ellos estédn relacionados con ¢? y co; entre los més
importantes estan los numeros de Hodge.

En dos dimensiones complejas los nimeros de Hodge se denotan como
h*? con 0 < 7,5 < 2, a este arreglo de ntimeros se le conoce como el
diamante de Hodge (vea Fig. 1). En particular, para una superficie conexa
h00 = p22 = 1.

h0,0
hl 0 hO,l
h2,0 hl’l h0,2
h?,l h1’2
h2,2

Figura 1: El diamante de Hodge para una superficie compleja general.
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Los niimeros de Hodge h?>4(X) de una variedad estdn dados por los rangos
de los respectivos grupos de cohomologia de Dolbeault, de otra forma

WPt = dime HP? = dimeH(X, Q%)

donde Q% es el haz de p-formas holomorfas sobre X y HI(X, Q%) es el
correspondiente haz de cohomologia abeliano.

Los ntimeros de Hodge h?*?(X) son invariantes importantes de una varie-
dad proyectiva compleja suave; no cambian cuando la estructura compleja
de X varia continuamente y, sin embargo, en general no son invariantes
topolégicos. Una de las propiedades importantes de los niimeros de Hodge
es la simetria de Hodge: hP:? = h9P,

Es de particular interés el nimero de Euler? x, ya que es un invariante
topoldgico, y un niimero que describe la forma o estructura de un espacio
topolégico independientemente de la forma en que se dobla. Puede verse
ademéas como una suma alternada de las entradas en la diagonal superior
derecha del diamante de Hodge, y la cantidad andloga para la diagonal
del medio, se denota 6, de forma mas precisa:

X = h0,0 o hO,l + hO,Z’ 0 = 7h1,0 + hl,l - h1,2

De hecho, la caracteristica de Euler es el invariante topoldgico mas an-
tiguo. La relevancia de la caracteristica de Euler para la clasificacién de
superficies orientables® conexas cerradas es: dos superficies de este tipo
son homeomorfas si y solo si las caracteristicas de Euler concuerdan.

Teorema (Clasificacién de homeomorfismos de 4-variedades
cerradas suaves 1-conexos (Donaldson-Freedman))

Dos 4-variedades cerradas orientables suaves simplemente conexas M y
N son homeomorfas si y solo si

a) Ambas son o pares o impares,
b) La caracteristica de Euler es igual para ambas,

c¢) Sus signaturas son compatibles.

El resultado anterior es de alguna forma una de las motivaciones por las
cuales Atiyah y Manton consideraron buscar una relacion para los valores
del protéon P y el neutrén N en términos de e y 7. En vista de que el
nimero de Euler e y la signatura 7 ayudan a clasificar cierto tipo de 4-
variedades, esto resultara 1til cuando se esté buscando un modelo para
el Helio-4. Ademas, es posible expresar ambos valores en términos de y
y 6 como sigue:
e=2x+80, T=2x—10

2Para las variedades cerradas, la caracteristica de Euler coincide con el nimero de Euler,
es decir, la clase de Euler de su fibrado tangente evaluado en la clase fundamental de la
variedad.

3Una variedad es orientable si tiene una eleccién consistente de orientacién.
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Por otro lado, es posible relacionar los nimeros de Chern con y y € de la
siguiente manera:

d=2e+3r=10x—0, cy=e=2x+0.

La idea es modelar atomos neutrales a través de superficies algebraicas
e interpretar x como el nimero del protén P y 6 como el niimero de
baryon, B. Luego el nimero del neutrén seria N = 6 — x. Esta propuesta
encaja con IP% haciendo P =1y N = 0. En términos de e y T,

1 1 1
P=1(€+T), B:§(e—7), N:Z(e—37)

También se puede verificar que en términos de P y N, tenemos lo siguien-
te:

2=9P—-N, ¢ =3P+N, 7=P—-N

Uno de los resultados méas importantes sobre la geometria de las super-
ficies algebraicas son ciertas desigualdades que los ntimeros de Chern de
superficies minimales de tipo general tienen que satisfacer. Las desigual-
dades béasicas son que ¢? y cp son positivos. También esté la desigualdad
de Bogomolov-Moyaoka-Yau (BMY) que requiere ¢3 < 3co, y finalmente
estd la desigualdad de Noether 5(:% — ¢2 4+ 36 > 0. Dichas desigualdades
se pueden transformar en términos de P y N:

P>0, 0<N<9P, N<TP+6

Todos los valores enteros de Py N que satisfacen las desigualdades estan
permitidos. Existen superficies elipticas donde ¢ = 0y ¢y es no negativo,
este tipo de superficies también se incluyen dentro de los posibles modelos.

La utilidad de las 4-variedades reside en que ofrecen estabilidad a modelos
clasicos para la materia. Ademads, las secciones de fibrados adecuados so-
bre 4-variedades pueden modelar estados cudnticos, capturando energias
y espines. Lo que finalmente se obtiene es un modelo geométrico parti-
cular para el Helio-4, el modelo M (FE) es una superficie compleja cons-
truida a partir de una curva eliptica E con la simetria de un cuadrado
y?> + 2* — 1 = 0. Por otro lado M(E) tiene un cubrimiento universal
M*(E) = C. Ademds, los invariantes topoldgicos asociados al nimero del
protén Py al nimero de neutrén N, son P’ = 1(e+7) y N’ = 1(e—37),
respectivamente. Tomando ¢ = 8 y 7 = 0, obtenemos P’ =2y N’ =2, lo
cual concuerda con los ntimeros del protén y neutrén del Helio-4. Por otro
lado, la variedad M (E) tiene una simetria cibica y otras caracteristicas
del dtomo fisico, haciéndolo un modelo bastante ttil para estudiar este

elemento.
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4. Beyond Turing Computing
Estudiante Ciro Ivan Garcia Lépez*
Director Rodrigo de Castro Korgi**
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RESUMEN. La nocién de funcién computable surge con el mismo ser hu-
mano. Desde sus origenes, el ser humano ha tenido que enfrentar algorit-
mos o rutinas. De hecho, los algoritmos han jugado un papel importante
en el desarrollo de las civilizaciones y sociedades, es comin y sencillo
encontrar ejemplos de operaciones o dispositivos de cémputo tales como
el abaco. Sin embargo, para el estudio de estas rutinas y dispositivos se
hace necesario precisar el significado de ser computable, asi como qué es
computable y qué no lo es.

El estudio formal de la computacién tiene su origen en la conferencia dada
por Hilbert en 1900, en donde se pide a la comunidad dar una definiciéon
de algoritmo [Rob15]. En esta biisqueda, surgen de manera independiente
tres teorias:

= Turing y las méquinas de Turing.
s Godel y las funciones parciales recursivas.

s Church y el célculo Lambda.

Es usual referirse a estos tres modelos como los modelos cldsicos de
computacion, cada uno cuenta con una particular riqueza y a su vez con
desventajas. Por ejemplo considere una funcién aritmética, usando funcio-
nes parciales recursivas puede resultar sencillo mostrar que es computable.
No obstante, la manipulaciéon de cadenas de simbolos mediante funcio-
nes parciales recursivas puede resultar dificil y con detalles muy oscuros.
Estas diferencias nos pueden llevar a pensar que los modelos cldsicos son
diferentes, pero no es el caso.

Posteriormente, se ha establecido que los modelos clasicos son equivalen-
tes [Kle36]. Este hecho es aceptado por muchos autores sin prueba alguna
y en otros casos la prueba es muy técnica, haciéndose imposible de leer. El
objetivo del presente trabajo es llenar este vacio, presentando una prueba
con un estilo actual y sencillo, sin olvidar los detalles matematicos.

Por otro lado, los modelos cldsicos han mostrado gran capacidad para
computar funciones y procedimientos interesantes. Sin embargo, no re-
sulta dificil exhibir un procedimiento cotidiano que no se puede calcular
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usando los modelos cldsicos [EGWO04]. Esta limitacién hace necesario dis-
cutir y poner sobre la mesa nuevas ideas que nos permitan superar esta
barrera e ir mas alla del cémputo tradicional. Es por ello que se inclu-
ye una discusién sobre modelos stper Turing [Syr10, LN15], su origen y
motivaciones particulares.
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5. Compactificaciones equivariantes de G—espacios fibrados
Estudiante Brahyam Ricardo Maldonado Ibagué*
Directora Clara Marina Neira Uribe**
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RESUMEN. Considere un espacio fibrado (X, p) sobre un espacio base B,
se dice que este es un espacio es compacto si la funcién p es propia, es
decir, es una funcién continua, cerrada y p~!(b) es compacto para cada
b € B. Por lo tanto, en caso de que el espacio no sea compacto, podemos
considerar su compactificacién, la cual resulta ser una tripla (Z, ¢, q),
donde ¢q es propia y ¢ : X — Z es un homeomorfismo entre X y ¢(X),
este ultimo resulta ser un espacio abierto y denso en Z.

Se pueden construir estas compactificaciones a partir de las C*-subélge-
bras A de Cy(X,p), definiendo Z como el espectro Gelfand de estas
subalgebras, las cuales deben contener a Cy(X) como un ideal esencial.

Si X es un espacio localmente compacto y G es un grupo topoldgico que
ademds de actuar sobre el espacio X a izquierda lo hace sobre Cy(X), se
dice que es un G-espacio. En este caso, se consideran los grupoides, los
cuales se pueden ver como un espacio fibrado con una funcién especifi-
ca r sobre su conjunto de unidades, denotado como G°. En este caso,
si (X,p) también es un espacio fibrado sobre G° y el grupoide actia a
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izquierda sobre él, este es un G-espacio fibrado, en el cual se define un
producto fibrado entre G y X en el que se define una funcién continua
de multiplicacién.

En particular, se busca estudiar las compactificaciones fibradas de (X, p)
a las que se puede extender la accién del grupoide étale de una manera
Unica, previamente definiendo una operacion denominada convolucién, la
cual toma elementos de C.(G) y de Cy(X), el resultado serd que se tiene
nuevamente una relacién con las C*-subélgebras de Co(X,p) las cuales
sean invariantes bajo la convolucién por elementos de C.(G).

Funciones zeta de Dedekind, una prueba de la Férmula del
Niumero de Clases y aplicaciones

Estudiante José Luis Mora Potes*

Director Guillermo Arturo Mantilla Soler™, Codirector John Jaime
Rodriguez Vega™*

Emails *jlmorap@unal.edu.co, **gmantelia@gmail.com,
***jjrodriguezv@unal.edu.co

RESUMEN. El objetivo de este trabajo es hacer una recopilacién de todos
los conceptos y resultados necesarios para comprender lo que se conoce
como las funciones zeta de Dedekind. Para poder definir estas funciones
es necesario primero definir qué es un cuerpo de nimeros. Un cuerpo
K es llamado un cuerpo de nimeros si es una extension algebraica de
dimensién finita del cuerpo de los racionales Q. El conjunto O de enteros
algebraicos que pertenecen a K (llamado el anillo de enteros de K) tiene la
propiedad de que sus ideales se factorizan de manera tinica como producto
de ideales primos. Ademads, como para todo ideal I € K el tamano de
Ok /I es finito, entonces es posible definir una norma Nk para los ideales
en K donde Ng(I) = |Og/I|. Usando esta norma es posible construir
la funcién (x(s) (llamada funcién zeta de Dedekind) sobre el semiplano
o > 1 para s = 0 + it y definida por

1
(k(s) = Z N (D)

0£ICOK

Maés aun, como la norma resulta ser completamente multiplicativa enton-
ces se tiene que
C(s) = [T = Nee(P)*)
P

en el semiplano ¢ > 1. Cuando K = Q esta funcién coincide con la
funcién zeta de Riemann ( y por lo tanto es una generalizacion de esta.
Ademais, (i puede ser extendida a una funcién en todo el plano complejo
meromorfa con un tunico polo simple en s = 1. Lo importante de este
polo es que su residuo guarda informacién relevante del propio cuerpo
de nimeros K. En este trabajo se profundizara esta idea a través de un
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conocido teorema llamado La Formula del Numero de Clases el cual logra
hacer explicita la relacién entre algunos invariantes de K y el residuo de
Ck(s)ens=1.

En el primer capitulo presentaremos los preliminares pertinentes para
definir qué es un cuerpo de numeros, enfocados mas en resultados de
la teoria de cuerpos (se supondrd conocimiento de nociones bésicas de
anillos y dlgebra). En el segundo capitulo se introducirdn propiedades e
invariantes de los cuerpos de niimeros que tendran relevancias en el resto
del trabajo. El tercer capitulo estd dedicado a la definiciéon de la fun-
cion zeta de Dedekind de un cuerpo de niimeros K, propiedades de esta
funcién y finalizaremos mostrando una demostracién del teorema men-
cionado anteriormente. Por ultimo, en el cuarto capitulo se presentaran
aplicaciones de el teorema, explorando los alcances de este y de la funcion
zeta de Dedekind.

. Un acercamiento combinatorio a las composiciones matriciales
Estudiante Andrés Ricardo Moreno Garzén*

Director José Luis Ramirez Ramirez™™

Emails *armorenog@unal.edu.co, **jlramirezr@unal.edu.co

RESUMEN. En el presente trabajo se estudian los conceptos béasicos de
la teoria de composiciones de nimeros enteros y la extensién al caso
2-dimensional. Se presentan los principales resultados referentes al niime-
ro de composiciones y 2-composiciones de un entero positivo n y con
m partes (columnas), algunas identidades, férmulas recursivas y funcio-
nes generatrices. Posteriormente se estudian las definiciones y resultados
bésicos de los poliminds y se muestra la biyeccién existente entre los poli-
minds L-convexos y las 2-composiciones. Finalmente se muestra algunos
cédigos en el software Wolfram Mathematica que permiten generar los
diferentes objetos abordados en esta monografia, como son las composi-
ciones, las 2-composiciones, las 2-composiciones libres de permutaciones
y permutaciones circulares y las IN-composiciones matriciales.

. Estudio de la caracteristica de Euler como invariante topolégico
para la clasificacién de superficies

Estudiante Ivan Andrés Orozco Macana*

Directora Carolina Neira Jiménez"™

Emails *iaorozcom@unal.edu.co, **cneiraj@unal.edu.co

RESUMEN. Este trabajo estd dedicado al estudio de la caracteristica de
Euler y su relevancia en teoremas referentes a la clasificacién de super-
ficies. En el primer capitulo definimos un tipo de estructura sobre las
superficies llamada complejo simplicial, la cual usamos para calcular la
caracteristica de Euler y probar que esta es un invariante topolégico de
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las superficies. En el segundo capitulo revisamos la demostracién del Teo-
rema de clasificacién de superficies cerradas usando la caracteristica de
Euler. Finalmente estudiamos céomo se relacionan la geometria y la to-
pologia de las superficies mediante el Teorema de Gauss-Bonnet, en el
cual estd involucrada la caracteristica de Euler, y cémo se puede dar
otra clasificacion de superficies, esta vez restringiéndonos a las superficies
orientables, en términos de estructuras geométricas que se pueden definir
sobre ellas.

Problema de Riemann para un sistema de leyes de conservacion
hiperbdlicas

Estudiante Erika Paola Ortiz Bernal*
Director Leonardo Rendoén Arbeldez**
Emails *eportizb@unal.edu.co, **Irendona@unal.edu.co

RESUMEN. En este trabajo desarrollaremos elementos teéricos necesarios
para avanzar en el entendimiento de las leyes de conservacién. Para es-
to, empezaremos estudiando el problema de Riemann para una ley de
conservacion escalar, después analizaremos el problema de Riemann para
un p-sistema y finalizaremos mostrando el teorema de existencia y unici-
dad de la solucién al problema de Riemann para una ley de conservacion
hiperbdlica.

Some remarks about the geometry of toric varieties
Estudiante Alejandro Rodriguez Matta*

Director Milton Armando Reyes Villamil**

Emails *alrodriguezma@unal.edu.co, **mareyesv@unal.edu.co

RESUMEN. En geometria algebraica existe una clase importante de ob-
jetos conocidos como variedades tedricas. Su relevancia surge principal-
mente del hecho de que pueden ser construidas a partir de ciertos objetos
combinatorios, lo cual constituye un puente entre la geometria convexa
y la geometria algebraica. En este trabajo se presentan varias de las for-
mas en que se pueden construir variedades téricas haciendo énfasis en
las correspondencias que constituyen el diccionario de dlgebra-geometria-
combinatoria. En el lado algebraico, el calculo clédsico de sicigias mediante
resoluciones libres se puede particularizar al caso de ideales toricos, lo cual
da resultados muy interesantes sobre la propiedad N, y brinda un méto-
do para calcular nimeros de Betti a partir de informacién combinatoria.
Finalmente, son presentados algunos problemas abiertos y desarrollos re-
cientes relacionados con las variedades toricas, principalmente sobre de
la regularidad de ideales toricos.
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11. Encuentros con la sucesién de Farey (visuales)
Estudiante Angélica Maria Salcedo Cortés*
Director Gustavo Nevardo Rubiano™™
Emails *amsalcedoc@unal.edu.co, **gnrubianoo@unal.edu.co
RESUMEN. El propésito del trabajo es estudiar la sucesién de Farey, sus
relaciones con distintos tépicos matematicos, tales como sistemas dindmi-
cos y fracciones continuas, viendo cudles son sus representaciones graficas

y las caracteristicas de estas.

Definicién. Se define a F},, como el conjunto de fracciones irreducibles
menores que 1 cuyo denominador es menor que n, es decir,

Fn{pl med(p,q) =1, q<n y Oﬁpél}
q q

La sucesién de Farey va a ser {F, }ner

Esta sucesién cumple la propiedad de la mediante, que dice que si % <

% < ’q’—j son elementos consecutivos en F,, v q¢1 + g2 < n entonces % =

pP1+p2

PR Esto se cumple también en las representaciones
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Figura 1: Representaciones de la sucesién de Farey

La mds importante es el diagrama circular de Farey (Figura 2) la cual
nace de encontrar todos los puntos del circulo unitario a los cuales al
hacerle la proyeccién estereogrifica su imagen son puntos (r,0) donde
r es una fraccién irreducible. Dos puntos del diagrama 3 y § estardn
conectados por unas “aristas” semi-circulares si y sélo si el determinate

de la matriz (a c) es +1

b d
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5/4 11 4/5
7/5 4/3 3/4 57
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Figura 2: Diagrama circular de Farey

Una fraccién continua es una expresién de la forma

1
r=ap+ —— 77—
ai — 1
aat T

donde a; es entero para todo ¢ € N, llamaremos a los a; coeficientes
parciales.

Se puede construir un abanico con los coeficientes parciales, donde hay
tantos tridngulos como coeficientes parciales y el tridngulo ¢ se divide en
en a; pedazos. Siguiendo la regla de la mediante se pueden etiquetar los
vértices del abanico con la sucesion de Farey, como se ve en el ejemplo
de la figura 2.

Proposicion 1. Los convergentes de una fraccién continua 2 = ag+1
a1+ -+ 1 7 a, son los vértices a través del zigzag en el diagrama
de Farey que comienza en % y termina en g. Este camino comienza en

la arista que va desde % hasta %, luego toma la izquierda a través del
abanico de a1, luego a través del abanico as, etc., finalmente terminando

en 2.
q

Proposiciéon 2. Para cada fraccién continua infinita ag +1 M a1 +1 7
as +1 M as+ - los convergentes convergen a un tnico limite.
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Proposicién 3.(Langrange) Los ndmeros irracionales cuyas fracciones
continuas son periddicas son exactamente los que tienen la forma a + /n
donde n es un entero positivo que no es cuadrado y a,b son numeros
racionales b # 0.

Sea f una funcién de R™ a R que cumple que:

» flav) = a?f(v)

» Para cada f existe una forma simétrica bilineal By(w,v) = f(w+v)
—f(w) — f(v), es decir By(w,v) = By(v,w) y para a, X\ escalares
By (aw + Av,u) = aBy¢(w,u) + ABg (v, u).

Diremos que:

» (e1,e9,e3) es una super base si (er,es) es una base del reticulo y
e1+ex+es3=0.

» {+e;,tes, tes} es una siper base laza si (e1,e2,e3) es una siper
base.

Para una forma cuadrédtica Q(x,y) = ax?® + bxy + cy? podemos escribir
el valor de ¢(z1,y1) en la regién adyacente en el diagrama de Farey al

vértice £L.
Y1

3er— ez 3e1 + e

3e1 — 2e; 3e1 + 2e

2e; — 3ey C 2e1 + 3ey

Figura 3: Grafo topografico de cualquier siper base laxa {te;j, teg, +e3}

Proposicién 4. Silos valores de Q(z, y) en las cuatro regiones que rodean
una arista del arbol son a, b, ¢, d como se indica en la figura, entonces los
tres valores ¢, a + b, d forman una progresion aritmética.
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Figura 4:

Se pueden clasificar las formas cuadraticas Q(x,y) = ax?® + bry + cy?
en cuatro clases dependiendo de los signos que tomen los valores Q(z,y),
donde x y y son enteros. Siempre se asumira que alguno de los coeficientes
a,b,c es distinto de cero para que Q(z,y) no sea idénticamente cero.
También asumiremos que (x,y) # (0,0).

a) Formas hiperbdlicas. Cuando Q(x,y) toma tanto valores positivos
como negativos pero no 0.

b) Formas 0-hiperbdlicas: Cuando Q(z,y) toma valores positivos, ne-
gativos y cero.

c¢) Formas elipticas: Cuando Q(zx,y) toma solo valores positivos o sélo
valores negativos.

d) Formas parabdlicas: Cuando Q(x,y) toma el valor cero y toma o

valores positivos, o negativos, pero no ambos.

Proposicién 5. Si una arista del grafo topogréfico de Q(z,y) estd eti-
quetada con h regiones adyacentes p y ¢, entonces la cantidad h% — 4pq
es igual al discriminante de Q(z,y).

Usando la construccion del grafo topogréfico se puede demostrar que se
puede clasificar los cuatro tipos de formas cuadraticas por medio de sus
discriminante A = h% —4pq, donde h es la progresién aritmética entre las
regiones p y q del grafo topografico para la forma cuadréatica dada.

= Si A es positivo pero no un cuadrado entonces @ es hiperbdlica.

= Si A es positivo y cuadrado entonces @ es 0-hiperbdlica.

= Si A es negativo entonces @) es eliptica.

= Si A\ es cero entonces @ es parabdlica.
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Solucién numérica de problemas de optimizacién topolégica
Estudiante Daniel Alfonso Sanchez Vega*

Director Juan Carlos Galvis Arrieta™*

Emails *daasanchezve@unal.edu.co, **jcgalvisa@unal.edu.co

RESUMEN. Un problema que surge en ingenieria, es tratar de disenar
objetos o sistemas de costo minimo que durante su vida util deben ser
capaces de resistir las demandas maximas que se puedan producir; por
tanto, los problemas de disefio (6ptimo) podrian plantearse de forma sis-
tematica en términos de problemas de minimizacién con restricciones, y
podrian resolverse mediante técnicas de programacion no lineal utilizando
ordenadores digitales de alta velocidad.

En este trabajo nos proponemos resolver problemas concretos de optimi-
zacion de forma, donde la funcién objetivo a minimizar es un funcional,
que depende de un estado uy soluciéon de una ecuacién en derivadas par-
ciales. En nuestro caso, se involucra la ecuacién del calor estacionaria y
se usa un método bastante conocido y extendido en la literatura llamado
SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization), el ctal se puede im-
plementar de manera sencilla con FEM (Método de Elementos Finitos).
Finalmente mostramos algunas soluciones obtenidas de algunos proble-
mas, donde su implementacién fue hecha en FreeFem++ y en MATLAB.

Métodos de Reduccion en Topologias Finas
Estudiante Alexis Orlando Sanchez Virgiiez*
Director Humberto Sarria Zapata™*

Emails *aosanchezv@Qunal.edu.co, **hsarriazQunal.edu.co

RESUMEN. En este trabajo se estudia la estructura combinatoria de los
espacios topoldgicos finitos, con el fin de comprender y describir el tipo
de homotopia que cada uno de ellos posee. Se describen dos métodos
para reducir el tamano de los espacios topolégicos preservando sus grupos
de homotopia. Por otro lado, se presenta la relacién existente entre las
estructuras topoldgicas finitas y los complejos simpliciales mediante el
uso de dos tipos de funtores. Por tltimo, se expone una version discreta
de la teoria de Morse.
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