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Resumen

Sen, Amartya, Un enfoque ordinal para medir la pobreza”, Cuadernos de
Economia, v. XVII, n. 29, Bogotd, 1998, paginas 39-65.

En este artfculo se propone un nuevo indicador de pobreza que evita
algunas deficiencias de los indicadores que hoy se utilizan. Para
deducir el indicador se utiliza un enfoque axiomdtico. La concepcién
de bienestar usada para establecer el conjunto de axiomas es ordinal.
La informacién requerida para el nuevo indicador es bastante limitada,
lo que permite su utilizacidén prdctica.

Abstract

Sen, Amartya, “Poverty: An Ordinal Approach to Measurement”, Cuadernos
de Economia, v. XVII, n. 29, Bogota, 1998, pages 39-65.

The primary aim of this paper is to propose a new measure of poverty,
which should avoid some of the shortcomings of the measures currently
in use. An axiomatic approach 1is used to derive the measure. The
conception of welfare in the axiom set is ordinal. The information
required for the new measure is quite limited, permitting practical use.



MOTIVACION

En la medicién de la pobreza se deben diferenciar dos problemas: 1. La
identificacion de los pobres y 2. La construccién de un indice de pobreza
que utilicelainformacién disponible sobre aquéllos. El primer problema
involucra la eleccién de un criterio de pobreza (por ejemplo, la seleccién
de una ‘linea de pobreza’ de acuerdo con el ingreso real per capita) y,
luego, determinar quiénes satisfacen este criterio (es decir, quiénes estan
por debajo de la ‘linea de pobreza’, LP) y quiénes no. En la literatura
sobre la pobreza se han hecho contribuciones significativas a la solucién
de este problema [Rowntree 1901, Weisbord 1965, Townsend 1954 y At-
kinson 1970], pero se han hecho pocos trabajos sobre el segundo, del
cual trata este articulo.

El procedimiento mas comin para el tratamiento del segundo problema
consiste, simplemente, en contar el nimero de pobres y estimar su porcen-
taje sobre el total de la poblacién. Esta relacién, que se denominara H, es
obviamente un indice muy tosco. Un niimero constante de personas por
debajo bajo la linea de pobreza puede presentarse junto con un fuerte au-
mento del faltante de ingresos con respecto a la linea de pobreza.’

Este indicador es, también, totalmente insensible a la distribucién del
ingreso entre los pobres. Una transferencia de los més pobres a quienes

1 “Su 1nico efecto [de la Nueva Ley de Pobres] consistié en que mientras que
antes habia entre tres o cuatro millones de pobres, ahora aparecia un total de
un millén de pobres, y el resto, que seguian siendo pobres, simplemente desa-
parecieron. La pobreza se ha incrementado, afio a aio, en los distritos rurales
[Engels 1892, 288].
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no son tan pobres no afecta a H. De modo que el indicador H viola los
dos axiomas siguientes:

- Axioma de monotonicidad: Si lo demas se mantiene constante, una
reduccién del ingreso de una persona por debajo de la linea de pobreza
debe incrementar el indicador de pobreza.

- Axioma de transferencia: Silo demaés se mantiene constante, una trans-
ferencia del ingreso de una persona que esta por debajo de la linea de
pobreza a otra més rica debe incrementar el indicador de pobreza.>

A pesar de estas limitaciones, el uso del indice H est4 muy generalizado.?

Otro indicador bastante comdn es la ‘brecha de pobreza’ (utilizado por
la United States Social Security Administration) [Batchekder 1971], que
corresponde al faltante agregado del ingreso de todos los pobres con
respecto al de la linea de pobreza. Este indicador satisface el axioma de
monotonicidad pero viola el de transferencia.*

Aunque los axiomas de monotonicidad y de transferencia no se utiliza-
ran formalmente para deducir el nuevo indicador de pobreza (aunque
de todas maneras se cumplen, pues la estructura axiomatica de la que
se deduce es mas exigente y los incluye implicitamente), la investigacién
emprendida para construir este nuevo indice fue motivada por el hecho
de que los indicadores de pobreza comtinmente utilizados violan estas
condiciones elementales.

FALTANTE DE INGRESOS Y POBREZA

Sea S una comunidad de n personas y S(x) el conjunto de la poblacién
con un ingreso no mayor que X. Si z es la ‘linea de pobreza’, es decir, el
nivel de ingresos en el que comienza la pobreza, S(z) es el conjunto de
los pobres. S(=) es, por supuesto, el conjunto de la poblacién, es decir, S.

2 Consultar los ‘principios de Dalton’ para la medicién de la desigualdad; ver
Atkinson [1970a, 247-9], Dasgupta, Sen y Starrett [1973] y Rothschild y Stiglitz
{1973].

3 Elenérgico y esclarecedor debate sobre si la pobreza rural se ha incrementado
o no en la India se basé casi exclusivamente en el indice H. Ver, particularmente
Ojha [1970], Dandekar y Rath [1971], Minhas [1970, 1971), Bardhan [1970, 1971},
Srinivasan y Vaidyanathan [1971], Vaidyanathan [1971] y Mukherjee et al
[1972]. El uso de este criterio bastante tosco de medicién de la pobreza esta
asociado a un notable refinamiento en la correccién de los datos de consumo,
el cilculo de deflactores de clase especificos, etcétera.

4 También es totalmente insensible al miimero de personas (o al porcentaje de per-
sonas) pobres 0 que comparten una brecha de pobreza dada.
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La brecha de ingresos gi del individuo i es la diferencia entre la linea de
pobreza z y su ingreso yi.

8i=Z-Yi 1]

Obviamente, gi es no negativa paralos pobres y negativa para los demas.

Para cualquier configuracion de ingresos representada por un vector y
de n elementos, la ‘brecha agregada’ Q(x) del conjunto S(x) de la pobla-
cidén con un ingreso no mayor que x es la suma ponderada normalizada
de las brechas g;, de todos los elementos en 5(x), utilizando ponderacio-
nes no negativas vi(z, y).

Q (X) = A(ZI y)z givi(zl Y) [2]

ie5(x)

La especificacion de A y v; depende del conjunto de axiomas que se
propone més adelante. Sin embargo, en esta etapa se debe sefialar que
la ecuacién [2] es muy general y que v; ha sido definida como una fun-
cién del vector y y no del y; individual. En particular no se ha impuesto
ninguna exigencia de separabilidad aditiva.

Elindice de pobreza P’ de una configuracién deingresos dadoy se define
como el valor maximo de la brecha agregada Q(x) para todo x:

P = Max,Q(x) [3]

Dado que las ponderaciones vi son todas no negativas, a partir de [1] y
[2] es obvio que:

P=Q(z) (4]

O sea que el indice de pobreza P de una comunidad estd dado por la
brecha ponderada agregada de los pobres de esa comunidad.

PRIVACION RELATIVA Y COMPARABILIDAD
INTERPERSONAL

De acuerdo con el axioma de transferencia, es razonable exigir que si la
persona i estd peor que la persona j en una configuracién de ingresos y
dada, la ponderacién v; del faltante de ingresos g; de la persona con
menor ingreso i debe ser mayor que la ponderacion vj del faltante de
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ingresos gj. Sea Wi(y) y Wj(y) los niveles de bienestar de i y j bajo la
configuracién y.

Axioma E (equidad relativa): Para cualquier pari, j: si Wi(y) Wj(y), entonces
vi(z, y) vi(z, y)-

Si las funciones de bienestar individual fueran cardinales, comparables
eidénticas para todas las personas y si, ademas, se aceptara la aditividad
utilitarista benthamita del bienestar social, seria natural relacionar a v;
con la utilidad marginal del ingreso de la persona i. Pero en este articulo
no se adopta el enfoque utilitarista y no se hacen supuestos de cardina-
lidad y comparabilidad interpersonal .° puesto que el bienestar indivi-
dual se considera en términos ordinales con niveles comparables. Hay
acuerdo en quién esta peor que quién, por ejemplo, “que el pobre i esta
peor que el rico j”, pero no se necesita estar de acuerdo sobre el valor de
las diferencias de bienestar.

Aunque el axioma E se puede justificar en razén de una funcién de bienes-
tar cardinal estrictamente concava e interpersonalmente comparable, ésta
no es la Gnica justificacién. La idea de que se debe atribuir un mayor valor
a unincremento del ingreso (o0 a una reduccién del faltante) de una persona
mas pobre que al de una persona relativamente més rica también se puede
deducir de consideraciones de equidad interpersonal ® En mi opini6n, el
alcance del Axioma E es mucho mayor del que se consigue partiendo del
utilitarismo y de la utilidad marginal decreciente.

El axioma E es una expresién muy moderada del requisito de equidad.
Se propone entonces otro axioma que incorpora el axioma E, pero que
es mucho mas exigente.

Axioma R (Clasificacién de las ponderaciones ordinales): La pondera-
cién vi(z, y) de la brecha de ingreso de la persona i es igual al orden de

5 EnSen [1970, 1972] se examinan algunos marcos de referencia alternativos para
la comparabilidad interpersonal en los que también se examina la posibilidad
de comparabilidad parcial de las funciones cardinales de bienestar individual.
Aprovecho esta ocasion para cinsignar que aunque el teorema 4 de ese articulo
es véalido, puede mejorarse remplazando a* por a** para que dlga "Con conve-
xidad, mdependenma de escala y simetria fuerte, la agregacién cuasmrdenada
sera completa si el grado de comparabilidad parcial es mayor que o igual a a*?,
donde a* = supxyexa (x, y)”. Deberia introducirse un cambio similar en el teoo-
rema de Sen [1970b, 115] y e el ejemplo numérico de la pgina 102. Sin embargo,
en el presente articulo s6lo se usa el nivel de comparabilidad ordinal

6  Sobre diversos aspectos de las consideraciones de equidad en la economia del
bienestar, ver Graaff [1967], Runciman [1966], Kolm [1969], Sen [1970b] y Pat-
tanaik [1970].
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clasificacién de i en el ordenamiento del bienestar interpersonal de los
pobres.

El método para construir las ponderaciones basado en el orden de cla-
sificacién no es nuevo, y desde el analisis clasico de este procedimiento
[Borda 1781] ha sido extensamente examinado y axiomatizado en la
teoria dela votacién [ver, especialmente, Fine y Fine 1974; Fishburn 1973,
cap. 13; Gardenfors 1973 y Hansson 1973]. Aunque R se toma aqui como
un axioma, se puede demostrar facilmente como un teorema derivado
de axiomas mas primitivos [Sen 1973, 1974].

Hay dos métodos basicos para hacerlo. El primero, siguiendo a Borda,
es la cardinalizacién equidistante de un ordenamiento. Si A, By C estan
clasificados de acuerdo con sus ponderaciones, y si no hay ninguna
alternativa intermedia entre A y B ni entre B y C, “digo que el grado de
superioridad que el elector ha dado a A sobre B se de debe considerar
idéntico al que ha dado a B sobre C”. Por el axioma E, sabemos que si i
esta peor que j, la ponderacién de la brecha de ingresos de i debe ser
mayor que la ponderacién de la brecha de ingresos de j. Usando el pro-
cedimiento de Borda junto con una apropiada normalizacién del origen
y de las unidades, se llega al axioma R.

El segundo es adoptar una visién relativista de la pobreza y considerar
la privacién como un concepto esencialmente relativo [Runciman 1966].
Cuanto mas abajo esta una persona en la escala de bienestar mayor es
su sensacion de pobreza, y su rango de bienestar puede indicar la pon-
deracién que se da a su brecha de pobreza.” El axioma R también se
puede deducir de esta aproximacion.

Volvemos ahora a la relacién entre ingreso y bienestar, puesto que los
axiomas E y R se expresan en rangos de bienestar, mientras que la infor-
macién esta ordenada por rangos de ingresos. Hay, por supuesto, bue-
nas razones para pensar que algunas veces una personarica puede tener
menor bienestar que una persona pobre, por ejemplo, si se trata de un
invalido, y esto puede [plantear interesante problemas de equidad [Sen
1973a, cap. 1]. Sin embargo, cuando buscamos un indicador general de
pobreza para toda la comunidad no es facil incluir esas consideraciones
de detalle en el ejercicio. El axioma M procede parte del supuesto ‘mas
tosco” de que una persona maés rica estd en mejor condicién. Ademas, se
considera que la relacién de bienestar individual es una ordenacién

7 Esto puede axiomatizarse en términos del rango de bienestar de la persona
pobre (como en el axioma R) o en términos de la poblacién total (ver el axioma
R* de la secta seccién). Ambos llevan a un resultado esencialmente igual si se
normalizan del modo correspondiente (ver el axioma N).
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estrictamente completo para evitar algunos problemas que plantean los
métodos de ordenacién por rangos en el caso de indiferencia. Este ultlmo
supuesto es menos arbitrario de lo que puede parecer a primera vista.®

Axioma M (monotonicidad del bienestar): La relacién > (mayor que)
definida en el conjunto de nimeros de bienestar individual {Wi(y)}
para toda configuracién de ingresos y es una ordenacion completa, y
la relacién > definida en el conjunto correspondiente de ingresos in-
dividuales {yi} es una subrrelacién de la primera, es decir, para todo

i, jtal que yi > yj, Wi(y) > Wy(y).

INDICADORES TOSCOS Y NORMALIZACION

En la primera seccién se hizo referencia a dos indicadores de pobreza
de uso corriente. La proporcién de pobres es la relacién entre el niimero
de personas con un ingreso y; <z y la poblacién total n.

H=gq/n [5]

El otro indicador —la brecha de pobreza— se basa en el niimero de
personas que comparten esa brecha, que se puede normalizar facilmente
transformandolo en el porcentaje de brecha personal I, al que denomi-
namos ‘relacién de brecha de ingreso”?’

= g9z [6]

ie S(z)

Mientras que la proporcién de pobres representa la proporcién de la
poblacién que esta por debajo de la linea de pobreza, la brecha de ingre-
sos representa el porcentaje de su faltante de ingreso promedio para
llegar a la linea de pobreza z. El indice H es completamente insensible
alamagnitud delabrecha de ingresos, mientras que la brecha de ingresos
es completamente insensible al niimero de pobres. Ambos indicadores
(H eI) son importantes en la construccién de un indice de pobreza, pero

8 Elindice de pobreza P que aparece en el teorema 1 es totalmente insensible a la
forma en que se clasifica a las personas que tienen el mismo ingreso. Ver la
ecuacion [15].

9 Otroindicador —que podemos llamar I*— se obtiene normalizando la ‘brecha
de pobreza’ con respecto al ingreso total de la comunidad:

I* =Iqz/nm* [6%]
Donde m* es el ingreso medio de la poblacién total.
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no son suficientes porque no proporcionan informacién adecuada sobre
la exacta distribuciéon de ingresos entre los pobres, Ademaés, ninguno de
ellos satisface el axioma de transferencia ni la exigencia de dar una ma-
yor ponderacidn a la brecha de ingresos de las personas mas pobres que
a la de las menos pobres (Axioma E, dado el axioma M).

Sin embargo, en el caso especial en el que todos los pobres tienen exac-
tamente el mismo nivel de ingreso y* < z, se puede demostrar que He,
conjuntamente, proporcionarian una informacién adecuada sobre el ni-
vel de pobreza, puesto que en este caso especial ambos expresan la pro-
porcién de la poblacién que esta por debajo de la linea de pobreza y el
faltante de ingresos de cada uno. Para obtener una simple normaliza-
cién, enunciamos el axioma N.

Axioma N (Valor normalizado de la pobreza): Si todos los pobres tienen
el mismo ingreso, P = HI [ver la primera nota explicativa del traductor].

EL INDICE DE POBREZA DERIVADO

Los axiomas establecidos determinan un tnico indice de pobreza. Es
fécil establecer ese indice si numeramos las personas en orden no decre-
ciente de ingresos,10 es decir, cumpliendo:

V1< V2 €V ' [7]

Teorema 1: Cuando el niimero de pobres es grande, el Gnico indice de
pobreza que satisface los axiomas R, My N es:

P =H[I + (1-DG] (8]

donde G es el coeficiente de Gini de la distribucién de ingresos de los pobres.

Demostracién: Por el axioma M hay una forma de contar los individuos
que satisface la condicién [7], tal que:

Wi(y) < Wy(y) < ...< W(y) 9]

10 Si hay més de una persona con el mismo ingreso, [7] no determina exclusiva-
mente la numeracién. Pero la férmula del indice de pobreza delteorema 1 arroja
el mismio P, sin que importe la convencién de numeracién que deba cumplir [7].
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Para toda persona i < g, hay exactamente (q + 1 - i) personas pobres con un
nivel de bienestar al menos tan alto como el de la persona i. Del axioma R:

vz, y)=q+1-i [10]
Por consiguiente, de [2] y [4]:
q
P=A(z y)y g(q+1-1) [11]
i=1

En el caso especial en el que todos los pobres tienen el mismo ingreso
y* y la misma brecha de ingresos g*=z - y*, tenemos que

P= Az y)g'q(q + 1)/2 [12]

Pero como, de acuerdo con el axioma N:

P=(q/n)(g*/z) [13]
Entonces, de [12] y [13]:
Az, y)=2/(q+ I)nz [14]
De [11] y [14] se sigue que
g
P=2/(q+1)ng Y (z-y)q+1- 1) [15]

=1

El coeficiente de Gini de la curva de distribucién de ingresos de Lorenz
esta dada, para los pobres, por:

q 9
G=@1/2¢m)Y Y |yi-yl. [16]

i=1j=1

donde m es el ingreso medio de los pobres.

Dado que |yi-yj| = yi + yj- 2min(yj, yj), es claro que [Nota explicativa 2]
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s 3 a
G=1-(1/q°m) ¥ ¥ min(y;y)

i=1j=1

9
=1+1/q-(2/q’m) ¥ yi(q + 1 - i) [Nota explicativa 3] [17]

i=1

De [15] y [17] se sigue que

1

P=—«—— [zq(q +1) + g;m (G - f{—4-—1)] [Nota explicativa 4]
(q+ Dnz q

Dados [5] y [6], Esta expresion se reduce a

P=H{1-(1-I)[1-G(q/q + 1)]} [ver la nota explicativa 5] [18]

Si q es grande, [18] da lugar a [8]. Esto establece la condicién necesaria
del teorema 1 y la condicién suficiente se establece facilmente verifican-
do que P definida por [18], para un q grande dado por [8], satisface los
axiomas R, My N.

POBREZA Y DESIGUALDAD

Vale la pena aclarar el papel del coeficiente de Gini de la curva de dis-
tribucién de ingreso de Lorenz para los pobres. La mejor forma de ha-
cerlo es plantear la siguiente pregunta: ;Qué indicador de desigualdad
se deduciria adoptando el mismo enfoque que aqui se ha utilizado para
deducir el indicador de pobreza?

Elindice de pobreza se dedujo usando el concepto mas primitivo de brecha
agregada Q(x). Se debe sefialar que dado el sistema de ponderaciones de-
finido por los axiomas R y M, el valor de Q(x) es igual para todo x > z, de
modo que P definida por [3] como maxxQ(x), puede representarse como
Q(x) para todo x 2 z y no sélo para x = z, debido a que por el axioma R,
la ponderacién de la brecha de ingreso gidela personaiesigual alniimero
de personas pobres que estan al menos tan bien como la persona i. ElL hecho
de incluir a las personas que estan por encima de la linea de pobreza z no
afecta el valor de Q porque la ponderacién de su brecha de ingreso gi es
cero, de acuerdo con el axioma M.

Esto es suficiente para medir la pobreza, pero si pasamos a medir la
desigualdad, también deberiamos incluir la brecha de ingresos de la
poblacién que esta por encima de la linea de pobreza. Ademas, labrecha
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de ingresos se deben calcular, no a partir de una linea de pobreza z dada
ex0genamente, sino de alguna caracteristica interna de la configuracién
de ingresos y, tal vez el ingreso promedio. Las variaciones de esta linea
transformaran el indicador de pobreza absoluta en un indicador de de-
sigualdad relativa.

Para hacerlo, remplazamos z por el ingreso promedio m* de y. Luego
modificamos las ponderaciones dadas por el axioma R para que inclu-
yan a toda la poblacién y no solamente a los pobres.

Axioma R*: La ponderacién vi(z, y) de la brecha de ingresos de la per-
sona i es igual al nimero de personas de S que estian al menos tan bien
como la persona i.

El axioma R* exige que la ponderacién v; de la brecha de ingreso de la
personaisea (n + 1 -i).

Se puede considerar que el problema de la medicién de la desigualdad
y de la pobreza son dos ejercicios entrelazados. Se puede definir el in-
dicador desigualdad correspondiente al indicador de pobreza P de la
siguiente manera:

Definicién: El indicador de desigualdad n correspondiente al indice de
pobreza P especificado por el teorema 1 es el valor de P que se obtiene
cuando q (el nimero de pobres) se remplaza por n (el total de poblacién)
y z (la linea de pobreza) se remplazando por m* (el ingreso medio de la
poblacién).

Teorema 2: El indicador de desigualdad », correspondiente al indice de
pobreza, se aproxima al coeficiente de Gini cuando n es grande.

La prueba es obvia, en [15] y [17] se remplaza q porn'y zy m por m* en
las formulaciones de P y del coeficiente de Gini (que ahora se redefine
para toda la comunidad). Esto también se verifica haciendo H=1el =
0 en P definida por el teorema 1.

Por tanto, el indicador de pobreza P obtenido con el teorema 1 es esen-
cialmente una translacién del coeficiente de Gini, de la medicién de la
desigualdad a la de la pobreza.!!

En el diagrama de la grafica 1 (ver las notas aclarativas del traductor) se
representan a Py G . La linea OGB es la curva de Lorenz y OB la linea
de perfecta equidad. El coeficiente de Gini G esta representado por el
area OGB dividida por el 4rea OAB. La pendiente de la linea OD es la

11 Una axiomatizacién del coeficiente de Gini como indicador de la desigualdad
se encuentra en Sen [1974]. Como alli se usa un sistema de axiomas mds primi-
tivos, R* es un teorema y no un axioma.
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‘linea de pobreza’ en estas unidades normalizadas y OE es el nimero
de pobres. El indicador de pobreza P corresponde al area OGF dividida
por el area OEI La diferencia entre los dos consiste (i) en que la pen-
diente de OD (la ‘linea de pobreza’) es diferente de la pendiente de OB
(el ingreso medio normalizado), y (ii) en que en el indicador de pobreza
solo se incluyen los pobres, es decir, OE, en vez de todas las personas,
es decir, OA.

Las ponderaciones del orden de rangos del coeficiente de Gini G y del
indicador de pobreza P se aprecian intuitivamente considerando el drea
bajo la curva OGB, que deja por fuera al numerador del Gini, es decir, que
incluye a (1-G). Elingreso de las personas mas pobres se incluye en todos
los puntos y si hay n personas su ingreso entra n veces. Por otra parte, el
ingreso mas alto est4 incluido bajo el d&rea OGB exactamente una vez, en el
punto A, cuando se incluyen a todas las personas, es decir, que la persona
mas rica entra exactamente una vez més que el camello que pasa por el ojo
de la aguja. El iésimo pobre entra en el iésimo punto de las observaciones
y su ingreso también se incluye en las observaciones restantes (n - i), de
modo que su ingreso se incluye (n + 1 - i) veces. Esto da lugar a las ponde-
raciones del orden de rangos a través del mecanismo dela curva de Lorenz,
y esta notable coincidencia es lo que hace que el coeficiente de Gini coincida
con las ponderaciones normativas deducidas de los rangos ordinales que
satisfacen el Axioma R* (y el axioma E) dado el axioma M. Una manera
similar de entender intuitivamente el resultado relacionado con el indica-
dor de pobreza consiste en considerar el nimero de veces que se contabiliza
la brecha entre la pendiente de OD (linea de pobreza) y la pendiente de
OGB (el ingreso de los pobres).

INTERPRETACION Y VARIACIONES

El indice de pobreza que aqui se propone tiene una interpretacién bas-
tante sencilla. El indicador esta compuesto por la proporcién H multi-
plicada por la relacién de brecha de ingresos I multiplicadas por el coe-
ficiente de Gini G de la distribucién de ingresos entre los pobres
ponderado por (1-I), es decir, ponderado por la relacién entre el ingreso
medio de los pobres y el nivel de ingreso correspondiente a la linea de
pobreza. Una manera de entender la justificacion de este indice es la
siguiente: I representa la pobreza medida por brecha proporcional entre
el ingreso medio de los pobres y la linea de pobreza Esto ignora la
distribucién entre los pobres, pero G proporciona esa informacién. Ade-
més de la brecha de pobreza del ingreso medio de los pobres expresado
por ], existe la brecha ocasionada por la desigual distribucién del ingreso
medio, que se expresa mediante el coeficiente de Gini G de esa distribu-
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cién multiplicado por la relacién del ingreso promedio. El indicador de
brecha de ingresos asi ajustado tiene en cuenta la desigualdad entre los
pobres, es decir I + (1 - I)G, est4 normalizado por cada persona pobre y
no toma en cuenta el nimero de personas que estdn por debajo de la
linea de pobreza, que podria ser grande o pequeiio. El indicador com-
puesto P se obtiene multiplicando [I + (1 - I)G] por el indice H.

Aunque ésta sea quiza la forma mas facil de interpretar el indice I} se debe
tener presente que su justificacién reside en los axiomas que se usaron para
deducirlo. La forma multiplicativa elegida en el axioma N es simple pero
arbitraria. El axioma M, tal vez justificable en ausencia de informacién deta-
llada sobre los pobres, es objetable cuando se sabe mucho acerca de los indi-
viduos de ese grupo, por ejemplo, que A es invélido y més rico que B, que es
sano, y sin embargo A est4 peor en algtin sentido [Sen 1973a, 17-20]. Final-
mente, el Axioma R sigue el procedimiento de Borda, quien cardinaliza una
ordenacién de modo que las poderaciones son los niimeros del rango. Esto
también es arbitrario, por supuesto, aunque se suele usar en otros contextos,
como indica la popularidad de las diversas variantes del procedimiento de
ordenacién por rangos de votacion. También puede justificarse en términos
de la intensidad de las preferencias que se presumen a partir de los rangos
usando tnicamente una version de la ‘razén insuficiente’ (siguiendo a Bor-
da)] o en términos de una concepcién esencialmente relativista de la pobreza.
Es posible que muchos no acepten el axioma R por la arbitrariedad en que se
incurre cuando la ponderacién de la diferencia de ingresos de la personai se
hace igual a su rango de pobreza. Aun con un nivel dado de ingresos, la
ponderacién de una persona pobre se reduce si un pobre maés rico que ella
se empobrece mas que ella. Las ventajas y deficiencias del sistema de orde-
nacién por rangos son suficientemente claras.

Vale la pena senalar algunas propiedades de I Se encuentra en el inter-
valo cerrado [0, 1], P = 0 si todos tienen un ingreso mayor que z, yP =1
si todos tienen un ingreso igual a cero. En la préctica, por supuesto, P
nunca sera igual a uno porque existen requerimientos de subsistencia
(de modo que para todo i, yi > 0) y porque aun en las economias muy
pobres el sistema de clases asegura la prosperidad de algunos (de modo
que para algunos i, yi > z).

Nétese también que cuando todos los pobres tienen el mismo ingreso,
es decir, cuando G = 0, cuanto menor es el ingreso de los pobres tanto
maés cerca estara el indicador P del indice H y del indicador de brecha
de ingresos I.

También se pueden considerar algunas variaciones de los procedimien-
tos de normalizacién. Primera, si todas las ponderaciones de las brechas
de ingresos se reducen a la mitad, es decir, si la brecha de ingresos del
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iésimo pobre se hace igual a (q —i + 1/2), entonces [8] es vélida no sélo
para q grandes sino para cualquier q. Sin embargo, para medir la pobre-
za de comunidades de cualquier tamafio, los dos procedimientos no
arrojan grandes diferencias.

Segunda, la normalizacién reflejada en el axioma N se puede cambiar
aunque se mantenga el procedimiento de ponderaciones. En particular,
el indicador de pobreza se puede hacer depender también de la relacién
entre el ingreso medio de los pobres y el ingreso medio de toda la co-
munidad [Sen 1973b, ecuaciones (8) y (9)]. Esto daria una mayor cober-
tura al indicador de pobreza. Por ejemplo, un mismo nimero de pobres
con la misma distribucién de ingresos tendré un mayor indice de pobreza
si disminuye el ingreso de algunas personas que estan por encima de la
linea de pobreza aunque no quede por debajo de esa linea de pobreza.'?
En cambio, el indicador P es totalmente invariante con respecto a los
cambios en el ingreso de la poblacién que esta arriba de la linea de
pobreza y sélo depende del ingreso de los pobres. Esto no nos impide
definir la linea de pobreza z teniendo en cuenta la distribucién total del
ingreso (es decir, una z mas alta para los Estados Unidos que para la
India), pero una vez que se ha especificado la linea de pobreza, el indi-
cador de pobreza P sélo depende del ingreso de los pobres.

CONCLUSIONES FINALES

1. - El indicador de pobreza P que aqui se presenta utiliza una aproxi-
macién ordinal a las comparaciones de bienestar. La necesidad de
dar una mayor ponderacién al ingreso de una persona mas pobre
se deduce de consideraciones de equidad (Axioma E) sin que sea
necesario utilizar funciones de utilidad cardinal interpersonalmente
comparables. El nivel ordinal de comparabilidad se utiliza para obte-
ner un sistema de ponderaciones por orden de rangos (Axioma R),
dada una relacién monoténica entre ingreso y bienestar (Axioma M).

2. Elindicador de pobreza P obtenido axioméaticamente en el teorema
1 corresponde al indice de desigualdad de Gini, en el sentido de que
al remplazar los pobres por la totalidad de la poblacién y la linea de
pobreza por el ingreso medio, P se transformaria en G. Este indica-
dor de pobreza P difiere notablemente de los indicadores toscos
crudas de pobreza que se utilizan en la literatura estadistica sobre
el tema y en las discusiones politicas. A diferencia de H (el porcen-
taje de la poblacién que esta por debajo de la linea de pobreza), P es
sensible a la magnitud de la diferencia del ingreso de los pobres con
respecto a la linea de pobreza. A diferencia de I (el porcentaje de la

12 Como sucede con el “indicador dependiente de la media” P* = Pz/m*.
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diferencia promedio entre el ingreso de los pobres y la linea de po-
breza), P es sensible al niimero de personas que estan por debajo de
la linea de pobreza.’® Y a diferencia de cualquier funcién concebible
w(H, I) de estos indicadores toscos, P es sensible al patrén de la
distribucién de ingresos de los pobres.

Alolargo de todo el articulo, el ingreso se ha considerado como una
magnitud homogénea representada por un nimero real. El marco
de referencia que aqui se ha desarrollado se puede extender a casos
de mdltiples bienes, evaluando el consumo del bien j por la persona
i en términos del precio del bien j y del rango de ingreso de i, basan-
do el cilculo en las ‘matrices de bienes’ de Fisher [Fisher 1956, Kenen
y Fisher 1957].14

Sise acepta la interpretacion del bienestar ordinal como justificacién
del coeficiente de Gini (Axioma R¥), es necesario preguntarse cuél
es el significado del debate sobre la no existencia de una “funcién
de utilidad aditiva que clasifique la distribucién del ingreso en el
mismo orden que el coeficiente de Gini” [Newbery 1970, 264; Shes-
hinski 1972; Dasgupta et al. 1973; y Rothschild y Stiglitz 1973]. Evi-
dentemente G no es una funcién aditiva de ingresos individuales ni
es estrictamente concava ni es estrictamente cuasi-cdncava (como es
obvio en la ecuacién [17]). El axioma E y especificamente el axioma
R* conducen al resultado de preferencia por la igualdad sefialado
por Dasgupta et al. [1973] y Rothschild y Stiglitz [1973]; pero la pon-
deracién ordinal del coeficiente de Gini no puede ser incorporada
en el marco de una funcién de bienestar utilitarista estrictamente
cbncava o en cualquier otra funcion de bienestar social en la que las
ponderaciones marginales sean sensibles a los valores exactos del
ingreso (en contraposicién con sus rangos ordinales). Eso también
es valido para el indicador de pobreza P que aqui se propone.

Finalmente, se debe sefialar que cualquier sistema de medicién que
solo tenga en cuenta la informacién de bienestar ordinal serd deficiente
para un observador convencido de que tiene acceso a funciones de
bienestar cardinales que admiten comparaciones interpersonales. Si se
consigui6 dicha informacién cardinal, el hecho de que P descartara una
parte de ella y sélo utilizara la informacién ordinal debe ser juzgado
como un derroche. Por otra parte, es mucho més dificil estar de acuerdo
sobre las funciones de bienestar cardinales que admiten comparacio-

La definicién alternativa del indicador de brecha de ingreso I* es sensible al
nimero de personas que estan por debajo de la linea de pobreza, pero también
es sensible al ingreso de la persona que estan por encima de la linea de pobreza.
Ademas, I* es insensible a la distribucién del ingreso entre los pobres.

En Sen [1976] se examina el uso de esa aproximacién como ilustracién de un
sistema general de comparaciones del ingreso real con un tratamiento explicito
de la distribucién.
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nes interpersonales que llegar a acuerdos sobre los rangos de bie-
nestar. Aunque es deficiente en el sentido descrito, la aproximacién
que aqui se propone es menos exigente. Es un compromiso seme-
jante al del método de votacién de Borda, que s6lo establece rangos
e introduce el supuesto de equidistancia para obtener ponderacio-
nes numeéricas. Los datos requeridos para estimar el indicador de
pobreza P son, en consecuencia, bastante limitados.

NOTAS EXPLICATIVAS

Notal

Cuando todos los pobres reciben el mismo ingreso, P = HI
donde H = q/n; q = niimero de pobres; n = poblacién total

q
3 (z-yi)
i=1

qz
z = linea de pobreza; yi = ingreso del pobre i
Como yi es igual para todos,

O n £ O a4 r=1-2
qz qz z
Entonces P = HI
)
n z
1 1q 1yi 1 1rq ¥y
1 yi q
dP = —||1~=|ldq - —dy:
n z z

Se trata de ver cémo cambia P cuando q disminuye, dado que algunos pobres
transfieren dinero a otros pobres y, asf, 10os ‘nuevos no pobres’ reciben uningreso
igual a z; ademds, la suma de dinero transferida por los que siguen siendo
pobres es idéntica para cada uno de ellos.

Si la magnitud de la pobreza se reduce en E donde
F=q'-q F<0
elingreso que debieron transferir los que siguen pobres alos ‘nuevos no pobres’
es F(z - yi), es decir, a cada pobre se le quito
Fz-y)
N
Puesto que dq = F y suponiendo cambios pequefios, dP es igual a

dyi
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f PR AT (z ¥i)
oz z q
Y como el cambio es pequeiio, q1 es aproximadamente igual a g, por tanto

[ i ‘ F(z- i
I—L)F— (z y)}

z z

1—&JF ( -&]F]ﬂ
L z A
Ejemplo. Hay 100 personas con la siguiente informaci6n:

N = 100; q = 50; cada pobre tiene $80, y la linea de pobreza, z = $100
De modo que

dP =

=R

=T

dP =

I
=

dp

80 50
I=1-—=02 H=—=05 P =(05)0.2) =01
100 100

Si el numeroode pobres baja en 10 y los 40 restantes les transfieren una suma
igual,

F=40-50=-10
q1 =40y la transferencia de cada uno de los que sigue siendo pobre es de
-10(100 - 80) _
40 )

es decir, dyi = - 5. En la nueva situacién,

75
qi =40 yl = @0 -5 =75 I1=1-—=025
100

H1=04 P1=0.1
Nota 2

i
q
q ZY‘:
Ty=ag=am ¥y yi<y<ys.<yq

donde m es la media del ingreso de los pobres, entonces,

9 q q
T S+ yp = ¥ (qyi + qm) = mq’ + mq® = 2mq’

i=1j=1 i=1

1 qQ q q9 q
={ ZJZZD’i‘YH—[ 1223':+Yj-2min[ynyﬂ)

i=1j=1 2mq? §
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i=1j=1 i=1j=1

= [ ! 2]!& %,(Yi +yj) - ZE‘, imin[)'i,)'j]}

2mq

= [ ! ZJ{quz-zi imin[yi,y,-]l

2mq i=1j=1

1 9 94
=1-1— 3 > min{yi, yl
mq 1

i=1j

Nota 3

9 9 q
2, Y min(yi, yj) = ¥ {minfy;, y1j + minly, y2] + minly i, ys] +... + minlyi, yq]}
i=1

i=1j=1

= min [y1, y1] + min[y 1, y2] + min[y 1, y3] +... +min[y 1, yi] +... + min [y1, yq] +
min [y2, y1] + min[y 3, y2] + min[y 2, y3] +... + min[y 2, yi] +... + min[y2, yq] +
min [ys, y1] + min[y 3, y2] + min[y 3, y3] +... + min[y 3, yi} +... + min[y3, yq] +
.t

min [yq, y1] + minly q , y2] + min[y q, y3] +... + min[y q , yi] +... + min [yq, yq]

La matriz de los sumandos es simétrica y por tanto se pueden sumar los térmi-
nos de la mitad superior, multiplicar por dos y restar una vez los elementos de
la diagonal (mq) que de otra forma se estarfan tomando dos veces. Se ve mas
claramente conla matriz de los subindices:

{2 s

q-1,1 q-12 q-13 .. = tq-1q-19q
9l 92 g3

El minimo de la fila en la media matriz superior es yj, que aparece (q - (i - 1)) veces.
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La suma de la primera fila (mitad superior) es igual a qyi

La suma de la segunda fila (mitad superior) es igual a (q-Dy:

La suma de la tercera fila (mitad superior) es igual a (q-2)ys

La suma de la fila i (mitad superior) es igual a g-@i-1)yi

La suma de la fila q (mitad superior) es igual a q-(@-1)yq

Total de media matriz Yyi(q+1-1)

Total de la sumatoria ZZYi(q +1-i)-mq

De modo que al reemplazar en la ecuacion del texto, resulta

9 9

1 1 2
l-qz—mz Y, min(yi, yj) = 1+-q—q2m2y.(q i+1)
i=1j=1

Nota 4

1 2
G- 1+———Zy1(q i+1)
q qmi 1

de donde,

2 1
—Zy.(q i+)=1+—--G
qm, 1 q

2
Zy,(q i+ 1)-—+qu—GqTm

i=1

Por otra parte,

2 [a q
P= Zz(q—i+l)—2yi(q—i+l)]

(q+Dnz |, i=1
entonces,
2 [q 2 2
P= Zz(q—i+1)— q—nl+E—G£n-
q+nz|-4 2 2 2

2 +1 2 2
poe? [ grqdatD] (dm am_.g'm
L 2 2 2 2



UN ENFOQUE ORDINAL PARA MEDIR LA POBREZA

1 2
P= 2 Zg(.gi_)._ q_m 1_G+l]
(q+nz 2 2 q

1
P= [zq(q+1)+q2m(G—(q+ )J]
(q+1)nz q
Nota 5
1
P= [zq(q+l)+q2m(G—(q+ )J]
(q+Dnz q
1
P=ﬂ z(q+1)+qm G—(q+1)
Ni(q+1)z q
ycomoH:g
n
1+1
P=H|1+ an G—( D
g+Dz q
pero como
q q
YG Y (z-w
[oizl it _(zq-mq) (z-m)
T zq @ 2q z

si se tiene que

z-m) m
1—I=1—( )=—
z z

entonces

P=H[l+(1 ) [iﬂ[c- (q+l)]
q+1 q

P=H[1-(1—I)[1—G(—q—m
q+1

y para valores muy grandes de q, la relacién

P=H[1-(1-I)(1-G)]=H({ +(1-)G)

tiende a 1, luego

59
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Nota explicativa de la grafica 1

El cuadro y la grafica 1, construida con esos datos, constituyen un ejem-
plo del indice que propone Sen y de su expresion grafica.

Personas  Ing % pers % deing Acum Acum sitodos % Acumulado

¢/una pers ingrs LP

0 0 0 0 0
10 5 10 17 10 17 20 67 6.7
10 8 10 2.7 20 43 20 67 133
10 15 10 5.0 30 9.3 20 67 20.0
10 20 10 6.7 40 16.0 20 67 26.7
10 30 10 10.0 50 26.0 20 67 33.3
10 35 10 11.7 60 37.7 20 67 40.0
10 40 10 133 70 51.0 20 67 46.7
10 47 10 15.7 80 66.7 20 67 53.3
10 49 10 16.3 90 83.0 20 67 60.0
10 51 10 17.0 100 100.0 20 67 66.7

100 300 100 100.0 200 667
GRAFICA 1
Distribucién total del ingreso
100 < B

70 /
50 / / / ]
. / A

. aydl
B // /

Ingresos

OO

10 1

oy
[
w
S
w
(=2
~
(-]
0

Personas
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En términos gréficos P = OGF/QEI

26.7
OGF = OFE - X y OFE es OFE = (40) T 534
17 2.7 5 6.7
X=(10) ==+ (10) ==+ 1017+ (10)~+ (1043 + (10) —+ (10)9.3 =233.33
66.7
OFI = (40) ——=1334 OGF= 534 - 2333 = 300.3

300
P = OGF/OEI = +0.225
1334

El valor de P se obtiene utilizando la férmula P = H(I + (1 - )G)
Partimos de la gréfica para llegar a la siguiente expresion

e e )

P = ——=donde OGF = OFE - X, y OFE =
OEI 2

Donde q = nimero de pobres; n = total de personas y 1 = ingreso promedio total

2

o) o)

pz|— X
2

)
|

2

y, asi,

2X

Ahora hay que calcular X
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X=

(nerO)(anIIOO)_F(—nlrm)(nPYIZOOJ+( r )( Y, )+

2 2 n100/\ np 100

ESEN ESES
n100/\ nu100 + ( r )(Yl + YZ) . n100/\ npn100 +
2 n100/\ np 100 2

( r )(Y1+ Y, + Y;)
nl100 np 100

Donde r es cada pobre (es decir, 1)

X= (nl()rOOO)(i)l:Yl - Yz -;Ya h Y4 + Yl + (Y1 + Y2)+ (YI + Yz + Y3):|

X=100001[7Y,+7Y2+3Y3+Y4]
n

2np
2X

() i)

Por lo tanto, reemplazando X

p=93_
n

2[10000 r (7Y, + 5Y, + 3Y, + Y4):!

n 2np

()

(L)(Wl+ 5Y, + 3Y, + Y4)
p=9_ np
n

()

(%)(7\(, £5Y,+ 3, +Y,)

P=H-
qz
(7Y, + 5Y, + 3Y, + Y,)
P=H[1— -

(8Y, + 6Y, + 4Y, +2Y, - Y, - Y, - Y, - Y,)
P=H|1- =
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PoH 1+m_(8Y1+6Y2+4Y3+2Y4)]

q’z q’z
Donde mes elingreso medio delos pobres; ahora, dado que I = 1-m/z, se obtiene

[ 1-1 2
P=H 1+—-—E(4Y,+3Y2+2Y3+Y4)]

P=H[1-(1-1)+ (1-1)G]=H(I+ (1-1)G)
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