Resolucion numérica de Ecuaciones

Algébricas y Trascendentales

_ “METODO GRAEFFE"

Bl presente estudio es la pri-

mera parte del que se propo-
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1# PARTE RAICES REALES Y DESIGUALES.

NOTA: Sirvieron como obras de consulta: las r;otas del curso de “Extension
Matematica’ por el Dr. Luis de Greiff B. y el libro de Ernest Julius Berg “Heavi-
side’s Operational Calculus”.

El método que expongo a continuacién, conocido como “método Graeffe” (Carl
Heinrich Graeffe 1837), es de gran uso, especialmente en el caso de ecuaciones
(que poseen raices complejas La determinaciéon preliminar de la posicién apro-
ximada de las raices es innecesaria, y para ecuaciones algébricas todas las raices
se encuentran a un mismo tiempo.

La base del método es obtener una ecuacién cuyas raices sean de una poten-
cia alta, digamos, la doscientos cincuenta y seis de las raices de la ecuacién dada.
La ley de formacién de las nuevas ecuaciones hasadas en la ecuacién original
es muy sencilla. Si »;, x,, 24.... son las raices de la ecuacion dada, x,256, x,256,
¥,206, ... seran las raices de la ecuacién buscada.

Las udltimas raices estin muy separadas, porque, suponiendo x, dos veces wx,,
se tendrd que w29 serd 2750 veces x,°%, y una ecuacién cuyas raices estén
ampliamente distanciadas puede resolverse de una vez numéricamente.

Supongamos que se quiere resolver la ecuacién: :

o+ agen—1 4 gaan—2 4 guen—8 - qan—4 4 ... +a, =0 (1)

Asumamos, para el caso presente, que las raices son reales y diferentes y que
son —a, — b, — ¢, — d, ....; ademas, que se benga_!a]).[\b[>|c]‘>ld| S

Los valores a, b, ¢, d, ...., que son las raices de la ecuacién pero de signo
contrario, serian llamadas raices Encke (Juan Francisco Encke, astrénomo aleman).

Supongamos [al=a+b+e+ ...., la suma de las raices Encke y [ab]
=ab+ac+be+...., la suma de los productos de las raices Encke tomadas de
dos en dos, ete. También:

[om]! =yom =k EbE Sricm el SIS

[ampm] = gmpm | gmem - pmem |
Y la ecuacion (I) la podemos escribir : :

an + [alan—t 4+ [ablan—2 + [abelan—38 +....+ [abed....] =0  (2)
y la ecunacion cuyas raices son la potencla m, de las raices de la ecuacion dada,
serd, siempre que 7 sea par, :

ot A= [omfepl o [asthmlon=2 + [gmpmon]go—3 -{ shisiis=tiQe T (-3)-




- de la ecuacién original; después, habiendo hecho esto, se re

A

Es necesario formar la ecuacién (3) cuando se conoce la ecuacion (2) ¥y m
es un nimero determinado.

En la practica, m en la ecuacién (3) es un ntimero grande, pero 9313‘9' ecuaz-
cién no puede construirse de un solo paso; para ello, primero tomamos m=2 y for-

i F : ai ncke
manos una ecuacién cuyas raices Encke, sean los cuadrados de las raices En .
pite el proceso, for-

de las raices Encke

mando una ecuacién cuyas raices Encke sean los cuadrados
las raices Encke de

de la tltima ecuacién obtenida, esto es, la cuarta potencia de
la ecuacion dada, y asi sucesivamente.

Asi, nuestro problema es construir la ecuacion (3), :
se conoce y m vale 2. Esto se hace como sigue: Se reagrupa la ecuacion
que los términos que contienen potencias pares de x estén a un lado y los que con-
tienen potencias impares al otro; asumiendo n par:

cuando la ecuacion (2)
; (1) para

(o0 + a,zn—2 + guen—4.,...) = (—ear—! — (lpla=ih = deg—S—— )
elevando al cuadrado:

(@2 + agan—2 4 a@an—i, . ))2 = (@21 + a,xn—3 + azEt— ... o) )
Expandiendo: .

a2t 4 gae2n—2 4+ gx20—4 4 a2 4 g,2p20—4 + azaﬂ;ﬁn—ﬁ
-+ g,_llel—-i —|— azﬂ,‘lwllll—-—c —I— 0,4'.:3;211-—8 L
= alﬂwﬂn—ﬂ + alaamﬂllf —4 + a_lafsw‘_’n—ﬁ + alaaxﬂll---—-l
8 20An =638 g g pp2n—S i g T
Ahora, si tomamos — ¥ = x<
(_._y)l] + az(_y)ll—l + a, (__y)l‘.u---ﬂ -+ (i-:: (._-__ty) n—1 -{— (522('—?})"_ —2
-+ aza,_;(_..y)n—-.?. -+ a, (_y)n——2 - ey, (ﬁy) n—3 + §oge
= a,l.!(_y)ll"--l + ”‘1”‘3 (..;y)ll ~2 4 Wy (_.U)" 3 -I- “1“;;(—’!}) n—2
—I— a32(_y) n—3a + a'_aaa (__y)n.._-i + <
¥, puesto que n es par, se reduce a;

Yyn — a._,y"—-l _|_ a.lyu-—i: . C(-:’y“ —1 |- a.fy" e a:(hunl._a
-+ akiyll— 25 a2a4yll e p e

—— 9, — — < 5

= — a"Yh=1 + @ auyn—2 — syt - a ayn—2

T a,:i‘_'Jllv—-:i ~{« ﬂjsa:jyn— =1 + e =
reagrupando, se tiene:

yll —I- (a_l‘..'_ga_ﬂ)yll- 1 + ((522-2(““3 —}— Qa_‘i)yn —2 + I =0 4
puesto que las raices de la ecuacion (1) son — @, — b, — ¢ : )
G 2 9 9 : ) » +-.. las de la ecua-
cion (4) seran — a2 — b= —¢2 |, .,

Entonces, escribiendo « en lugar de y, la ecuacién ‘euy

5 as raices Encke «
los cuadrados de las raices Encke de (1), es Encke son

=3t 2

pn—1 v2 wn—=2 4 g,2
an '}_' alg + a'! 2CL ; — 2(1.51’1'!'
— . il
— 2a,a. S .
— 2a, 2 k 2a,04 20,0y Sgn—t b 0 (5)
+ 2a; — 2a, — 2a,a,
E 2on

Estableciendo la ecuacién (5) en palabr
bl palabras, se llega a 1g le f ia
“El'c'oeflmente de cualquier potencia de x se i’orma fg‘regm:d.;])eijd? fm'macmn_
coeficiente correspondiente de la ecuacién original, el doble pmductutiad:a&lo del
> de todo par
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muy pequeno.
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de coeflclentes que equidisten igualmente de éste a cada lado, y alternando estos
dobles productos con los signos menos y mas”. "

Si se repite el mismo proceso con la ecuacion (5) se obtiene una ecuacion
cuyas raices Encke son de una potencia cuatro veces mayor que las de la ecua-

~cién (1). El peso siguiente da una ecuacion cuyas raices Encke son de una poten-

cia ocho veces mayor que las de (1), v asi sucesivamente.
Supongamos m = 64 6 = 128 6 6 256; puesto que a>b, a™ serd enormemente
mayor que bm 6 ¢™ 6 d¥, y entonces la suma [am] es practicamente igual a am,
Similarmente, [ambm| = ambm, 6, mas exactamente, puesto que a>b>e>d
[am]/am = (1 4 €) cuando en realidad [am] = am + pm + em .

~

¥V e es

loglam] = m log |a| + log (1 + )

codog lal = 1/m log Lam] — 1/m log (1 + ¢)

[am] puede ealcularse despreciando 1/m log (1 + ¢)
NOTA. m se hace lo mas grande posible. Asi se determina lal, y a continuacion:

Lambm] = gmpm (1+-p) -

log (ambm) + log (1+r) = log [ambm]

log (ab) = 1/m log [amdb™m] — 1/m log (1-+71)

log |b| = 1/m log [ambm] — 1/m log [am]

obtenido el valor de [b|, se continiia con las deméds raices. Para conocer el signo

de las raices es necesario substituirlas en la ecuacién original; esbe es el principal

inconveniente del método.

Una cuestion muy importante es saber hasta cuando es necesario doblar a -m
Bl tiempo de suspender la operacién se tiene cuando al doblar a wm, los coefi-

cientes [a=m].

latmp2m] de la

coeficientes [am], [ambm] de la ecuacién ya ol?tenida.
Un ejemplo numérico aclarara este punto.

Si, por ejemplo, se desea resolver la ecuacién 8% + 11 S2-- 113 S + 136 = 0,

es muy util la tabulaclon siguiente:

ueva ecuacion resulten ser los cuadrados de los

Sa + 118 2 == 118°S + 136 = 0
S3 =S S (]
P 1 11 —113 136
cuadrados' de los coeficientes 1 121 12769 - 18476
dobles productos 2206 —2992 :
1 1 347 9777 18476
1 12,040 X 10 * 95,69 % 10 ©
—1,955X10 ¢+ —12,84 X 10 ¢ 34,21 X 107
pt ! ]! 10,085 X 10 4 82,76 X 10 ¢ 34,21 %10 7
1 1017210 9 6847101 11,70 X 1016
—0,165 %< 10 —0,69 X 1014
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: 16
VLR B 1 10,007<10 9 67,78 % 1014 OO
1 - £00.140 X 1‘mb 45,04 X 1030 13,60< 105
 —0,010X 1018
: 3
p18 1 100,130 % 1018 45,94 % 1080 13,60 X 102
£ A p designa la ecuacién original, \ :
e - p? es la ecuacién cuyas raices Encke, son los cuadrados de las raices Encke
de p. , : :
3 _p* es la ecuacion cuyas raices Encke, son los cuadrados de las raices Encke
= de p2, ete. =
= Se puede ver en el Ejen@g_lo que los coeficientes de p!'® son practicamente 10:-3'
- cuadrados de los coeficientes de pS. En caso de que se deseen resultados muy

exactos debe continuarse el proceso hasta donde se juzgue conveniente; pa%'a el
ejemplo que estamos resolviendo se obtiene suficiente exactitud si tomamos m 1gual. .

2 a ocho.
; Tomando m =38, se tendra la ecuacion:
L S8 4 10,007 X 10952 + 67,78 X 1014S + 11,70 X 10¢ = 0
iy que nos da:
- - a¥ = [a8] = 10,007 X 109 =
. log |la| = 1/8 X 10,007 X 109
3 - lag |a| = 1/8 X 10,00030390 = 1,25003799
- i - o0 = == 17,7843 ! 3
3 ! [a8b8] = 67,78 X 1014 = (ab)s
R . : log lab| = 1/8 X log 67,78 % 1014
‘ _° log |b| = 1/8 X 15,8311016 — 1,2500380
= = 1,9788877 — 1,2500380 = 0,7288497 |
f . b = = 5,3561 ] .
NS f [aSbses] = (abe)® = 11,70 X 1016
3 £ X _ log (abe) = 1/8 log 11,70 X 1018
s I log le] = 1/8 X 17,0681859 — 0,7288497 — 1,2500380
R 4 = 2,1335232 — 0,7288497 — 1,2500380
B - ' = 0,1546355
= ! coe= =+ 1,4277
{{ ] Reemplazando en la ecuacion original se obtienen los verdaderos signos de
- - las raices:
2 a = — 17,7843; b = 5,3661; c = 14279
E ' (CONTINUARA)
3 JUAN SANTAMARIA A.
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