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Introduccién

En e] analisis de estructuras indeterminadas por el método de la ener-
gia eléstica, se sigue bésicamente el siguiente orden de operaciones:

a) Una vez definido el grado de indeterminacién, se escogen convenien-
temente las fuerzas o momentos que se van a considerar como redundancias,
en nuimero igual al grado de indeterminacion.

b) Por medio de las ecuaciones de equilibrio estitico, se expresan las
demas fuerzas y momentos en la estructura en funcién de las redundancias
y de las cargas externas. En este punto, la energia eldstica se puede conocer
en funcién de dichas fuerzas y momentos y de las constantes fisicas y geo-
métricas de los miembros.

c) Ademas de las condiciones de equilibrio, también es necesario satis-
facer las de continuidad geométrica o sea la compatibilidad de las deforma-
ciones. Las deformaciones se calculan haciendo uso de los teoremas de Casti-
gliano y de Maxwell (Reciprocidad), y la expresién de las condiciones de
compatibilidad toma la forma de un sistema de ecuaciones algebraicas linea-
les cuya solucién es el valor de las redundancias.

Conociendo las caracteristicas de los miembros de la estructura y el va-
lor de las fuerzas y momentos en cualquier seccién, es posible especificar el
estado de esfuerzos y deformaciones, que es la finalidad inmediata del pro-

blema.

El empleo de métodos exactos en la solucién de muchos problemas de
ingenieria ha estado limitado por el nimero de ecuaciones que €s posible
resolver en la prictica.
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- Los métodos’ de aproximaciones sucesivas usados en la ,solu.aé.n del sis
tema de ecuaciones, o directamente en la del problema, estin 11rn1ta<_io§ por
el nimero de magnitudes a las cuales hay que aplicar pequefias van:itaone.i.
hasta obtener una aproximacién razonable, y ademas por la velocidad de con
vergencia de tales procesos.

El uso cada vez mis extenso de computadores electrénicos ha permi-
tido el estudio de problemas cuya solucién estaba antes fuera de tf)da consi-
deracién por la cantidad de trabajo requerido. Hoy en dia, por ejemplo: el
analisis exacto de una estructura con 100 redundancias, una vez construidas
las ecuaciones y programadas para la maquina, tomaria sélo unas pocas horas
y con el advenimiento de méquinas més rapidas el tiempo necesario se redu-
cirdi mucho mis,

Por lo anterior se ve la gran importancia que han tomado los métodos
exactos, pues en el futuro la limitacién serd la cantidad de labor para la for-
mulacién de las ecuaciones y su traduccién al lenguaje de la maquina, y no
la solucién de ellas. '

En lo que sigue se considerara en algin detalle el proceso de formacién

¢l sistema de ecuaciones en el analisis de estructuras indeterminadas y el

empleo de matrices en casos en los cuales hay necesidad de estudiar el efecto
de diferentes sistemas de carga sobre una misma estructura.

- Se supone que el lector tiene conocimiento de los elementos del calculo
de matrices, para lo cual se hace referencia al articulo del Dr. de Greiff, “Teo-
ria de Matrices, Exposicién Elemental”, “DYNA”, N° 73, Nov. 1957.

Energia Elastica

En el estudio de estructuras es necesario hacer ciertas idealizaciones con
respecto a su forma geométrica para hacer practicable su anilisis. Las estruc-
turas que permiten tales idealizaciones forman dos grandes grupos:

a) Estructuras de superficie, como placas y conchas;

b)  Estructuras reticuladas, planas y espaciales, ‘que se pueden repre-
sentar por lineas y puntos,

En estas notas se consideran tinicamente estructuras reticulas, pero es
de notar que el empleo de matricss es también muy importante en e] estudio

de las del primer grupo, baste mencionar el método de distribuciones suce-
stvas en el andlisis de bévedas cilindricas,

En una seccién tipica de un miembro de una estructura reticulada se
consideran en general dos clases de acciones (o reacciones), una fuerza
un momento; en un sistema de coordinadas cartesianas se tienen por consi}-]-
8uiente tres fuerzas y tres momentos, (Fig, 1)



DYNA 31

Figura 1

N = Fuerza axial
S, Q = Fuerzas de cizalladura

T = Momento torsional
M, V = Momentos flectores

La energia elastica U en su forma més general esta expresada por la
siguiente ecuacion:

j’:Nﬁ M2 VZT? s Q*

U=}« =+ -+ -+ + K s Jtt 1ds oove(1)

2EA 2EI’ 2EI” 2GC 2GA 2GA

El integral comprende todos los miembros de la estructura.

E = médulo de Young.

A = irea de la seccién.
I’ ,I” = segundos momentos de area €on respecto a los ejes centroida-
les 1-1 y 2-2.
E
G = mddulo de torsion G=——
2(1+p)
p = relacién de Poisson.
C = constante de torsién C=y]

¢ = factor de Saint-Venant
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¢ = 1 en secciones circulares
] = momento polar de drea de la seccién.
k' , k” = coeficientes de forma.

’=k” = Y% en secciones rectangulares.

En una forma més condensada, la ecuacién de la energia puede escri-

birse:
D2
U=}.k—ds  ...... (2)
’ 2B
k = constante

D = esfuerzo resultante,
B = rigidez de la seccién.

Afortunadamente, en problemas ordinarios no hay necesidad de con-
siderar todos los términos de la ecuacién (1). En efecto, la influencia de la
energia de cizalladura sélo vale la pena tenerse en cuenta en problemas muy
especiales, tales como vigas de profundidad (vigas con la dimensién para-
lela a las cargas, muy grande en comparacién con la otra dimensién de la
seccién). Ademas, en muchos casos la influencia de la torsién es también
muy pequefia (por ejemplo en vigas de acero en I); la cuestién sin embargo
debe estudiarse en cada caso particular, pues a veces es posible obtener dise-
fios mas econémicos si se tiene en cuenta tal influencia.

Las formas de energia elastica mas importantes en la practica son pues
las de fuerza axial y de momento flector. Por otra parte, en general tales for-
mas ocurren separadamente, esto s, con un marcado predominio de una de
ellas sobre la otra; asi, en pérticos ordinarios sélo es importante la energia
de flexidn, y en estructuras conectadas con pines, la de fuerza axial.

Establecimiento de las ecuaciones

Introduciendo grados de libertad en la direccién de las redundancias y
considerando éstas como fuerzas. exteriores, resulta una estructura estitica-
mente determinada que se Ilama “estructura primaria”.

Es claro que para un problema dado hay varias posibles estructuras pri-
marias seglin las diferentes maneras de escogencia de las redundancias, y se-
ria posible desarrollar métodos que permitan conocer la mejor de tales es-
tructuras, o sea la que conduce a la solucién mis simple. Esto es impor-
tante, pues una mala escogencia de las redundancias pueda dar resultado a
un sistema de ecuaciones de dificil solucién, (sistemas mal condicionados).



DYNA | 33

Siempre es posible hallar una distribucién de esfuerzos en la estructura
primaria en equilibrio con las cargas exteriores y con una combinacién cual-
quiera de valores finitos de las redundancias, pues el problema es estatica-
mente determinado. En cada uno de tales posibles sistemas en equilibrio se
puede calcular el correspondiente grupo de deformaciones en la direccién de
las redundancias, esto es, las deformaciones correspondientes a los grados de

libertad introducidos para obtener la estructura primaria a partir de la estruc-
tura real.

En el caso de soportes sobre bases fijas, las condiciones de continuidad
exigen deformaciones nulas en la direccién de las redundancias. Cuando se
tienen bases movibles, es conveniente considerar redundancias en la direc-
ci6n de tales movimientos, que serian conocidos.

El valor correcto de las incgnitas es el correspondiente al grupo de de-
formaciones que satisfacen las condiciones de continuidad, esto es, deforma-
ciones nulas en la direcciéon de todas las redundancias menos las que se re-
fieren a movimientos de las bases en cuyos casos las deformaciones son
iguales a la cedencia de dichas bases o apoyos.

Segun Castigliano, la deformacién en la direccién de la redundancia p;
estd dada por la ecuacién:

ou
d1 — e e (3)
apj

El sistema de ecuaciones es por consiguiente:

=8 0 uaass (4)

Aj es O 6 el valor de la cedencia del apoyo correspondiente a la direc-
cién pi.

Por otra parte se tiene:

di =dupr +dep2+ ... G+ dupi+ ... + dwpa + dp ... (5)
que expresa simplemente el hecho de que a la deformacién di contribuyen en
general todas las n redundancias p; y ademas las cargas externas P.

di; es por lo tanto la deformacién en la direccién de pi debida a la ac-
cibndepi=1,y

dip es la deformacién en la direccién de pi producida por las cargas
exteriores P.

Combinando las ecuaciones (2) y (3) resulta:
d D2 k aD

dy = k LT T ST (6)
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Los esfuerzos resultantes finales en una seccién de cualquier miembro
de la estructura, indicados por el simbolo D en la ecuacién (2), son en ge-
nera] funciones de las redundancias p; y de las cargas externas P, esto es, son
expresiones de la forma:

D:D1P1+D2p2+...+Dlpl+ + Dups + Dp . ()

D; es el valor de D debido solamente a la accién de pi = 1, esto es, con-
siderando nulas las demés redundancias y las cargas externas (P = O;

pi = 0,i5j) . Por ejemplo, si pi es una fuerza y se esta considerando el mo-
mento flector M, entondes Dy = M, momento flector en cualquier seccion
producido por la fuerza pi = 1 considerada como una accién exterior en la
estructura primaria. -

DP es el valor de D producido por la accién separada de las cargas ex-
ternas P sobre la estructura primaria.

La distribucién tanto de Dy como de DP se representa por los corres-
pondientes diagramas de momento o de fuerza, definiendo previamente una
conveniente convencién de signos.

D dp1 dp2 Opn
=+ Da 4+ ..4+Di+..Dh— ..., (8)

Como las redundancias son independientes entre si,

apj
—=0 i3 ... €))
ap|

Por lo tanto,

oD
—— Dl
api

La ecuacién (6) toma entonces la forma:

k
dlz(s]; (Dlpl +D2p2—|— . +Dipj 4+ .. +DnPn + DP) Di.ds .. (11)

Si la estructura estd compuesta de m miembros prismaticos homogé-
k

neos de longitudes L., —]; es constante para cada uno de ellos y se designari

por K:.

= e ..
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En tal caso la ecuacién (11) puede escribirse,
m [L:
= > Ke (Dip1 + Dspz + .. 4 Dipy + .. + Dapw + D, ) Di.ds
r=1J) 0O
m L. m L.
=p >k DD ds + ... +p > Ke diDy ds + ...
1 o 1 o
m L. m L.
e DK DiDads + > K DD, ds ...... (12)
1 O 1 0]
Igualando coeficientes entre las ecuaciones (5) y (12), se concluye:
m AL,
dy = > Ki DDjds  ...... (13)
1 JO
m P L.
dp= > K DDpds  ...... (14)
l JO

En la prictica se preparan tablas con los valores méas comunes de los in-
tegrales, por ejemplo como se muestra en otra parte de éste articulo.

En la evaluacién de los integrales son muy dtiles las férmulas que se in-
dican a continuacién:

o
[P T +.“
2

e

1

.

ottt (b)
(@
Figura 2
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a) Férmula general para diagramas de curvas continuas.
e 1
—_ DDy.ds = —(i1j1 + 4iojo + izje2) L. (15)
L 6
JO
b) Cuando al menos uno de los diagramas es rectilineo.
'al
' B |
— DiD;j.ds = Ar.my  ...... (16) i
L
Jo
Ay = area del diagrama D;
m; = ordenada del diagrama Dj en la abscisa del centroide
del area de Dy
L
z"_[b‘-Dj-dS
NG - i i i N
i) g +ij Lij | LGew) |2
i L | e | e Liiv2igpe | Lieje ”
o= | 24 | #w 7| dui C|geeewi’| dei O
. “p . . e . . W ” . _"—’ "“4_"'" R 20
Gy G | Fialirzi) | 0@y ﬁ(i,‘,{,z‘i{;) Liolfirfej
3ije | Fiaje | Fip | Feewp | gl
TABLA 1

El desarrollo de las ecuaciones (4) es:
dupr + diepe + ... + dinpn + diP = Ay
deipi + deepe + ... + dowpn + deP = Aa

dnlpl + dn‘.’P2 + ... + dnnpn -+ dnp = A,

En forma de matrices,

du diz2 ... dw ] pr ] dip A g
da 'dzs' .o.  den Pz | 4 dap _ A
dnl dn2 “ e dnn - Pn L dnp An

F p

u
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Fp+uEA ¥ R s (17)

La matriz F, formada por los elementos diy, es simétrica (dy = dj ,
por el teorema de la reciprocidad) y depende de la manera de escoger las
redundancias pero no de las cargas externas. Los elementos di; son llamados
coeficientes de influencia y la matriz F es la matriz de flexibilidad.

P,u, A son los vectores de elementos Pi , dip , y 4, respecti-
vamente.

La solucién de ecuacién matricial (17) es:
p=F!(A —nu)
R (A —mu) ...... (18)

I

R, la matriz inversa de F, es también simétrica y se le conoce como
matriz de rigidez.

El proceso de inversion de una matriz simétrica n X n, es cierta-
mente mas laborioso que la solucién de uno de los correspondientes sistzmas
de n ecuaciones simulténeas; es claro por lo tanto que cuando sélo es ne-
cesario estudiar el efecto de un sistema de carga lo mas indicado es la solucién
directa de las ecuaciones. Sinembargo, cuando se quiere conocer el efecto
de varios casos de carga en la misma estructura, es en general miés Ventajoso
evaluar la matriz R, pues las soluciones se reducen a multiplicaciones de
R por los vectores (A — u) correspondientes a los distintos casos de cat-
8a, lo cual es una operacién sencilla; ademis, la posibilidad de equivocaciones
es mucho menor y mas ordenada la presentacién del problema.

Es de advertir sinembargo que la cantidad de trabajo para la inversién
de una matriz, adn si ésta es simétrica, crece ripidamente con el tamafio y si
solo se dispone de calculadoras de escritorio, la inversion de una matriz de
quinto o sexto orden serfa impracticable. Puede decirse que, aproximadamen-
te, el nimero de operaciones envuelto en la solucién de n  ecuaciones simul-
tineas aumenta como n°, en tanto que en la inversién de una matriz
n X n, tal nimero de operaciones aumenta como n®.

Inversion de una matriz simétrica

Fundamentalmente cualquier solucién de una estructura para un caso
particular de carga podria servir de base para la obtencién de la matriz de ri-
gidez. El procedimiento que se indica a continuacién, desarrollado original-
mente por Choleski y luego mejorado por Fox, tiene la ventaja de permitir
el control de las operaciones numéricas paso a paso.

Teoria: Se denomina matriz triangular una en la cual todos los elementos de

un lado de la diagonal principal son nulos; hay por lo tanto dos tipos
de matrices triangulares, inferior y superior, segin sea superior o inferior la
posicién de los elementos nulos.
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Se puede demostrar que si A esuna matriz simétrica con cofactores prin-
cipales no singulares, se puede factorizar como el producto de una matriz trian-
gular inferior L por su transpuesta L’ , que es una matriz triangular supe-
rior, esto es:

A=1L" ...... (19)

El elemento aiy de A, enla interseccién de la fila i con la colurnqa i
se obtiene como el producto escalar de la fila i de L por la columna | d'e
1/; pero lafila i de L es igual a la columna i de 1’ (d-finicién de matriz
transpuesta), y por lo tanto el elemento ai; puede también expresarse cOmo
el producto de las columnas iy jdel. '

A = I’ (Columna X Columpa)  ...... (20)

Premultiplicando la ecuacién (19) por L—! y postmultiplicindola por
A, resulta:

I A A =L'LL AT

Teniendo en cuenta que AA™" = LI =1, matriz identidad, lo an-
terior se reduce a

I'=LA"1 L. (21)

L., la matriz inversa de L, es también una matriz triangular inferior, y
los elementos de su diagonal principal son los inversos de los correspondien-
tes elementos diagonales de L.

Mediante la ecuacién (20) se puede construir la matriz 1’ a partir de
los elementos de A; luego se forma A—" segin la ecuacién (21) para lo cual
slo es necesario utilizar los elementos de la diagonal de L™ que, como se dijo,
son simplemente los inversos de los correspondientes de L (6 de L').

Para facilitar los cémputos, la ecuacién (21) se transforma a una multi-
plicacién fila por fila, usando la transpuesta de A7, asi:

L1 =1’ (A')’ (Fila X Fila)

Pero, A—! = (A—!)’ , propiedad de las matrices simétricas, y por lo
tanto la ecuacién (21) se pueden considerar directamente:
I = I’A—'  (Fila X Fila)  ...... (22)

A continuacién se indica la distribucién del trabajo para el caso de una
matriz 3 x 3, pero claramente la misma distribucién se puede utilizar para la

inversi6én de matrices de mayor tamafo. Los numeros entre paréntesis indi-
can el orden de las operaciones.

S1

a b C (1)
A=1b d e (@) )

L. e f ‘ (3)
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_ S
(4) (5) (6) (7)
U'=1o (8) (9) (10) (Col. x Col)
. 0 0 (11) (12)
1/1ee (13) (14) (15)
(21) (20) 18y |~ (1)
AT =1 (20) (19) (17) (2)  (Fila x Fila)
| (18) (17) (16) (3)

Las columnas S y Se, correspondientes a las operaciones 1, 2,3 y 7,
10, 12, son respectivamente las sumas de las filas de A y de L’. La operacién
(1) es por lo tanto la suma a 4+ b + ¢ de la primera fila de A, etc.

En la construccién de L’, operaciones 4, 5, 6, 8, 9, 11, se hace uso de
la ecuacién (20). Asi, la primera columna de L’ por si misma es igual al
primer elemento de A,

(4) | x | (D
0 x 0 = a (4) = /a1~
0 X 0
Similarmente,
4) | x | (5) . (4) x (5) =b
0 x 5 (8) =b Va x (5) =b
0 x| 0 (5) = b/Va | et

A medida que se completan las columnas de L’, se comprueban multi-
plicandolas por la columna S»; cada uno de estos productos debe ser igual
al elemento del mismo orden de la columna S;. Ejemplo, segunda columna’
de L’ por columna S: igual al segundo elemento de Si:

(5) X (7)
(8) (x< (10) = (2)
0 x | (12)

A continuacién, en los espacios 13, 14, 15, se escriben los inversos de
los elementos de la diagonal principal de L’ , 1/lw; esto es, (13) =

1/(4), etc.

Finalmente se construye A~ por medio de la ecuacién (22), en la si-
guiente forma:
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(11 0 0 (11)
0 o (b = (15) =0
(18) (17) (16) (20) (19) (17)

Tercera fila de L’ por tercera fila de A—! = elemento 3-3 de ];.—‘, esto €s,
elemento en la posicién (15); similarmente para productos de filas del mis-
mo orden.

Tercera fila de L’ por segunda fila de A~ = elemento 3-2 de L', que es
cero por set L~ una matriz triangular inferior; similarmente para productos
de filas de distinto orden.

A medida que se construven las columnas de A—?, se comprueban multi-
‘plicandolas por la columna S1, que por facilidad se copia de nuevo al frente
de A—; los resultados de tales productos deben ser iguales a la unidad, asi:

(18) | x (1)
(17) ¢ x (2) =1 etc.
(16) J x | (3)

La prueba final es la verificacién del producto AA™' = I , matriz
* identidad.

Con el siguiente ejemplo numérico quedaran claras las ideas anteriores.

Problema.—Hallar la distribucién del momento flector en un pértico
de bases fijas y miembros de rigidez constante EI, bajo la accién de los dos
tipos de carga mostrados en la figura 3.

27T
—0— ¢ H=3"
1 [
6 !
1
. 1 A
A B
Figura 3

El problema es indeterminado de tercer grado; las redundancias escogi-
das son las reacciones en el apoyo B (Fig. 4).

p1 = momento flector
pz = fuerza horizontal
ps = fuerza vertical

. Se seguird la siguiente convencién de signos: momentos flectores posi-
nvos, producen traccién en el lado interior del portico, esto es, en el lado de
las lineas punteadas en la figura 3.
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En prx:mer lugar se dibujan los diagramas de momento flector en la es-
tructura primaria para las cargas pr = 1 ,p* =1, ps = 1 ; H = 3t
V = 4%, (Figura 4).

Momentos flectores

t + 1
+ + ESTRUCTURA
PRIMARIA
| g
1 \J :’ - \J-‘E
A 4t o *
6 - 6 8 + 3
b <32=7 3 ‘l
3 \ 3t
+ J
8 “3,:] 18
~ Figura 4

Una vez construidos los diagramas de momento flector, se calculan los
coeficientes dy; y dip utilizando la tabla o las férmulas (15) y (16).

Por ejemplo, el coeficiente di1 se obtiene multiplicando el diagrama de .
p1 = 1 por si mismo, para lo cual se aplica la férmula 1 de la tabla:
1 ‘ 1
d11=—[2x6 x1x1+8 x1lx1]| =
EIL ; EI

di2 = d=1 se obtiene multiplicando los diagramas de p1 = 1y p» = 1;
para esto se usan las féormulas 1 y 2 de la tabla:

x 20

1 1
diz = — —2x6x’/zx1x6—8x1x6]=—(—84)
EI ' i EI

En esta formL se calculan todos los demis elementos de la matriz F y
ademas los vectores u para las cargas externas H y V.
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Asi se han obtenido:
[ 20 -84 80

F=|-84 432 -336 .

80 —336 558.6
[ 56 —54
Uv =] 192 . Ue =| 108
| —442.6 —432

DYNA

A continuacién se copian los detalles de la inversion de F siguiendo el

procedimiento indicado:

S:
20 84 80 16
F =|-84 432 -336 . 12 .
80 —336 554.6 298.6
S
4.47214 —18.78295  17.88353 3.57772
L= 0 8.89948 0 8.89948
0 0 15.31885 | 15.31885
Comprobacién: 4.47214 x 3.57772 = 16 , etc.
/1«  0.223607  0.112366  0.065279
0.340897  0.053029  —0.017044 16
F7' =1 0.053029 0.012626 0 12 .
—-0.017044 0 0.004261 298.6

Comprobacién: — 0.017044 x 16 + 0.004261 x 298.6 =1, etc.

Por no haber movimiento de los soportes, el ecuacién (18) toma la

forma p=F1u
dancias se han enccntrado que son:

\4 H
p1 1.364 5.318
P=| pe = | 0.545 ) 1.499
H 0.932 0.920

. Efectuando las operaciones, los valores de las redun-
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En la figura 5 se muestran los diagramas finales de mornento flector.

2““’& { / 91 568 = | 3.8

3.68
3.68
\ / - +

0.82 - 136 4.32 5.32
Figura 5
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