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por: Luis de Greiff Bravo

Aclaraciones al lector:

Diversas dificultades y no pocas ocupaciones provenientes de
la diaria faena docente, me hicieron postergar hasta la fecha la pu-
blicacion del presente trabajo, elaborado durante los afios 1950,
1952. |

El calculo de las funciones simétricas de las raices de ecuacin-
nes algebraicas enteras, aparece ya, -segtn lo afirman historiado-
res de la Matematica-, en la obra de Sir Isaac Newton, quien, entre
sus meéritos de cientifico universal, posee, honor que comparte con
Leibniz, el de haber sido descubridor del Caleculo Infinitesimal.

Leonardo Euler, quien lleva adelante la estructuracién del
Analisis, y deja la huella de su genio en casi todos los campos de
la Matematica teérica, y de la aplicacién de ésta a la Mecéanica, la
construccién, ete., se ocupa a fondo del problema. Mas fueron algu-
nos matematicos que llevan el apellido ilustre de Bernoulli, -mencio-
nan algunos a Juan, sin especificar, puesto que se sabe que en esa
dinastia del humano ingenio existieron Juan I, Juan Il y Juan III
Bernoulli; mencionan otros a Daniel-, quienes tuvieron la idea de
utilizar las sumas de potencias de las raices para estimar el valor
de la raiz de mas alto médulo, o, como decimos hoy, para determi-
nar una sucesion numérica que converja a la 7raiz dominante.

Se sabe ademas que, a mediados del siglo XVIII, Clairaut uti-
liz6 series para hacer la determinacién de las raices, y que Lagran-
ge, a fines de dicho siglo, hizo trabajos decisivos sobre teoria de
ecuaciones, con utilizacién de funciones simétricas,

En las postrimerias del siglo XVIII hay un subito cambio de
orientacién, cuando C. F. Gauss, (1799), da por primera vez la de-
mostracion rigurosa del teorema fundamental del Algebra, segun
el cual, todo polinomio de coeficientes complejos, posee un cere en
el dominio complejo. El c6mputo de raices mediante funciones si-
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métricas de aquéllas, parece perder desde entonces toda importan-
cia.

Y es asi como, a comienzos del siglo XIX, diferentes matema-
ticos contintian en la busqueda de soluciones por radicales, para
ecuaciones de grado mayor que 4, esfuerzo que fué suspendido con
el descubrimiento de Abel, quien hizo ver que no existen soluciones
de aquél tipo para ecuaciones cuyo grado es igual o mayor que 5.

Que los trabajos de Bernoulli cayeron en el olvido resulta evi-
dente. En efecto, a través del siglo XIX, los tratadistas no hacen
aplicaciéon alguna de las sumas potenciales para la determinacién
numérica de las raices. Prefieren aquéllos los métodos de aproxi-
macién de Newton y de Horner -que, como hemos demostrado en

otro trabajo, no difieren en esencia,- el método de regula falsis o
interpolacién lineal, etc. El método de Graeffe aparece posterior-
mente (*) y es acogido como el tnico procedimiento practico que
aprovecha las funciones simétricas.

Se explica que los trabajos de Bernoulli no hayan sido tenidos
en cuenta en tiempos posteriores, pues es manifiesto que su apli-
ccacién eficiente exige valerse de medios mecanicos, -0 electrénicos-,
para computacién, y las relaciones a que el método da lugar son po-
co adecuadas al calculo logritmico, tinico recurso de que se dispo-
nia usualmente para efectuar operaciones en amplia escala, antes
de la produccién comercial de calculadoras mecéanicas, a comienzos
del presente siglo.

Hasta la fecha en que escribo las presentes lineas aclaratorias,
-noviembre de 1962-, no me ha sido dado llevar a efecto una consul-
ta directa de la obra de los grandes clasicos de la Matematica a que
he hecho referencia, de manera que no me es posible conocer el
grado en que las técnicas aqui presentadas constituyen una nove-
dad, y cual haya sido, objetivamente, el alcance de mi contribucién.

He partido del conocimiento que el cociente f'(x)/f(x) da lu-
gar a una serie de potencias en (1/x), cuyos coeficientes son las su-
mas de las potencias enteras de las raices. Este algoritmo se en-
cuentra explicado en diversos tratados, entre los cuales cabe men-
cionar el excelente Cours d' Algébre Supérieure por J. A . Serret
(*). A partir de esta base trabajé de manera auténoma sin inda-
(*) Graeffe, Carl H., suizo, (1799-1873).

(*). Ed. Gauthier Villars et Cie., Paris.
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gar lo que otros investigadores hayan logrado hacer a partir del
mencionado principio, resultados que por lo demas no aparecen, no
veo en los numerosos libros que, dia a dia, se publican sobre caleu-
lo numérico. Para un trabajador matematico, que labora en un me-
dio donde se carece de los grandes archivos que conservan la obra
de los antiguos investigadores, la labor habria sido imposible, si su
preocupacion fundamental hubiere sido indagar cuindo y dénde
alguna idea matematica fué explorada ya en sus posibilidades cien-
tificas. -

Una circunstancia me lleva de manera decisiva a hacer la pre-
sente publicacién: es la extensién del metodo de sumas potenciales
a la determinacién de ceros en los polimonios del dominio comple-
Jo y, en particular, la idea que he tenido de utilizar la representa.-
cton conforme para lograr un acercamiento consecutivo a la rajz.

La extensién del Analisis Infinitesimal al dominio complejo es
conquista del siglo XIX. Se debe en lo esencial, a Riemann y a Cau-
chy, creadores de la teoria de las funciones regulares, analiticgs u
holomorfas, que poseen la propiedad de representacién conforme,
segun la cual, une figura infinitésima del plano de las z, es trans-
formada por una funcion analitica f(z), en una figura infinitési-
ma semejante, en el plano de la funcién. Es en la aplicacién de esta
propiedad a la teoria de la aproximaciéon, donde creo haber hecho
una aportacién de innegable interés al calculo numérico.

Para cerrar estas lineas aclaratorias deseo responder a un re-
paro que se hace con frecuencia a quienes se ocupan en la investi-
gacion de temas que, al decir de los criticos, son elementales, agota-
dos. Tal es la opinién de ellos sobre la teoria de las ecuaciones.

Respondo que en la Matematica no existe teoria o técnica de
trabajo alguna, que esté definitivamente elaborada. En cuanto al
caracter de elemental, es obvio que este calificativo no es facil de
precisar, pues, a ejemplo, la idea muy elemental de nimero primo
o la idea de conjunto -intuitiva-, han sido base de las mais altas teo-
rias de la Matematica.

Que se perdone esta digresion necesaria a justificar la presen-
cia tipografica de este trabajo.

~
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DEFINICIONES E INTRODUCCION

Conviene explicar algunos términos utilizados a lo largo de
este trabajo. Nos ocuparemos en él exclusivamente de ecuaciones
polinémicas enteras. Aclaremos primero el concepto de,

Raiz dominante.- Las n raices de una ecuacién de grado n pue-
den ser ordenadas en sucesiéon monétona decreciente, segiin los mo-
dulos. En tal disposicion, el primer elemento o sea, la raiz cuyo mé-
dulo es mayor que el de todas las demads, recibe el nombre de raiz
dominante, :

' Sumas potenciales.- Designamos de esta manera las sumas de
potencias, indice k, de las raices de una ecuacién. k representa los
numeros no negativos. 0, 1, 2, 3,..

Parte considerable de este trabajo estara destinada a presen-

tar técnicas para efectuar el computo de dichas sumas,.

El trabajo lleva el siguiente orden en la resolucién de ecua-
ciones: !

Primer caso: Ecuaciones con coeficientes reales, cuya raiz do-
nminante es real.

Segundo caso: Ecuaciones con coeficientes reales cuya raiz
dominante es compleja.

Tercer caso: KEcuaciones con coeficientes complejos, cuyas rai-
ces, como es bien conocido, pertenecen al dominio complejo. (Las
raices reales son tedricamente posibles aunque poco frecuentes).

El trabajo se presenta en ¢l mismo orden en que fué llevada
a cabo la investigacién.

Se observa que el procedimiento de aproximacién a la raiz
compleja, en las ecuaciones del dominio complejo, -tercer caso-,
que, como hemos explicado ya, se basa en la propiedad de represen-
tacién conforme, implica cémputos semejantes a los que se hacen

con el objeto de calcular la posicién de un punto en el caso de un
levantamiento topografico.

Nota- A propésito del primer caso, el autor publico un estudio titulado
“Resolucion numérica de ecuaciones algébricas”, (Tip. Bedout, Medellin, Colom-
bia, 1949). En dicho estudio, reproducido posteriormente en la Revista de la Aca-
demia Colombiana de Ciencias Exactas, se establece una comparacién entre ¢l
método aqui tratado y el método de Graeffe.
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PRIMER CASO
Coefictentes reales; raiz dominante real

Una vez obtenidas las sumas potenciales resulta muy facil de-
terminar la naturaleza de la raiz dominante. En efecto, si las men-
cionadas sumas son positivas, sera también positiva la raiz domi-
nante. Si, al sobrepasar un cierto valor del indice de potencia, las
sumas potenciales pares resultan positivas y se mantienen negati-
vas las sumas potenciales impares, esto significa que la rafz domi-
nante es negativa. Si, por ultimo, aparecen sumas potenciales de
grado par con signo negativo, la raiz dominante tendra que ser comi-
pleja.

Sea la siguiente ecuacion de cuarto grado con coeficientes rea-

les,
(1) f(x) = x4 —6x3+12x2— 14x + 3 =0
(2) F(x)f="4dx3 —w1RBx28 -1 245 = =]d

Al proceder, segun esquemas de calculo numérico que seran
explicados posteriormente, se obtiene para la ecuacion (1) :

b] = 6, : b~_- = 1\2, b;: - 42, b4 S 180,
b,', = 726, bi; = 27148 b-; = 10170, b,q = 37668,
bg) = 140.262, b](; = 523692, b” = 1,955850,

donde se designa mediante bs la suma de potencias, indice s, de las
raices de la ecuacién. Dado que esta sucesion numérica es siempre
positiva, la raiz dominante de la ecuacién (1) tendri que ser real.

Se establecen ahora las relaciones de aproximacion:

r
L]

(3) B —aavtl bi="as

en las cuales se designa con ala raiz dominante, Se tiene,

bs+1 - as+1

= —— = 2

b as

(4)
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Asi, con los valores numéricos previamente anotados, se obtie-
ne la siguiente sucesion de cocientes que aproximan a la raiz domi-
nante:

10.170 37.668 -
au = _— = 3,701; aT = e i 3,704;
2.748 10.170
= 3,724, ag = 3,723; ay = 3,734;

El subindice que ha sido provisto a la letra a, corresponde al
indice de potencia del denominador en la razén (4).

Aportaremos ahora la correccion de Newton, computada con
base en el valor 3,73. Se tiene,

£(3,73) = —0,0672. 1'(3,73) = 32,67;

valores que han sido obtenidos mediante la divisién sintética de
f(x), f'(x), por (x—3,73), respectivamente. Se deduce:

£(3,73)
(5) h=_ = 0,00205,
- (34731
de manera que la raiz dominante, aportada la correccién (5), resul-
 ta ser:

=v3,13205
valor correcto en las cinco cifras decimales escritas.

Conviene explicar ahora porqué todo el objetivo de este traba-
jo se dirige a la obtencién de la raiz dominante.

Nos referiremos a una ecuacién dada, f(x) = 0, con el nom-
bre de ecuacion original. Llamaremos entonces ecuacion cociental
de primer orden, a la que resulta de igualar a cero el cociente ofe ()
(x —a), donde a designa la raiz dominante de la ecuacién original,
La raiz dominante de la ecuacién cociental] de primer orden, viene

a ser la segunda rajz de la original en orden decreciente de médu-
los, y asi sucesivamente.

En otras palabras:

la sucesion de raices dominantes de las ecuaciones cocientales
en el orden en que se obtienen, expresa la sucesién de vaices del la
ecuacion original segim el orden decreciente del los médulos.
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PRIMER CASO
Coefictentes reales; raiz dominante real

Una vez obtenidas las sumas potenciales resulta muy facil de-
terminar la naturaleza de la raiz dominante. En efecto, si las men-
cionadas sumas son positivas, serdq también positiva la raiz domi-
nante. Si, al sobrepasar un cierto valor del indice de potencia, las
sumas potenciales pares resultan positivas y se mantienen negati-
vas las sumas potenciales impares, esto significa que la raiz domi-
nante es negativa. Si, por ultimo, aparecen sumas potenciales de
grado par con signo negativo, la raiz dominante tendra que ser com-
pleja.

Sea la siguiente ecuacién de cuarto grado con coeficientes rea-

les,
(1) fayE =Xt —oxXF Al 2xt-—dldx =3t ="0
(2) ()= 4x3 — 18328 24 —il4

Al proceder, segtiin esquemas de calculo numérico que seran
explicados posteriormente, se obtiene para la ecuaciéon (1) :

b] - 6,. b-_l - 1r2, b;; == 42, b-l - 180,
b; = 726, by = 2.748 b; = 10.170, by = 37.668,
by 140.262, bio = 523.692, b, = 1'955.850,

donde se designa mediante by la suma de potencias, indice s, de las
rajces de la ecuacion. Dado que esta sucesion numeérica es siempre
positiva, la raiz dominante de la ecuacién (1) tendra que ser real.

Se establecen ahora las relaciones de aproximacion:

,
] L

(3) e e b, = as
en las cuales se designa con a‘la raiz dominante. Se -tiene,
b_q+_ = as+1

4 i 1 — {2
(4) el
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Asi, con los valores numéricos previamente anotados, se obtie-
ne la siguiente sucesién de cocientes que aproximan a la raiz domi-
nante:

10.170 37.668 -
a4 = — = 3,701; a; = — = 3,704;
2.748 10.170
dg = 3,7.24:; a9 = 3,733; dip = 3,734; Srose

El subindice que ha sido provisto a la letra a, corresponde al
indice de potencia del denominador en la razén (4).

Aportaremos ahora la correccion de Newton, computada con
base en el valor 3,73. Se tiene,

£(3,73) = —0,0672. £ (3,73) = 32,67;

valores que han sido obtenidos mediante la division sintética de
f(x), £'(x), por (x—3,73), respectivamente. Se deduce:

(5) h=———H—+ = 0,00205,

| £(3,73)

de manera que la raiz dominante, aportada la correccién (5), resul-
ta ser:

ar==s3i783205
valor correcto en las cinco cifras decimales escritas.

Conviene éxplicar ahora porqué todo el objetivo de este traba-
Jjo se dirige a la obtencion de la raiz dominante.

Nos referiremos a una ecuacién dada, f(x) = 0, con el nom-
bre de ecuacion original. Llamaremos entonces ecuacion cociental
de primer orden, a la que resulta de igualar a cero el cociente f(x)/
(x—a), donde a designa la raiz dominante de la ecuacién original,
La raiz dominante de la ecuacién cociental de primer orden, viene
a ser la segunda raiz de la original en orden decreciente de médu-
los, y asi sucesivamente.

En otras palabras:

la sucesion de raices dominantes de las ecuaciones cocientales
en el orden en que se obtienen, expresa la sucesion de waices de [a
ecuacton original segin el orden decreciente del los médulos.
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SEGUNDO CASO
Coeficientes reales; raiz dominante compleja

l.-Determinacién de la raiz dominante.- Sea la ecuacion alge-
braica entera con coeficientes p, reales:

(1-1) SPLXI=UE=8() (=20, 30,5 o)

Supongamos que la ecuacién (1-1) tenga h raices reales y f rai-
ces complejas, (h + f = n). Entonces la suma de potencias de gra-
do s de las raices, podra expresarse como sigue:

h f
(1-2) bs =L XS + :‘:st
=] =i
Puesto que, por cada raiz compleja z;, aparece la conjugada
7;, la suma bs podra descomponerse como sigue:

h f/2 £L IR
(1-3) b. = 3x¢ + Szp + Sz
=i i= =1
Ahora bien, se tiene:
Z; = Ij (cos); + isen ;)
(1-4)
Z; — Xy (cosA; — iseny;)

v, como segun la férmula de De Moivre, es,

Zi® = Yy (COSIS "A; = LsSen's ;)
(1-5) e
75 = T (co8SS N\ — 1Sens Ay)

resulta como suma de las (1-5) :

(1-6) Zi® = 7 =2 PP e0S 8N

Con lo anterior, la relacién (1-2), queda finalmente, asi:

-

h /2
C1=T) bs = 3Xif 1 2 3rfCOS 8 Ay
i=1 j=1

.

" n el analisis de esta relacién se tendrdn en cuenta dos cir-
cunstancias, a saber:
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a) La ecuaci6én tiene raiz dominante real, Ocurrirg entonces
que, al crecer s indefinidamente, la razén del segundo sumando al
primero, en el segundo miembro de (1-7), tiende a cero. En conse-
cuencia, para valores altos de s, se puede escribir:

(1-8) ba = SX¢

¥, si la raiz dominante se designa con x,, la (1-8) da:

(1-8") EEED =

Esta ultima relacién permite construir una sucesién de valo-
res que aproximen a x,. En realidad, estas consideraciones corres-
ponden al primer caso estudiado ya que la tinica condicién que he-

mos exigido a la ecuacign original es que tenga raiz dominante real.
Otras raices podrin ser complejas,

b) La raiz dominante es compleja. En este caso se presentan
‘en realidad dos raices dominantes, complejas conjugadas.

Ahora, en el segundo miembro de Ia relacién (1-7) tendrs pre-
dominio el segundo sumando, al crecer s. En otras palabras, la ra-

z6n del primero al segundo sumandos en (1-7) tiende a cero, lo que
permite escribir -

. /2
(1-9) bs = 2 317 cos s Aj

j=1

Ahora bien, si z, designa una raiz dominante compleja, la
(1-9) se reduce, para altos s, a lo siguiente:

(1-10) bs = 2r,scoss Ap

El problema queda reducido ahora a la determinacién de Aps
Py

Existen dos caminos 1 seguir.

Consiste el primero en aplicar la relacién (1-10) al indice 2s,
para el cual se tiene:

by = 2r2cos2 s,
(1-11)

= 21, (2cos2s ), — 1)

e "] ._;%V_M,M____;‘_.';#;._Wu A s

e e

-

e g
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Al eliminar el médulo r, entre las relaciones (1-10), (1-11)
se obtiene: 4

(1-12) 2 cos?s A, = b2/ (b2 — bas)

Esta relacién nos da, para cada valor del indice s, un valor pa-
ra el argumento A,; y, con éste, mediante la (1-10), se tendra una
determinacién correlativa para el médulo.

El segundo camino a seguir consiste en elegir en la relacién
(1-10) aquellos valores del argumento que difieren poco de los
multiplos enteros de 2 », para los cuales se tiene:

(1-13 Shy = 21la

(I, un numero entero positivo). En tales circunstancias, la. rela-
cion (1-10) da,

(1-14) by = 21,

En resumen: podemos descubrir la rafz dominante por medio
de su modulo, cuando el argumento s A, se acerca a un multiplo de
w. Basta para ello buscar los valores altos de bs, en la sucesién de
sumas potenciales. La obtencién de un valor inicial para el argu-
mento utilizando la (1-13), es inmediata.

Mejoramiento de la raiz.- Una vez obtenido el valor de la raiz
dominante con una o dos cifras decimales exactas, se procedera a
“mejorar” el valor conocido, mediante la adicién del cociente de
Newton, basado en la serie de Taylor, cociente o correccién que es
valido bien sea que se trate de variable real o de variable comple-
ja. A saber,

his=s—f (X)) /e (5)
y respectivamente,
h + ki = —£(z) /f'(z)

Casos de excepcion.- Las ecuaciones binémicas poseen raices
equimodulares. Se conoce su sencilla representacion como vértices
de un poligono regular en el plano de Gauss. Hay también ecuacio-
nes en las cuales los médulos difieren poco entre si. Este trabajo no
se ocupa de tales circunstancias excepcionales. No obstante, cree-
mos que los métodos de analisis numérico presentados aqui, pueden
adaptarse, con ligeras modificaciones, para cubrir todas las circuns-

tancias. _ :
(Continuari en el proximo niumero)



