LOTES ECONOMICOS EN CASO DE
DEMANDA DETERMINISTICA

Por el Ingeniero Jorge Forcadas F,

0. INTRODUCCION

En el presente trabajo examinaremos la cantidad 6ptima de com-
pra cuando el consumo, sea éste del tipo que fuere, es conocido. Su-
pondremos el aprovisionamiento instantineo que se produce en el mo-
mento deseado. La generalizacién a casos més reales no resulta dificil,
especialmente cuando se tiene seguridad en la constancia del tiempo
transcurrido entre la emisién del pedido y la recepcién de la mercancia,

La demanda es conocida por previsién. Rigurosamente, por tanto,
su “conocimiento” implica un cierto grado de inseguridad. Sin embar-
go, la supondremos determinada (algunos autores la llaman “determi-
nistica’” [1] ), cuando sus factores de variacién son debidos a tendencias
estables en el tiempo y previsibles, con mayor 6 menor exactitud, por
medio de técnicas estadisticas muy conocidas.

No admitimos las llamadas rupturas de lotes, o sea la situacién
de que el almacén quede sin unidades, pese a persistir una demanda.
Ello equivale a considerar infinito el costo que origina dicha situacién.

1. ECUACION FUNDAMENTAL DE COSTOS

Los costos durante un periodo arbitrario de tiempo T, que se ori-
ginan en una especifica politica de compras, pueden quedar expresa-
dos por la siguiente ecuacién:

Cr = Ci+ Co + K (1,1)
en la que
C7 = Costo total en el periodo de referencia.
€s = Costo de almacenaje. Este costo es variable en funcién de

la cantidad comprada q. Se origina, esencialmente, de las
necesidades de mantenimiento y espacio de las unidades



compradas, asi como de la inmovilizacién del capital que el

almacenaje supone.

. — Costo de emisién de un pedido. Es importante de anotar que
resulta totalmente independiente de la cantidad comprada.
Por tanto resulta funcién exclusiva del numero de veces

que se produzca el pedido: n.

K — Costos fijos o, mejor expresado, aquellos que, aun siendo
variables, no son afectados por nuestra decision de comprar
mayor o menor cantidad, ni un mayor o menor nimero de
veces en el transcurso del tiempo de referencia.

Una observacién antes de proseguir. No es evidente la indepen-
dencia de las variables q ¥ n, que regulan los costos ‘:';l y c_:,, , respec-
tivamente. Se puede argumentar gue si compramos una mayor can-
tidad de materia, requeriremos hacer menos pedidos y viceversa. Sin
embargo este argumento supone haber establecido “a priori”, algin ti-
po de politica de compras, o sea haber solucionado lo propuesto en
base alguna hipétesis previa que nos liga q y n. Precisamente el pro-
ceso de célculo que desarrollamos a continuacién, no precisa la formu-
lacién de relaciones, no justificadas, entre las repetidas variables. Un
ejemplo para abundar en lo expuesto. Los autores clasicos (por ejem-
plo [2]), al solucionar el problema de compra con demanda constan-
te, establecen la siguiente relarcion:

Q
L . 1, 2)
q
siendo:
n — numero de pedidos en el periodo de referencia.
Q = cantidad requerida en el mismo periodo.
q = tamafio del lote.

El establecer esta relacién, implica avanzar la solucién de que to-
dos los lotes tienen igual tamafio y que el periodo de tiempo entre un
aprovisionamiento y el siguiente es constante. Ello es cierto en el ép-
timo y para el caso particular de demanda constante, pero resulta evi-
dente que este supuesto previo quita generalidad y fuerza a la demos-
tracion posterior. En definitiva, esto tendria que ser un resultado (tan

esperado como se quiera), pero no un punto de partida para el plan-
teamiento del problema.

Después de aclarar estos conceptos, sigamos examinando la ecua-




cion (1,1). Nuestro propdsito es minimizar C.r , por lo que proce-
deremos de la siguiente forma:
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Convencionalmente llamamos C; a la derivada parcial de la

tuncién de costos respecto a q y que, por lo dicho anteriormente, sélo
afectara al sumando <. . Asimismo de forma convencional llama-
mos C’/-, a la derivada parcial de los coslos respecto a n que afec-
tard tan sélo a Cp . Al ser £, una funcién creciente no tendra
un maximo definido y su minimo se producira cuando:

C s =0 .
Of g (/,4)
Cp. =D

Si las funciones derivadas de (4 vy Cf:: , son iguales en el

minimo, deberdn serlo las funciones primitivas o, a lo mas, diferir de
una constante, en el mismo minimo. En este ultimo caso (el de diferir
de una constante), ella estara incluida en la K definida en la formu-
la (1,1). Por tanto concluimos que la relacion:

Ca = Cp (,5)
minimiza el costo total.

2. DETERMINACION DE LAS CANTIDADES
ALMACENADAS

La cantidad que mantenemos en almacén para un cierto instante
t, serd la cantidad comprada inicialmente menos lo consumido hasta
este instante.

Llamemos q = f (t), la funcién acumulada de demanda, o sea
aquella que nos da la cantidad requerida q hasta el momento t. Si en
el origen de los tiempos hemos alquirido una cantidad = 9, , el alma-
cenaje en el instante t, vendra dado por la expresion:




) (2, 1)

siendo 9, la existencia en almacén en el momento t. L'a representa-
ci6n grafica de la ecuacién (2, 1), origina los clasicos graficos que se
estudian en lotes econémicos. En la figura 1 observamos una de estas
entendemos tiempo transcurrido en-

representaciones., Por ] e
2., das can-

tre un aprovisionamiento y el siguiente. Por L e T s
{idades que ingresan en almacen al empezar cada uno de los periodos.
En la misma figura vemos que al terminar el primer periodo, todavia
existen unidades en el almacén, en cambio las unidades se han ago-
tado antes de terminarse el segundo periodo. El caso que se presenta
en el segundo periodo, no puede darse en el problema que estudiamos
por las limitaciones de su planteamiento hecho en la Introduccién. El
caso del primer periodo plantearia la necesidad practica de estable-
cer los llamados “lotes de seguridad” (ver por ejemplo [3]). Sin em-
bargo, cuando se parte del supuesto de demanda conocida, no hay nin-
guna razén tedrica que justifique un lote de seguridad ya que sabe-
mos exactamente el momento en que se agotaran las existencias y
nuestro aprovisionamiento es instantaneo (nos remitimos de nuevo a
la Introduccién). Debido a ello, en el caso especifico en que nos desen-
volvemos, la representacion grafica exacta adoptara la forma de la fi-
sura 2. Pese a lo expuesto, el fijar un lote de seguridad que guardara
una relacién adecuada con la:exactitud estimada de nuestras previ-
siones, no supondria dificultad alguna y no afectaria sustancialmente
el desarrollo de lo que sigue. Significaria, apenas, un desplazamiento
de las graficas hacia arriba o, lo que es equivalente, un descenso del
eje de abscisas.

Teniendo a la vista la figura 2, establezcamos los almacenajes pro-
medios por unidad de tiempo.

Ll:amando _Z_- , al almacenaje promedio por unidad de tiempo en
el periodo i, se establece:
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3. CALCULO DEL LOTE ECONOMICO

Llamemos:

¢; — Costo del almacenaje de una unidad de mercancia durante
una unidad de tiempo. Dimensionalmente sera: $ ‘unidad de
tiempo-unidad de mercancia.

€, — Costo de la emisién de un pedido en $/pedido.

-

Consideremos ahora los costos marginales para cada periodo, o
sea aquellos costos afectados por la decisién de compra. Se trata pues,

de los sumandos €4 y Cp de la ecuacién (1,1).

Es evidente que el no tener en cuenta los costos fijos K (tal co-
mo han sido definidos), no afectara la optimizacién. Llamemos 5¢
al costo marginal del periodo i. Tendremos: :
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Para cada periodo los costos estan calculados en base al almace-
naje promedio determinado en las férmulas (2,2), por su costo de al-
macenaje unitario y por el tiempo que permanecen en el almacén. Na-
turalmente a este primer costo dehe anadirsele el producido por la
emision del pedido que es constante para todos los periodos.

Los costos calculados se minimizaran, segiin lo establecido en la
relaciéon (1,5) cuando el valor del almacenaje iguale al de emision del
pedido. Por tanto, tenemos que en el minimo se produce:

Sm.‘nl = Sm-'nl = Smin3i. = -« o = 5-"?74'11—0 et
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y de aqui deducimos que los tiempos para cada periodo, que minimi-
zaran los costos, se obtienen resolviendo las ecuaciones siguientes:

Qb eSS Sy SRR e (3,22)
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Observemos que las soluciones se c;btlenen de forma escalonada.
En efecto, (3,2a) estda exclusivamente en funciéon de ¢, . Una vez

solucionada esta y determinado €, , la ecuacién (3,2b) queda sélo

en funcién de €é: y asi sucesivamente, de manera iterativa halla-

mos los diferentes periodos que optimizan los costos analizados.

Evidentemente, los lotes econémicos de compra quedan automati-
camente determinados al estarlo los periodos correspondientes. Ellos

vendran expresados por: ]
|
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4. SOLUCION DE LOS CASOS COMUNES

Examinemos el caso de demanda constante. La demanda acumu-

lada estard dada por la expresion:

= kt (4,1)

Significando la constante de proporcionalidad k, la cantidad re-
querida por unidad de tiempo. Si en este caso aplicamos las ecuacio-
nes (3,2) tenemos:

Periodo 1.

¢
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y el lote econémico de compra:
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Como era de esperar los lotes de compra son todos iguales. asi
como los periodos de aprovisionamiento. La expresiéon (4,2). coinci
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de con la clasica férmula llamada de Wilson o de Harris (Ver [1] o

[41).

Intentar hallar generalizaciones para otras funciones de demanda
que tuvieran una expresién algebraica mas o menos manejable (un po-
linomio, por ejemplo), no tiene practicamente objeto. Los casos reales
se circunscriben al descrito, o bien resultan, en general, demasiado
complejos para poder ser expresados por relaciones simples. Casi siem-
pre nos debemos enfrentar con previsiones de demanda cuyo aspecto,
al menos a primera vista, resulta muy irregular, Hay que recurrir a
las series de Fourier si se desea un ajuste analitico del fenémeno. La
abundante bibliografia al respecto (ver [5] o [6], por ejemplo), pro-
porciona soluciones cémodas especialmente en los casos en que el pe-
riocdo de referencia se divide discretamente en 6, 12 6 24 partes. Ge-
neralmente ello nos basta en la practica si, por ejemplo, t lo expre-
samos en meses y estamos efectuando previsiones para un afio.

El tener funciones de demanda acumulada, que seridn sumatorias
de series de Fourier hasta un cierto arménico, supondra un fatigoso
tratamiento analitico, si intentamos solucionar las ecuaciones que se
plantean con (3,2). Debido a ello, resultan especialmente sugestivos
aquellos métodos graficos que nos conduzcan a una solucién.

5. SISTEMA GRAFICO PARA LA DETERMINACION
DEL LOTE ECONOMICO

Vamos a establecer un procedimiento gréafico para resolver la ecua-
cion (3, 2a). Posteriormente veremos que en los demas casos se redu-
cen al primero con un adecuado cambio en el origen de coordenadas.

Hacemos referencia a la figura 3, donde la curva OQ es la de de-
manda acumulada. Ot es el eje de tiempos y Oq el de cantidades o
unidades. El mecanismo de construccién gréfica es el siguiente:

1) Sobre el eje de abscisas se elige un punto cualquiera P, que
llamaremos polo y por él levantamos una perpendicular PP, eje po-
lar. La escogencia de P es arbitraria. Sin embargo, por razones de
escalas, a las que luego aludiremos, es muy cémodo tomar OP = 1,
o0 sea unitario y en el sentido positivo del eje de abscisas. En todo lo
que sigue se supondra elegido P bajo esta premisa.

2) En el eje de ordenadas marcamos un punto C, tal que
Oc = ¢./e . La anterior igualdad, evidentemente, no puede cum-
plirse dimensionalmente, pero si el polo elegido ha sido unitario se
rumple una igualdad. numérica que nos basta en nuestro caso.




3) Por C trazamos la recta paralela al eje de abscisas CC

4) Dividimos la curva OQ en un numero arbitrario de partes:
Oa’, a'b’, b'e’, ..., y los extremos de cada una de ellas los proyecta-
mos al eje de abscisas, Las proyecciones son: de a’ a a, de b' a b, etc.
Estas partes son también de escogencia arbitraria, si bien debe pro-
curarse que cada arco de curva determinado por la division, pueda
equipararse a una recta sin error muy sensible. Huelga decir que co-
mo més divisiones consideremos, mas exactitud tendremos en la cons-

truccion.

5) Se ubican en el eje de abscisas los puntos a”, b”, e s s cen-
trales de los respectivos segmentos en que se encuentran, O sean rIes-
pectivamente a Oa, ab, be, ete. Por los puntos asi determinados se le-
vantan perpendiculares que cortan a la curva OQ en <<, 3, ¥, ..

6) Los puntos ¢, 4 ¥, ..., se proyectan en el eje de ordenadas
y en el eje polar. Dichas proyecciones son, respectivamente of’ y o ”
para oC ;ﬁ'y‘@’para S e

od

7) Se traza la recta que une el polo P con =<7

8) Por O se traza la paralela a P=C’' hasta que corte la recta a’a,
cosa que sucede en el punto a””’. Esta recta, asimismo, corta a la aec
en el punto o€, .

9) Se une O con oC”,

10) La recta O & corta a la cCa” en el punto oC, .

11) Con abertura de compas igual a la distancia =C,a’', se traza
arco con centro en o¢, . La intersecciéon del arco (entendiéndose que
el sentido centro-interseccion, debe ser el positivo de las ordenadas)-
con la recta o€ a’ nos determina el punto A, terminando aqui el
proceso para la primera divisién considerada.

12) Se traza la recta que une el polo P con JB'

13) Por a’ se traza la paralela a P_s° hasta que corte a b’ b,
cosa que sucele en el punto b’’. Esta recta corta a la /3_‘5-'-’ en el

punto ﬁ'_'
14) Se une O con /37

15) La recta (0,37 corta a la /3b"” en el punto .

16) Con abertura de compas igua ' 1 &
) pas ig la la distancia __4,b” se tra-
za arco con centro en /4, . La interseccién del arco (con la misma
observacion que en el numeral 11) con la recta v):s b” nos determina
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el punto B, terminando el proceso para la segunda divisién: conside-
rada.

17) Se procede iterativamente segiin lo expuesto en los nume-
rales de 7 a 11 ambos inclusive y de 12 a 16 asimismo ambos inclusive,
determinando, de esta manera una sucesién de puntos A, B, C. D.

.,cuyo lugar geométrico es la curva OT.

18) La interseccién de OT con la recta CC’ que se produce en el
punto T define la solucion del problema en su primera parte. La pro-
veccion de T en el eje de abscisas nos indica t primera solucion
buscada,

19) La interseccién de Tt; con la curva OQ, es el punto O
La proyeccion de este punto en el eje de ordenadas es q, ’Iote econdémico.

20) Se trazan nuevos ejes coordenados, paralelos a los anteriores,
pero con origen en 0,

21) Se repite todo el proceso anterior del numeral 1 al 20, ambos
'nclusive, pero con los nuevos ejes coordenados. Se obtiene asi las so-
luciones para el segundo periodo ¢- y §=.

22)- Se procede iterativamente segin lo expresado en 21, para
hallar €&, 9y oo ¢ G hasta agotar la curva OQ.

El procedimiento mecéanico descrito es ficilmente comprensible. La
poligonal Oa™ b™ ¢ ..., es la representacién aproximada de: -

i
._/)l

i)

(&) dt

El trazado de dicha poligonal es el clasico descrito en integracién
grafica (ver por ejemplo [7] ). Sin embargo, el hecho de tomar el polo
en el sentido positivo del eje de abscisas, que resulta negativo como
distancia polar, confiere a la solucmn el signo negativo que antes ano-
tabamos.

Por otra parte, los puntos o, A 72, ..., son el lugar geo-
métrico de una curva (no trazada en aras a la mayor claridad de la
construccion), que nos representa:

t £ (@t)

También resulta este un calculo grafico muy comun, para el cual
existe numerosa bibliografia (véase [8]).

Finalmente la localizacién de A, B, C, ..., resulta de la adicion
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i ométrico de
de las dos expresiones anteriores, o sea que el lugar ge

estos puntos representa:
¢
IO RICEL

igual al primer miembro de la ecuacién (3,2a). Debido a ello cuando
la curva OT adquiere el valor c’,_/é; , lo que es equivalente a de-
cir, cuando OT corta a CC’; se cumple la igualdad de (3,2a) y el pun-
to resultante nos proporciona la solucion deseada.

Observacién importante resulta el hacer hincapié en la eleccion
de la distancia polar. La integracién y el producto grafico nos propor-
cionan, respectivamente los siguientes resultados:

/ué.,am At
H

4

¢ £(¢)
Ha

Siendo /7, Y /. , las respectivas distancias polares. En la solu-
cién que proponemos, se establece que H,= — lyque H,= + L
con lo que se consiguen las siguientes ventajas:

a) La curva integral queda afectada de signo negativo, lo que nos
interesa, ademas de proporcionar mas claridad a la figura.

b) El eje polar del producto, pasa por el polo de integracion. Pro-
porciona sencillez y claridad.

¢) Numéricamente, los valores de la funcién que se nos genera pue-
den leerse directamente sobre el eje de ordenadas, si bien hay que
recordar que el valor leido tendrda unas dimensiones distintas de las
que expresa la escala (que son unidades de mercancia). Ello nos per-
mite representar (:;./ ¢, en su valor absoluto sin mayor problema.
en el eje de ordenadas.

d) Como consecuencia de lo anterior, los valores de la integral y
de la funciéon producto son directamente aditivos.

Hs evidente que otras elecciones de polo y eje polar, serian posi-

bies, si bien complicarian bastante la construccién y deberia atenderse
la cuestién de escalas de manera muy especial.

16



Por ultimo observemos que la construccién es iterativa con el
cambio de ejes coordenados que se indica en el numeral 20. En efec-
to, tomemos, por ejemplo la expresién (3,2b), correspondiente al segun-
do .periodo:

By [F(%.nﬂ—Ht.)] = / Fle-¢) d& = &=

La expresiéon primera entre corchetes, equivale a un desplazamien-
to fk) = q,, en el sentido positivo del eje de ordenadas. La in-
tegral definida, equivale a una traslacién €, en el eje de abscisas y,
por tanto equivalente a otra integral, respecto los nuevos ejes entre
Oy ¢&- . En definitiva las traslaciones que efectuamos gréaficamente.

Para los restantes periodos el razonamiento es totalmente analogo.

6. EJEMPLO

Para ilustrar el sistema anterior con un ejemplo concreto, consi-
deremos el caso de una industria gue consumird durante el préximo
afo up millén de unidades de determinado articulo. Supongamos, asi-
mismo, que el costo de emision de un pedido es de veinte mil pesos
v que mantener una pieza almacenada durante un afo supone un cos-
to de dos pesos cincuenta y seis centavos.

Si consideramos que la demanda es constante. 1z {uncién acumu-
lada de la misma sera:

(3
q = lo” [ (t expresado en meses)
12
¢. = § 2,56/unidad-afio.

¢, = $ 20.000/pedido.

Aplicando la formula de Wilson (4, 2):

2 x 20.000‘10711 .
— (25 000 Unmidader

a&

'2,5'6/12
b = 125.000:X.J2 . i ;
P = L5 mMmeses

10°
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Ya sabemos que todos los lotes son de igual tamano y los perio-
dos del mismo tiempo.

Consideremos ahora que la previsién ha ido mas alla de fijar
globalmente un consumo anual. Debido a unas caract_eristicas estacio-
nales bien previsibles, esta empresa ha confeccionado un programa de
necesidades por mes, expresado en la tabla I

TABLA 1
MES DEMANDA DEMANDA ACUMULADA
Enero 151.600 151.600
Febrero 186.600 338.200
Marzo 158.400 496.600
Abril 94.600 591.200
Mayo 47.700 638.900
Junio 45.900 684.800
Julio 69.500 754.300
Agosto 76.600 830.900
Septiembre 50.100 881.000
Octubre 17.000 898.000
Noviembre 22.000 920.000
Diciembre 80.000 1.000.000

£mpleando los procedimientos de ajuste que se mencionaron con
anterioridad y aproximando hasta el segundo armodnico, la demanda
prevista por la tabla anterior se puede expresar como:

Qe = 93.154 + 38.795 sen (£ - )T

&

+ 40.164 2en (& - i)—;—r + d)orycos (6-4) 7T
(2

be27z: 585 cosi(€~ ’)‘g“

parat =1 2,3 ..., 12 meses

Para encontrar la funciéon de demanda acumulada, debe sumarse
la expresion anterior desde uno a t.



&
go= 0 [‘33 (54 + 38.795 sea C'fc'—’)zl-

L=

+ 40 1ea 52*15196—’)-’51 + 41077 ces(bi-1) 7%
: 6

G2 ZeBiReE dogifikar /_)_L/.'J
3

La suma de series trigonométricas viene dada por las utiles ex-

presiones:
2.
Zﬁeﬂ 76 = sen Mg‘ﬁn n e ccsec © (g,;) ]
nz z z 2 2 |
()

7
o

Z les "o = cos .(L?J._,) 8 sen ﬂ_i LEISE ¢
2 Z

sy
relaciones deducidas en [9] y citadas por [10]. Estos productos, ade-

mas, pueden transformarse con facilidad en sumas o diferencias de se-

nos y €osenos.
En el ejemplo que nos ocupa, la sumatoria sera, aplicando (6, 1)

v (6;2):
Pz Bl =58t (3,5’63&,5‘ S i S )
/2

e Y2 4 £ A
[4:077 ces E;; + 39.795 smé;{{‘ +
E;T+4O./645¢'ﬂf—gJ

(252’7 &5 /}E)-I.Z7. 58 L oo f Y2
e 2
T 68 Y 6 (0 & < 42)
La anterior seria la funcién que deberia integrarse entre cero y
t;, para, posteriormente establecer la tan repetida relacion (3, 2a):

¢,
s m,)_/ e e
0 =
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y una vez determinado t; seguir iterativamente. Sin necesidad de
continuar por este camino, es perfectamente notorio lo engorroso Gue
resulta e! tratamiento analitico del problema. E
Vamos a resolverlo por el sistema grafico. Obsérvese la solucion
en la figura 4. En ella OQ es la curva de demanda acumulada'. Huel-
ga aclarar que no hay ninguna necesidad de calcular la funcion ana-
litica que la caracteriza, la curva se construye directamente por pun-
tos a partir de los datos de la tabla I. Las curvas AA’, BB’ CC"‘
son las funciones (3,2) halladas graficamente segun el procedimiento
explicado en el numeral anterior. Las rectas <., e, <tg ..., SON las
relaciones €2/¢, referidas a cada origen de coordenadas que se esta
considerando. En nuestro ejemplo, el valor de esta razon es:

Co 20.000
= = 93.750
¢ 2,56/12

segiin los datos proporcionados mas arriba. Naturalmente, el costo de
almacenaje ($ 2,56) se nos da como dato pero referido al manteni-
miento anual de la unidad de mercancia. Debido a ello, lo dividimos
por 12 para que quede referido al mes, unidad de tiempo que hemos
adoptado en nuestra solucidn.

Los puntos 1, 2, 3,..., 7,'del grafico son las intersecciones que ncs
proporcionan las soluciones buscadas y, a la vez, indican el nuevo ori-
gen de coordenadas: 0y, 0., ..., 0

La solucién total del problema, leida sobre el grafico, queda resu-
mida en la tabla II.

TABLA 1I
; Tiempo Tiempo Contidad Cantidad
Periodo en meses en meses de comnra acumulada
No al origen parcial en miles v, en miles
de uni,
1 1,10 1,10 168 168
2 2,13 1,03 196 364
3 3,38 2,25 168 532
4 5,45 2,07 120 652
5 7,07 1,62 114 766
6 8,93 1,86 108 874
T 11,40 2,47 60 934

El costo marginal total de esta soluciéon sera:

Cy=2cen=2x20000x7=§ 280.000

De todas formas, hay que observar que este costo no es para todo
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el periodo anual programado, ya que sélo cubre 11,40 meses. El resi-
duo de curva hay que incorporarla a la programacién del afio siguiente.

7. CASO DEL PRECIO VARIABLE

El precio de compra de una unidad de mercancia puede variar se-
gun la cantidad comprada. Cuatro casos tedricos pueden darse:

I) Precio decreciente en forma discreta a mayor cantidad com-
prada.
IT) Precio creciente en forma continua a mayor cantidad com-
prada. 2
IIT) Precio decreciente en forma continua a mayor cantidad com-
prada.
IV) Precio creciente en forma discreta a mayor cantidad com-
prada.

Sin embargo, en la préactica, no suelen darse los casos III y IV.
Pese a que la solucién que propondremos es general, y cubre cual-
quier caso de los expuestos, haremos especial énfasis en el I y el II
que son los mas comunes.

El caso I, es frecuente en el comercio. Un proveedor ofrece un
precio por unidad hasta una cierta cantidad de compra. A partir de
esta cantidad y hasta otra determinada, ofrece un precio mas econémi-
co y, de esta forma, establece un cierto nimero de rangos. Analitica-
mente esto se puede expresar mediante la siguiente funcion:

Cantidad ' Precio -

g gt g, P,

o
I~

-0
i

9 P

't;ne. £ g P

(7 Ry T AT s B S (7}/)

El caso II, se dard cuando las cantidades que se compran tienen
una magnitud relativa dentro del mercado del articulo, tal que resul-
tan suficientemente importantes como para que funcione la curva de
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oferta econémica. O sea que si se compran cantidades alfas, el mer-

cado reacciona pidiendo mas precio por la mercancia. Evidentemente

esto estd relacionado con el concepto de elasticidad a la ofe%'ta, total-

mente anélogo al de elasticidad a la demanda. Se puede definir desmnas
nera paralela:
dq

S (7,2)
E=——
dp

b
o sea como variacién relativa de la cantidad al precio, en un determi-
nado punto. Suele saberse poco acerca del comportamiento de E, pe-
ro la experiéncia ensefa que admitir la elasticidad constante, propor-
ciona una descripcién suficientemente aceptable del fenémeno. Si par-
timos de esta base, la solucién de la ecuacién diferencial (7,2) es muy
facil v origina la siguiente importante relacién.

CT-p = /(f" £ (7,3)

La elasticidad a la oferta E, es siempre una cantidad positiva (a
la inversa de lo que sucede con la elasticidad a la demanda).

La circunstancia de que varie el precio en funcién de la cantidad
adquirida, afecta légicamente, al costo de almacenaje c, . Este puede
considerarse como adicidon de' varios costos. Podemos considerar, la si-
guiente ecuacion, para los efectos de la situacién que nos ocupa:

Cr =€)+ o po (7.4)
siendo:
¢; = El costo total de almacenaje, tal como lo venimos anotan-

tando, por unidad de mercancia y tiempo.

y

¢t = Los costos fijos de almacenaje. Estaran incluidos aqui, los
costos de mantenimiento, personal de almacén, volumen ocu-
pado por la unidad, gastos de seguro y otros generales, etc.,
todo referido, naturalmente, a una unidad en la unidad de
tiempo.

o = Rendimiento del capital inmovilizado. Este valor estara fi-

jado de acorde a las condiciones financieras Yy, en general,

sera producto de la situacién de la oferta y la demanda

existente en el mercado de capitales.

P = precio del articulo por unidad.

&
I

sera pues el costo del capital inmovilizado

’ , Slempre por uni-
dad de mercancia y unidad de tiempo. ;
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El caso I viene tratado en varios textos (por ejemplo [3] y [11])
para el cual dan solucién analitica en el caso de demanda constante y
considerando simplemente ¢ i

en que se trate el caso II o ningtn otro.

Se puede generalizar, considerando que, sea cual fuere el caso en
que nos encontremos, dispondremos de una funcién de este tipo:

P'=:g @) = gt W) =" (1) ] (7,5)

La funcién (7,5) sera discreta, como cuando se deduzca, por ejem-

plo, a partir de funciones tipo (7,1), o serad continua cuando provenga
de funciones tipo (7, 3).

El costo de almacenaje puede quedarnos expresado como funcién
unicamente de t. En efecto, de (7,4) y (7,5):

Ch=c4 +eCF (t) (7,6)

Las ecuaciones equivalentes a las (3,2) para establecer el lote eco-
nomico, en este caso quedaran:

¢ + xFl¢)

£y
LF T4 _./ oo it | s a1

Conservamos las notaciones anteriores y eXpresamos tan sélo la
ecuacion para el primer periodo puesto que hemos visto que los otros
se reducen a éste. La solucién de (7,7), nos da el éptimo de compra.

Consideremos, por ejemplo, el caso de demanda constante y de pre-
cio variando segun (7,3). En tal caso:

FLE) = Re
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: 4 / / E
llamando ﬁ al factor donstante NOC (——K-—)

La ecuacién que debemos resolver sera:

‘ £,
: &y
g Hé. e /o- ke de = C}'-i—ﬂf//g

-—,-é# (c,‘+ﬁr.‘,'/5 ) = e (7,8)

Despejando t; obtenemos el perivdo O6ptimo y, por ende, el lote
optimo. .

8. SOLUCION GRAFICA

Fijémonos en la ecuacién que se trata de resolver (7,7). Su pri-
mer miembro es idéntico al de las ecuaciones (3.2) y, por tanto la
construccién gréfica de la funcién serd exactamente igual que la des-
crita en el numeral 5. La diferencia estriba en que la solucién se dara,
no cuando la funcién anterior adquiera un valor dado por una cons-
tante (o sea intersecte con una recta paralela al eje de abscisas), sino
cuando se iguale a: '

£y
EiE e E ()

(81)

o sea intersecte con otra funciéon del tiempo. Estéa claro que bastara
construir convenientemente la curva que representa la funcion ante-
rior y encontrar el punto de interseccién con la curva construida se-
gtin el sistema ya explicado.

En la figura 3, se muestran las soluciones para todos los casos po-
sibles, donde p(t), representa la expresion (8,1) que reemplaza la
recta paralela al eje de abscisas c./c;. Los puntos de interseccién T

representan las soluciones buscadas y, como siempre OQ es la curva
de demanda acumulada.

Para la construccién de las curvas ,(9 (t) hay que comentar al-
gunos extremos. En los casos discretos (I y IV), la cuestién no ofre-
ce mayor dificultad. Basta hallar:
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<+ Ap,  (Vehidz pu, 9'¢9¢9) ) (82)

(e AL s (va%iaa i 72 £ 7) )

donde las q; se han afectado de un indice superior para que no sean
confundidas con las soluciones del problema. Encontrados los valores
de (8,2) que, en general, no seridn muchos, ellos nos representaran
rectas paralelas al eje de abscisas, formando un escalén: creciente, si
el precio es decreciente con la cantidad (caso 1) y decreciente si el pre-
cio es creciente con la cantidad (caso IV). For lo demas el problema
sigue los cauces ya conocidos.

Algo mas complicado resulta el caso de las variaciones continuas
(II y III). Se recomienda encontrar previamente una tabla de corres-
pondencia f(t) —— ¢ (t). Con ella puede construirse una escala au-
xiliar moévil que se colocard paralela al eje de ordenadas. En la figu-
ra 5, casos II y III estd representada con EM. Esta escala representara
graficamente el valor que adopta (8,1) para cada valor de q, o sea de
f (t). El procedimiento de construccién sera pues:

1) Estamos considerando un punto A de la curva OQ, dentro de
la construccién general para hallar OT.

2) Trazamos una recta paralela al eje de abscisas por A, hasta en-
contrar la escala auxiliar EM.

3) En EM, leemos un valor B que nos indicara ﬂo(t) y que, por
tanto debemos marcar en el eje de ordenadas. Este es B’

4) La paralela al eje de abscisas por B’ y la paralela al eje de
ordenadas por A, se intersectan en C, siendo C, por tanto, un punto

de £ (t).

5) De esta forma se van construyendo simultdneamente OT y
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99 (t). Se seguird en la construccién hasta hallar su punto de inter-

seccion T, que es el buscado.

6) La escala moévil se desplazara para la siguiente solucién de tal
forma que su origen coincida con el nuevn origen de coordenadas y
se procederd de igual forma que lo expuesto en los anteriores nume-

rales.

9. EJEMPLOS

a) Sigamos con el mismo ejemplo del numeral 6. Tenemos la dis-
tribucién estacional dada por la tabla I. La variacion consiste en que
la empresa ha efectuado un detenido estudio de mercados al darse
cuenta de que si aumentaba la cantidad de compra, provocaba un au-
mento en la demanda del mercado y el precio de la mercancia le su-
bia. Decidié estudiar el fenémeno a fondo y encontré el siguiente re-
sultado:

Si se compraban cantidades iguales o inferiores a 60.000 unidades
el precio por unidad en el mercado era de $ 9.00. Si se compraban
200.000 unidades, en cambio, el precio subia hasta $ 14.00. Se consi-
deré que la hipédtesis de elasticidad constante, era suficientemente
plausible, dentro los limites indicados.

El costo de emisién de} pedido no varia y es, por tanto, c. —

- $§ 20.000/pedido.

El costo de almacenaje sin tener en cuenta la inmovilizacién del
capital, o sea lo que hemos referenciado antes como ¢’; — $ 1,36/uni-
dad-ano.

El rendimiento del capital inmovilizado se fija en un 12% anual,
prsedt et = 0112:

La funcién cantidad comprada-precio, se determinarad de la si-
guiente manera:

60.000 = K 96 20 ('4 )E
' E TE nw Moua
200 000 = K14 E
£ = 2,725 ¢ = /50 &
? e ,5016 2,725

(9.1)
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La elasticidad es 2,725, o sea oferta inelastica. Si de (9,1) despe-
jamos p, tenemos:

//2.,?25.

A ="8 /sy 9 (9¢ pei4) (9,2)

Pasemos ahora a calcular puntos de la funciéon ﬁ (t):

p(é): Sd

en nuestro caso:

ﬁ“.) = . 20.000 x /2
0,12 x 0,15 g'/z’"""_ + /36

(9 3)

Dando valores a q = f (_t), en la expresiéon (9,3) hallanios los va-
lores correspondientes de Q (t), que se han tabulado en la tabla III:
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TABLA III

qe="£10) L W
hasta 60.000 98.360
65.000 97.000
70.000 95.840
75.000 94.820
80.000 93.680
85.000 92.700
90.000 91.800
95.000 90.900
100.000 90.100
105.000 89.300
110.000 88.520
115.000 87.810
120.000 87.110
125.000 86.450
130.000 85.840
135.000 85.220
140.000 84.620
145.000 84.060
150.600 83.500
155.000 83.000
160.000 82.470
165.000 81.960
170.000 81.500
175.000 81.030
180.000 80.560
185.000 80.130
190.000 79.700
195.000 79.280
200.000 y mas 78.900

Con estos valores construimos una escala mévil y resolvemos el
problema seguin lo expuesto en el numeral 8.

En la figura 6, tenémos la solucién para el primer periodo. La de-
manda acumulada es OQ y OT es la funcién ya conocida construida de
la forma corriente. La escala EM es expresiéon grafica de la tabla III
y la curva ¢9 (t) -esta trazada buscando para cada punto considera-
do su equivalencia en' EM. El punto de interseccién X se produce en
ti==R1"025%0 sea un valor menor que el encontrado en el numeral 6,
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como era de esperarse. Corresponde a un q: = 148.000, en vez de
151.600 de la anterior solucién. El precio que tendra la_mercancia al
comprar la cantidad éptima sera:

p = 0,159 x 148.000'"3725 _ § 1548 unidad.

b) Consideremos ahora que la empresa de la cual hipotéticamente
nos venimos ocupando, se encuentra en otra situacién. El proveedor
que le suministra la mercancia del problema, le ofrece las siguientes
condiciones:

Compras hasta de 80.000 unidades. ... .. .. $ 11 unidad
Compras de 80.000 a 100.000 unidades. .. .$ 10 unidad
Compras de méas de 100.000 unidades. . . .. $ 9 unidad

Sin que varfen ninguna de las otras condiciones, los valores, dis-
cretos que adopta gﬂ(t) son:

20.000 x 12
P ) = — 89.600 (para O £ q < 80.000°
0,12 x (1 + 136 .
20.000 x 12 -
P ) = — 93.750
0,12 x 10 + 1,36 (para80.000 £ q < 100.000)
20.000 x 12
cp (t) = = 98.400 (para 100.000 < q)

(1250 9= 1 36

En la figura 7 se observa la solucién para el primer periodo en es.
te caso. Como es légico, la solucién se encuentra para valores mas al-
tos que los anteriores. Asi t;, = 1,15 que corresponde a un q; = 170.000.
y, por tanto, el precio de compra sera de $ 9 unidad.

10. FINAL

Los estudios sobre la sensibilidad de las soluciones (ver 1378 ¢in-
dican que los costos varian poco alrededor de su minimo, para dife-
rencias del orden del 5% con respecto al lote econémico. Teniendo en
cuenta esta circunstancia, que suele olvidarse demasiado a menudo. no
se justifica encontrar soluciones de una gran exactitud que requieren
tratamientos analiticos fatigosos y que consumen gran tiempo de cal-
culador electrénico. Debido a ello, las soluciones graficas resultan es-
pecialmente adecuadas para estos problemas. Con una construceién un
poco cuidadosa, no alcanzaremos, ni con mucho, errores del 3% en
en nuestros resultados.
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Los problemas que se resuelven en el presente trabajo, no son
obviamente, un limite de aplicacion del sistema. Resulta intuitivo que
los sistemas gréficos tienen que proporcionar soluciones muy cémodas
para los siguientes casos:

a) Cuando existen restricciones. Sean éstas de volumen almace-
nado, capital invertido o de otra indole. Analiticamente se suelen en-
focar por procedimientos de Programacién Dinamica, o por los siste-
mas clésicos de multiplicadores de Lagrange. Existen casos muy inte-
resantes estudiados en [1] y problemas especificos expuestos en [12]

b) Cuando la recepcion de materiales o la demanda o ambos son
aleatorios, siguiendo una distribucién estadistica dada [2].

Resulta tema para un préximo trabajo, encontrar sistemas grafi-
cos que cubran.casos més generales. Quedamos en deuda con el pa-
ciente lector. .
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