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1. El método de variacion de pardmetros, debido a Lagran-

ge, es bastante conocido para resolver ecuaciones dife-
renciales ordinarias lineales, para las cuales fue original-
mente deducido. Como se recordara, el método consiste
en partir del conocimiento de una solucion particular de
una ecuacion diferencial homogénea, y deducir la so-
lucion general de una ecuacion no-homogénea asociada
ala anterior.

Sin embargo, a pesar de las analogias formales entre
ecuaciones diferenciales y ecuaciones en diferencias fi-
nitas, la bibliografia (mas bien escasa) sobre esta ultima
materia menciona muy poco la posibilidad de utilizar la
técnica de variacion de parametros para tratar ecuaciones
en diferencias finitas ordinarias y lineales. Solo el libro
de Miller trata el punto, pero en forma un poco confusa.

Para llenar ese vacio, y solo con propositos didacticos, se
muestra en este articulo como aplicar el método aludido
a las ecuaciones en diferencias finitas, lineales, no-homo-
géneas, de segundo orden.

. Consideremos pues, una ecuacion en diferencias finitas

con las caracteristicas aludidas, y denotada en la forma
incremental:

(01) A2y (n) + R (n). A y (n) + P(n). y (n) = Q (n),

en donde la variable independiente es n y ella recorre la
sucesion de los niimeros naturales desde el cero: n =0,
1, 3, ...; mientras que la variable dependiente es y, y sus
respectivos valores y (0), y (1), .. ., ete., forman una su-
cesion cuyos incrementos de primer orden y de segundo
orden satisfacen la ecuacion propuesta. La ecuacicn es
evidentemente lineal. Es no-homogénea debido a la pre-
sencia de la funcién Q (n), que no es idénticamente nula,
El problema consiste en obtener la solucion general de la
ecuacion (01) a partir de una solucion particular de la
ecuacion homogénea asociada.

Sea pues y; (n) una solucion particular de la ecuacion
homogénea asociada a (01), es decir de

(02) A2 y(m) +R@m). Ay(n)+ P(n).y(n) = 0
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Es bien sabido que si K es cualquier constante arbitraria,
el producto K.y;(n) también satisface la ecuacion an-
terior (02).

. La técnica de la variacion de parametros consiste en bus-

car la solucion general de la ecuacion-no-homogénea,
considerando el factor K no como una constante sino
como una funcion K (n) de n, cuya forma hay que bus-
car. Es decir, el método propone como solucion para
(01) la funcion (0, mas bien, la sucesion)

(03) y(n) = K(n). y;(n)

y procede a buscar la forma explicita de K (n) en tér-
minos de las funciones conocidas R(n), P(n), Q(n),
y1(n). Para nuestro caso, determinamos la primera y la
segunda diferencia finita de la expresion (03):

Aym) = K.Ay; +AKy, +AK Ay
Myin) = K. N2y, +2. A KA y; +2. AK Ay +

2. K. Ay, + A Ky, +/A2K. Ay,

Sustituyendo en la ecuacion (01), se obtiene:

K [Azyl +R. Ay, +P. yl] +AK[R.y1 + R +2)

Ay, + 2. Azyl] + /2R [yl +2. Ay, +A2y1]= Q

Debido a que y; es solucion de la ecuacion homogénea
(02), el corchete que multiplica a K es igual a cero. Una
vez suprimido ese término, y dividiendo por el corchete
que multiplica a A% K, se obtiene:

Ry; + (R +2) Ay; + 2. Ay,

(04) A% K + AK =

y1 + 2. Ayl + Azyl

Q
v1 +2. 0y, + Ay,
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Si ponemos, por abreviar:
(05) AK=U
Ry + (R +2) Ay; +2. Ay,

(06) =
Y1 Zi0 AY]_ + A2y1

(07) ] =F

v, 2. Ay; + Ay

entonces la ecuacion (04) puede ponerse en la forma

AU+HU=F

Esta es una ecuacion en diferencias finitas, de primer or-
den, no-homogénea, cuya solucion se encuentra deduci-
da en libros sobre la materia, como el de Miller (Véase la
bibliografia, al final). Esa solucion puede deducirse apli-
cando la ecuacion equivalente de recurrencia

Uk+1)= [l—H(k) ] Uk)+F (k)
sucesivamente para k =0, k =1, k = 2, etc. y generali-

zando el resultado que se va obteniendo. La solucion es

n-1 n-1 i
(08) U (n)=TT [1—H(k)] U@@+ZFQW)~TT
k=o i=o i=o

-0

Ademas, de la definicion (05), se deduce que

n-1
K(@n)=K(0)+Z U(m)
m=o

Finalmente, la soluciéon buscada se escribe

n-1
y(@=K(@).y; n)=y; (n) | K(O)+ 2 U(m)
m=o

y sustituyendo la solucién (08) en la expresion inmedia-
tamente anterior, se obtiene
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n-1 m-1

(09) y(n)=K(0).y1 (n) +U(0) | ya(n) Z '[—r

m=o0o kK=o

n-1 m-1 m-1
[i-nw] )+ > TT [uw ] 52
m=o0 k=o i=o

i
F (k) + || [1—H(i)]

;=0

que es la solucion general que buscabamos para la ecua-
cion (01). De acuerdo con la definicion (06) para la fun-
cibn H, la expresion 1—H que aparece en la ecuacion
(09) resulta ser

(1—R)y;—R.Ay; — My,
v, +2. Ayy +4%,

I H=

4. Ejemplo. Consideremos la ecuacion en diferencias fini-
tas, lineal, no - homogénea, con coeficientes variables

6 12
Ay (n) +
n—1 (n—1) (n—2)

(10) Ly (n)— ¥(n) =n

La ecuacion homogénea asociada de la anterior es

6 12
Ay (n) +

(11) A%y (n) — _
n—1 (n—1)(n—2)

y(n)=0

y por‘sustitucic'm directa, es posible comprobar que la
sucesion

y1 (n) =n®)

satisface la ecuacion homogénea anterior. Recordemos
que, por definicion,

n@=nm—1)(n—2)

En este ejemplo, se tiene: R(n) = — 6/ (n— 1); P (n) =12
(n—1) (n — 2). Ademds, se sabe bien (o se puede calcular
muy facilmente), que:

Ay; m)=3n®
Ay; (n)=6n
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Asi que la funcion H, en nuestro caso, y de acuerdo con
la definicion (06), vale

—6n®/ (n—1)—(6/(n— 1) + 2) x 30>+ 12n

H=
n® +6n® +6n

2)
—6n®—18n® +6(m—1)n  +12n(m—1)

m—1)n® +6n? +6n

__—6(n—2)—18+en—1)+12
(m—1)(m—2)+6m—1)+ 6

Ademds, seglin la definicion (07) se obtiene

n al
=n(_2)

F (n) =
n® +2x3n® +6n (n+2)(n+1)

de manera que

n-1

n-1
U(n)zU(O)“FZ F(j):U(0)+Zi(_2) ‘

i=o i=o

-1
=U (0)— nZAi(‘1)=U(O)— [i"” ]"

i=o o

=U (0)—n“" V= (0)—
n+1

y la funcion K (n) es

= Sl
K (n) =K (0) + nz U (m) =K (0) + lv'___ U (0)
m=o0 m=o0

n-1 n
= 1 =K@ +nU@©—- >7 L
de donde

n
y () =K(©0)n® +U©0)nn®—n® > 1/m
m=1

Observando esta expresion para la solucion general de la
ecuacién no-homogénea, se aprecia de inmediato que la
parte complementaria es
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K (0), n® + U (0) n.n®

v que
n
—n® >. 1m=¢
m=1

es solucion particular de la ecuacién (10) dada como
ejemplo. Las constantes arbitrarias son K (0), U (0).
Una de ellas, K (0), va con la solucion n(3) para la ho-
mogénea asociada.

De aqui resalta que la funcion n.n(3), que acompafia a
U (0), también debe satisfacer a la ecuacion homogénea
(11), asociada de la (10). En efecto, sea

yo M) =nn® =n2 n—1) (n—2)

Entonces

Ay, m)=mm+1)2nmn—1)—n?@—1)(n—2)=
n(n—l)[(n+l)2—n(n-—2) ]= n(n—1)(4n+1)
A y,n)=m+1)n(4n+5—n(n—1)@n+1)=
n[(n+1) (4n+5)—(n—1)(4n+1)] =n(12n +6)
=6n(2n+1)

y por lo tanto el lado izquierdo de la ecuacion (11) vale,
en este caso:

6 12
AY2 +
n—1 m—1)(n—2)

A2Y2 =

6n(2n+1)—6n@n+1)+12n%2=0

es decir, que y, (n) =n.n‘®’ también cumple la ecuacién
homogénea (10).

Ahora podemos comprobar que
p=—n®a+12+..+1/n)

es solucion general de (10). En efecto:

A¢=—(@m+1)> [1+1f2+1/3+1[(n+1) J

+n®@a+1/2+.. +1/n)

v después de algunas operaciones algebraicas elementales
se obtiemne
59




A¢=—nm—1) [3(1+1f2+.. +1ln)+1]

y la segunda diferencia es

M ¢ =—(n+1)n [3(1+1/2+..+ 1/(n+1))+1}

+n(n—1) [3(1+1f2+..+1/n)+1]

que, después de las operaciones algebraicas indicadas, se
reduce a

A% ¢ =—n[6(1+..+1/n)+5}

Formando con ¢ (n) y sus diferencias finitas el lado iz-
quierdo de la ecuacién (10) se encuentra, haciendo las
operaciones indicadas, que

6 12
Ao ———— BN e =D
n—1 (n—1)(n—2)

de manera idéntica, es decir que ¢ es solucion (particu-
lar) de la ecuacion (10) dada. De modo que la solucion
general de la ecuacion (10), propuesta como ejemplo, es

ym)= A.n®+ B.nn® —n® @ +1/24+..1/n)

5. Por el hecho de que muchas veces las ecuaciones en dife-
rencias finitas no se presentan en términos de sus prime-
ras, segundas y demas diferencias, sino de relaciones en-
tre valores consecutivos de la variable dependiente (en
cuya forma se denomina ecuacion de recurrencia), vale
la pena mostrar como opera el método de variacion de
parametros en este caso. Para esto, nos referiremos a la
ecuacion lineal de segundo orden, lineal, no-homogeénea,
con coeficientes variables

(12) y(n+2)+R (n).y (n+1) +P (n). y (n) = Q (n)

y supondremos que conocemos una solucion particular
y1 (n) para la ecuacion homogénea asociada, es decir,
que se cumple la identidad

(13) yy(n+2) +R (n).y;(n+1)+P@m).y;(n)= O

De acuerdo con la técnica de variacion de parametros,
buscamos para la ecuacion no homogéne. (12), que esta-
mos proponiendo, la solucion general en la forma

y (n)=K (n). y; (n)
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Sustituyendo esta expresion en la ecuacion (12), se tiene

(14) K@ +2). y1 (0 +2) TR@). K (0 +1).y1(n +1)

+P(@).K(n).y: M=Q

Multiplicando la identidad (13)por K(n +2):

K(n+2).y1 (n+2)+R@).K(@n+2).y: (n+1)+
P(n).K(mn+2).y;(@=0

y si a esta {iltima le restamos la ecuacion (14), se obtiene:

R (n).y; (n +1). AK (n +1) + P (n). y1(n)

AK (n+1) +AK (n) ] =— Q(n)

es decir :

R (n).y; (n +1) +P (n). y; (n) ] AK (n+1)

+P (n). y; (n). AK (n) = —Q (n)

O sea
—P(n).
AK (0 +1)— (n). y1 (n) AK (n)
R (n). y1 (n +1) +P (n). y1 (n)
Q (m)
R (n). v, (n +1) +P (n). y; (n)
Para simplificar la nomenclatura, pongamos
(15) AK(m)=U (n)
—P(n). y; (n)
(16) =L (n)
R (n).y1 (n+1) +P(n). y4 (n)
Q
a7 - =M (n)

R(@).y; (n+1) +P(n).y, (n)

En esta forma la ecuacion que obtuvimos se puede escri-
bir

U@m+1)=L (n). U(n)+ M(n).

Esta es una ecuacion en diferencias finitas, lineal, de pri-
mer orden, no-homogénea, cuya solucion es
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n-1 n-1 5
) uUm=TT L [vO+ = M) ~
- k=o i=o
i
e
I=0
De aqui se deduce K (n), que vale
n-1
(19) K(m)= K (0)+ U(m)=
m=o
n- m-1 n- m-1
K (0) %, U(0)p3= Sy Sud L+ =3
m=o k=o m=o i=o
m-1
M (i) (i)
j=i+1

y la solucion general que se buscaba, para la ecuacion (12),
es

n-1 m-1
(20) y (m)=K (0)y; m)+U(0)y; (n) =7 TT L(k)
m=o k=q
n-1 m-1 m-1
3y ()% — 0> b MG)—=TIe + ki)
m=o i=o i=i+1

6. Consideremos, como ejemplo, la ecuacion

n+2 n+2
y(n+1)—2
n+1 n

(21) y(nt+2)— y(n)=n+2

Su ecuacion homogénea asociada es

n+2 n+2
y(n+1)—2
n+1 n

y (n)=0

(22) y(n+2)—

Esta 1ltima tiene como solucion a la funcién
¥4 (n) =n.2", y esto se puede comprobar por sustitucion
directa. En efecto:

yi(n+1)=(@m+1)x2n+t1

yi(h+2)=n+2)x2n+2
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luego

n+2 n+2
yi1(n+1)—2
n+1 n

y1 (n+2)— ¥ (n)=

@ oy o2l O

m+1)on+1_
n+1

n+2

2 n.20 = (n+2)x2Mm@e—2-2=0)=0

n

En este ejemplo, los coeficientes (variables) de la ecuacién,
son

n-+2 n+2
s P(m)=—2
n+1 n

R(n)= =

y el término de inhomogeneidad es Q (n) =n + 2. Cons-
truyamos con ellos la expresion definida en (16):

L(n)= ey ) =
R(n).y1 m+ 1) +P(n). y; (n)
9 n+2 nx on
n : =i
=xall 24 (o pyrgB iclintis e Bkt
n+1 n

Por lo tanto, la expresion para la otra solucién complemen-
taria es

n-1 m-1
y2(m)=U(0).y; (n) >. T[] L=
(o] (o]
n-1
U0).y1 () >7 (—1/2™ =
(0]
[1—(—1/2)“]
U (0).y1 (n)
1+1/2

(23) y3 (n)=B. n. 20 [ e 1]2)n]=
B. n.[zn—(— 1)n]

Verifiquemos que efectivamente esta es una solucion de
la ecuacion (22):
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n+2 n+2
ya (n+2)— Vo (n+1)—2 Y2 (n) =
n+1 n
n+2
Bm+2) |2m+t2 —(—1nt2 | — B(n+1)
n+1

n+2

\‘2n+1_(—1)n+1] -9
n

B(n+2)[4x2“—(—1)n —92x20+4(—1)n—2x 20
+2x(-1)n] =B(n+2)[ 2N (4—2—2=0) +

(—1n (—1—1+2=0)] =0

La expresion definida en (17) es:

—Q
M(n) — =
R (n).y; (n+1) +P (n). y; (n)
—(m+2
n+2 n-+2
= m+1)on+1 —2 nx2n
n+1 n

La solucion particular es el Gltimo término del lado dere-

cho de la expresion (20):

n-1 m-1 m—1
D (M)=1.(n) » L & T M (i) rmaemeetle=(})
m=0 i=o i=i+1
Pero
m-1 .
I ) b e
j=i+1
m-l - .
M@G > L) =@/2it2-12)m-1-i

iTit1 =

(—1m(—1) i+1 (1/2) m+2

m—1 m—1
M@ TT L()=(1m@z)mt2
i=o i+1

m-1
Z (—1)itl =(1/2)ym+1l x a (m)
i=o
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(25) ¢(n+2)—

en donde a (m) significa

0, si m es par
a(m)=
1, si m es impar

Luego, la solucion particular es

n-1
¢ (n)=y; (n) ZO (1/2)m+1 a(m)
m —_—

Poniendo m = 2k + 1, y cambiando la variable de suma-
cion, se tiene

[n/2] —1
(24) ¢ (n) =y; (n) (1/2)2 ‘_Al'.o (1/2)2k=

1
4[n/2:| =1

1—(1/4)[!1/2J nx 20

$(n)=y1 (n) x 1/4 =
3/4 3

yi(myx14(1+1/4+1/42+...+

1— (1/4) [ n/2 ]

en donde [ n/2 ] es parte entera de la fraccion n/2.

Esta es la solucion particular que se busca. Podemos
comprobarlo por sustitucion directa en la ecuacion (21):

n+2 n+2
¢(n+1)—2
n—1 n

¢ (n)=

(n+2)x2n T2

1—(1/2)2 (1/4){n/2 ]

3
+2 n+1
% = 1—(1/4) [(n +1)!2]
n+1
n+2 n
=2 — 2n 1—(1;4)[n/2] =
n 3
+ n/2
(nsz) 2HrL, 2—(1f2)(114)[ |

—1+(1/4) [atn2] Gl [ o/2]
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La expresion que hay dentro del corchete queda asi: ¥, comparando la ecuacion (25) para ¢ (n) con la ecua-

cion (21) propuesta se comprueba que ¢ (n) cumple la
ecuacion (21).

= (1/2) (1/4) /2 + (1/4)™/2 + (1/4) 12, sin es par

—(1/2) (1/4) (©-1)/2 +(1/4) (n+1)/ 2 + (1/4) (—1)/2,

sin es impar

0O sea:

1/4) M2 3j2)=8x 052 L. sinesipar

1)/2

a)®—DI2 L 314y=3x27" "1 ginesimpar

En consecuencia, sea que n sea par o que sea impar, la
expresion que hay al lado derecho de la ecuacion (25)
se convierte simplemente en

(n+2)
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