Respuesta de las estructuras planas
reticulares sometidas a cargas laterales
aplicadas en los nudos, estudiada

por el método del gra

do de empotramiento

Por: Gabriel Garcia Moreno*

SINOPSIS

Por medio del grado del empotramiento, sugerido por
Shepley2el autor deduce,! en una forma muy simple, los
momentos y rotaciones de los extremos, parcialmente res-
tringidos, de un pilar que sufre un desplazamiento relativo
de sus extremos. El método permite medir en una forma
muy precisa el grado de restriccion, o de empotramiento
que cada elemento de la estructura experimenta, debido a la
posicion geometrica y a las rigideces relativas de los miem-
bros que la forman. Se crean, asi, fres constantes estructura-
les v, 6 , [3,en funcion de las cuales puede estudiarse
todo el comportamiento de una estructura reticular someti-
da a cargas laterales aplicadas en los nudos. Adicionalmente,
se estudia la determinacion del grado de empotramiento de
un pilar solidario con su zapata, en funcion del modulo de
resistencia del suelo, obtenido en un ensavo de carga, y la
rigidez modificada del suelo.

1) INTRODUCCION. ECUACIONES BASICAS

Este estudio forma parte dei libro “LA DISTRIBUCION
DE MOMENTOS POR EL METODO DEL GRADO DE EM-
POTRAMIENTO”! que sigue la notacion y método sugeridos
por Shepley 2. En el libro se demuestra que si los grados de
empotramiento de los extremos A, B, de un pilar, Fig. 1,
se denominan fi \Z ffa,, respectivamente, con la hipotesis
de que estos valores cumplan las relaciones

(Si f2 = 0, el extremo es una articulacion. Si fQ = lelex-
i =A,B i =A,B
tremo esta empotrado y no rota)
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y si ademas, se produce un desplazamiento relativo A entre
los extremos del pilar, tal corno se muestra igualmente en la
Fig. 1, se produce en los extremos A, B, unos momentos
MaRB, MBA. que se pueden representar aproximadamente
por las expresiones

MAB =-6K 97
MBA =- 6K ¢7gp (1)

en donde

R [18 a-18) + 24- £ 3)]

'YAB;: = =
(4-fpA) (4-fB)
[ : ] (2)
fRIFA(@A-TRA)+2(4-fR)
oA BIfA(-TA) B
4-f4) (4-fB)
JAN EI
qb-._.- —_— ’K_=-—
h h

Igualmente se demuestra que las rotaciones en los extremos
A, B, se pueden dar aproximadamente por las ecs:

(=]

: e 2fg
Oag=g(1-13) 1+ ——)
4-f A
(3)
5 2f A
Oga=0¢ 1-t8) a+ =1
1-fB
' 23



Los valores de  YAB se dan por medio de la Fig. 20. Para
obtener 7BA de las curvas, basta con cambiar fA por
fB y viceversa.

De la ec. (1) se obtiene las reacciones laterales.

MAB +MBA ¢
VaB =- Vpa =————— =6K— (YaB + BA)= Vo
h h
(4)
Si llamamos
= YAB +7BA
0pp=Opa= 9= (5)
2
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Se puede reescribir a la ec. (4) asi:

A
Vo=12K—28=12£-a (6)
h h

El valor de 0 se da con las curvas de la Fig. 3 y su ex-
presion algebraica es:

a_ff&(2+f§)(4-f3)+fﬁ(2+f3)(4-fﬁ) )
2(4-fB) (4-14)

2) ANALISIS 2

El estudio del articulo anterior, vamos a aplicarlo a este
caso como sigue:
Consideremos al miembro AB, Fig. 4, que forma parte de
una estructura plana reticular, sometida a las cargas laterales
H,.1, Hy.1, Ha+p aplicadas en los nudos:

FIG 4

Aplicando a este miembro la ec. (6), tendremos:

Kn+ 1.4

Vap = Va1, =12 045 Ons1,i (a)

2
h n+l

Como el desplazamiento lateral AAB es el mismo para
todas las columnas en un nivel de piso dado, el esfuerzo cor-
tante total para el piso en consideracion, n + 1, sera para las
m columnas:

m
vt +1=Z A" ;= 12AAB 2:1
= i=1 R, . "‘Kn+1.i an+ 1.4 (b)
h2 et

Si designamos

m
Ap+1=ZK
=1

n+1,i an+1,i (8)

| el
:0;1 sStlll;n’i de lqs productos de las rigideces, de m columnas,
respectivos o n+1,; , dados para cada columna por

la expresion (7), podemos
forma mas simple: ec. (9). representar a la ec. (b), en una
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h2n+1 n+l n+1 (9)

Jdonde se ha designado al desplazamiento relativo entre los

nivelesn +1y n,como A, ; ;se puede, entonces, esta-
blecer la siguiente relacion:

AAB =8y =Wy - Wp (103
Para el nivel n, se puede escribir, igualmente,
12
t 11
Vol = s Apln, e
h n

v del equilibrio estatico del nudo D. Fig. 4, deducimos

Hy =vip-Vin, (12)
En el caso de un entramado reticular de r niveles, se puede
considerar al primer nivel r =1 como fijo. Esto implicaria,
considerando las ecs. (10) y (12).

Wo=Ao=0
Wi=47A1
Wo=Ao+W1= A9+
(13)

Wg=Ag3+Wo=Ag+Ag+ A
—% s 2
Wn_—'s Al

i=1
V:=Hrt (vaque Vg =0)
t t
Vr—lerﬁl"“Vr:Hr_—l”‘Hr (14)

t t
Vy—9=Hpg + Vy_1=Hpp +Hrj +Hy
t ) t i T
Vp=Hp+ Vp41=2Hj
i=n

Conociendo las cargas laterales Hn y la suma de las
rigideces modificadas de las columnas, A . dada por [a.ex-
presion (8), se deduce, a partir del nivel superior, sucesiva-
mente hacia abajo, el valor de los desplazamientos An, por
medio de las ecs, (14):

r

g o o BCRI N
h“y Vh h°p 1=n
e

M e i

(15)

Conociendo los desplazamientos relativos A 1> S€ encuen-
tran los desplazamientos totales W, por medl_o de _Ias fc_:)r-
mulas (13), v los momentos en las partes superior e inferior
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de las columnas, similarmente, se deducen de las ecs. (1).
Los esfuerzos cortantes dados por las ecs. (14), repartidos
proporcionalmente a los productos k 0 n» de cada pilar,
completan la solucion.

Como se ve, todo el proceso depende del conocimiento
previo de los valores de d n,i dados por la ecuacién (7).
Para facilitar su determinacion, damos en la Fig. 3 unos gré-
ficos, en funcion de los grados de empotramiento ¢ © .2

H A.’ B,
en los extremos del pilar, del valor de o .

Por creerlo ttil, vamos a reemplazar el valor de A, da-
do por la ec. (15) en las ecs. (1), para obtener el momento
en una columna, digainos: AB, Fig. 4, Se obtiene:

hp+1  t  Kn+li
MAB =- Vn+1 YaB (16)
2 )n+1
Como de la ec. (a) se deduce que:
i Kn+li an+1,i
Vn+1,i = Vn+1 (17)
7\r1+:l

que significa que el esfuerzo cortante, total, en el piso, a ni-
vel n + 1, se distribuve en las columnas proporcionalmente
a los productos A h,1. e inversamente a las suma-
torias de los mismos produc:os en todo el piso: 7\m1, se
puede, entonces, reescribir a/la ec. (16) en la forma:

h YAB
) n+l (18)
MABR="= M ———
2 an+1, i
Llamando
YaB  aB
Bap= — = ©
OnFiit & OAB
La ec. (18) queda en la siguiente forma:
hn+1
MAR =" Vn+1,iPaB (18) -A
2

Reemplazando en la (c) los valores de Yap ¥ 0 ap dados
por las ecs. (2) v (7), respectivamente, se obtiene el valor de
B Ap en funcion de los grados de empotramiento de los ex-
{remos de la columna:

264 FB(-1R) + 2(4-43) |
B=— - c = - = (19)
fA(2+fB)(4-fA)+fR(2+FA)(4-TB)

En el grafico de la Fig. (5) damos las curvas correpon-
dientes de B4, en funcion de f3, v 3,

Es bueno observar que el coeficiente Bap. representa,
25



en la formula (18)—A, la correccion que habria que hacerle
al momento MAB, si éste e calculara suponiendo el punto
de momento nulo en h/2, o sea, el pundo de inflexion en la
mitad de la altura del pilar. En otras palabras, puede consi-
derarse que Pap localiza correctamente al punto de in-
flexién. Cuando los grados de empotramiento son iguales
arriba y abajo, puede verse de la Fig. (5) que fsp = 1.En
este caso, el punto de inflexion esta estrictamente en_la mi-
tad de la altura. Si el nudo B es una articulacion, fg =0
y Bas = 2, para cualquier valor de fj exceptuando el
valor 0, en cuyo caso P ap es indeterminado. Para fSap =
2, el punto de inflexién coincide con la articulacion en el
punto B y el momento MAB = hy+1  Vnsa1, seglnlaec.

(18)—A.

En la mayor parte de los edificios de hormigon armado,
los grados de empotramiento, para los pisos intermedios
se encuentran entre los valores de 0,35 a 0,65, en cuyo ca-
so, los valores de Bap varian entre 0,78 y 1,22, véase la
Fig. (5) donde hemos trazado estos valores con lineas pun-
teadas.

Cuando las secciones de las columnas se mantienen cons-
tantes, lo mismo que las de las vigas de los pisos interme-
dios, se tiene ademas que fp = fg , lo cual hace que
Bap  sea estrictamente la unidad. En los pisos inferiores,
de ordinario los dos primeros pisos y el sotano, y los dos
ultimos pisos, esto no se cumple, debido a la gran diferencia
que presentan los grados de empotramiento superior e infe-
rior, de los pilares en cada piso. Mas adelante veremos como
se puede encontrar, conociendo las caracteristicas fisico-
mecanicas del suelo, el grado de empotramiento de las ci-
mentaciones.
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Para obtenerB pa, de los curvas, cambie ffq por f% y viceversa.

o Lo anterior, el hecho de que en los pisos iritermedios
fA = fB y BAB = 1,justifica el empleo del método
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aproximado llamado “portal Frame Method”, 4 siempre
que se corrijan los momentos en los primeros y en los dlti-

mos pisos, por las razones expuestas.

Cuando la estructura en consit!eracién consta de muchos
niveles, el método expuesto, mas adaptado a un proceso
manual, se hace muy largo y engorroso, y hay necesidad' de
recurrir al computador. AN

En éste caso es mejor, entonces, presentar el problema
en forma matricial, para lo cual basta reemplazar las ecs.
(11) y (9) en la ec. (12), quedando esta asi: (utilizando la

equivalencia (10).

)\ x.'. ) )\n —_ n

S e W D W (20)
n+l \

a1 hpe1 hin hn 12

Como para cada nivel se puede plantear una ecuacion de
este tipo, si hay r niveles, tendriamos r ecuaciones con r
incognitas Wn. Matricialmente el problema queda asi, con-
siderando que Ar+1 =0,y que W, _3 =0.

. 2 10
_r__r 1 R 0 we | |Hr .
h:  h¥
A, A, A A
_____(____+_)___ ...................... 0 wl‘-l Hr.l
(b3 b hhg bl
¥ [ =
An+1 An"l-l >‘n )‘n :
0 O0....e.o.. + )or.. 0
hing hinsg LEPI T
___________________________ Wi | [H3
0 O)\_l(ﬁﬁ_c) w H
L oW el I
1 0 o |l JL
(21)
que se puede representar por la forma usual:
[X/h2] (W] = —— [H]
(22)

12

Premultiplicando por el inverso de la matriz |\ /h?]: | A\h?|!
tendremos:

1
[W] =— [A/n2]! [H)
12

(23)

expresion que nos pgrmite conocer los desplazamientos to-
tales W;, para cada‘mvel. Una vez conocidos los Wy, se de-
d.u‘ce los desplazamientos relativos A , por medio de la rela-
gleon ‘(/10), y luego co(;n los A conocidos se deduce el valor

n+1,i Por medio de la ec. (a). El problema quedari
compleramente resuelto llevando los valores Vn:i ala

ec. (18)—A, que nos dara el valor de los momentos en cada
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pilar, valores que nos permiten, a su vez, conocer los mo-
mentos en las vigas, utilizando para el efecto la ec. (24),
vease la Fig. 6, donde My, es el momento total aplicado al
nudo n; para este caso M;, seria la suma algebraica de los
momentos de los pilares superior e inferior del nudo.

Rj
M1=Mn——'—'~
ZRp

(24)

dorEde Rj se llama a lo que se define como “rigidez ajusta-
da” del miembro de rigidez convencional K;.

4Kj
R = (25)
4- 15,
[t
- g;-(el-cnl—ﬂ! ¢=_,
Q
Mg=+BKO, ; Eili
Bfﬁﬂ,(z-'?'l+°(i¢;) 1 =HQ__"
1

FIG. 6

.Igualmoente se puede demostrar que el grado de empotra-
miento f;, del miembro LB, Fig. 6 tiene como valor el da-
do por la siguiente expresion:

n
2 R
g 1 i=1
f = =3
I 3 (26)
K K+Z Rj
e =1
n 4K;
E 1
P=Lgfy

Esta ecuacion permite encontrar, sucesivamente, los gra-
dos de empotramiento de las estructuras reticulares, a partir
de puntos de grados de empotramiento conocidos. Es una
formula de recurrencia.

Antes de terminar este articulo, conviene que nos ocupe-
mos de dos problemas, el uno ya mencionado y que consis-
te en la determinacion del grado de empotramiento de un
pilar solidario con la zapata; el otro que consiste en la deter-
minacién de la rigidez modificada A ), perteneciente a la
rigidez proporcionada por el terreno a la estructura, y que
se necesita para evaluar las ecs. (21).

En realidad ambos problemas son uno solo, pero presen-
tado bajo dos aspectos diferentes como lo vamos a ver. Em-
pecemos, pues, con:

a) DETERMINACION DEL GRADO DE EMPOTRAMIEN-
TO DE UN PILAR SOLIDARIO CON SU ZAPATA.

En lo que sigue nos referiremos a las Figs. Tay Th:

Sea K¢ el modulo elastico de resistencia del suelod medi-
do por ejemplo en kilogramos fuerza por centimetro cua-
drado, por centimetro de deformacion, (kgf/cm2— cm.).
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Wi =ﬂg+ iy

Klal‘o

Wo=Ao

Ko 50.0-—1

Wo-1=0

b)

Fig. 7

De ordinario Kg se mide como la carga por unidad de
drea correspondiente a una deformacion de 1,27 ¢cm. 3.5
A una distancia y del eje del pilar, la zapata AB, Fig. 7, pro-
ducira una tension de compresion en el suelo de: (Si M es el
momento aplicado a la zapata)

iy (d)
Ip
siendo
bd? @
I =— 5
b
27



para una fundacion rectangular de anchura b y altura d. El
asentamiento S, en este punto, si Kg es el modulo elastico,

sera entonces,

g M
Ly (f)
Ks Ksglp
y la rotacion 0
S M (
g)
BO e e
y  Kslp

M es el momento aplicado a la zapata yes igual a: -M,mo-
mento aplicado al pilar. Si suponemos, para simplificar, que
f] o =1, se deduce, despejando ¢ de la primera ec. (3) vy
reémplazada en la primera ec. (1). que se produce una rota-
By en 0, que debe ser igualada alaec. (g), (Véase la

cion
Fig. 7)
M M (1=t (68 ) MR )
_—— I — = = = (h)
Kl o 2K oilo'1 (11-2f°’1) 4K, f, 1
= L4 |
foni=
4K, (27)
1+
Kglh

Para una zapata rectangular, Ja (27) puede escribirse como:

foq= (27)-A
48 Elc,
1+ —
Kgba® \ b

donde Ici es el momento de inercia de la columna, y hy su
altura.

La ec. (27), o la (27) - A, resuleve el problema que nos
habiamos propuesto y nos proporciona el grado de empo-
tramiento f°0~1 de un pilar solidario con su zapata, cimen-
tada ésta en un suelo de resistencia modular Kg.

b) DETERMINACION DE LA RIGIDEZ MODIFICADA
DEL SUELO, A o PROPORCIONADA POR EL
TERRENO A LA ESTRUCTURA

Al deformarse la estructura, la zapata AB puede sufrir un
corrimiento W, ; aunque esta condicion sea poco probable
puede tomarse en cuenta en la matriz (21), y de hecho la
hemos representado en la Fig. 7-b.

En la misma figura, hemos supuesto que el terreno se
puede asimilar, o mejor representar, por un miembro ficti-
cio 0,01, de altura ho y de rigidez K, desconocidos ambos,
pero articulado en 0-1, tal cmo se ha representado en la Fig,
7. Aplicando a estos dos miembros continuos 1, 00, 0-1: la

28

or la ec. (26), y conociendo ya el grado de

0 la dada
footua = rlaec. (27)y £3 1 = 0, se

empotramiento fpo ,1 ,dado po
puede escribir asi la ec. (26)

1
f;,l =
K,
1+—
K,
i
Ko =K1 ——5 (28)
1-f,1

Aplicando de nuevo la ec. (26) se obtiene .et_ grado de
empotramiento superior f, ,.1 del miembro ficticio:

1
f::.c.v-l = o
Ko f1, o i)
i el [ )
Ky 4

la cual nos da, reemplazando en ella K /K, deduciendo de
la (28)

g 4(1- f5,1)
fo.0-1= (29)

4_f::,1 f10.0

=0, es posible en-

Ahora, conocidos 3 .1 Vb2
do,0-1 utilizan-

contrar el factor de cizallamiento lateral
do para ella la formula (7)
o o
fo,0-1 s B o (30)
do,0-1= =
o o
4 4 = fO,lfl.U

La rigidez modificada parcial del terreno, para este pilar,
sera entonces: (utilizando las ecs. (28) y (30)
o
fou1

Koao,0-1=K1 (31)

o

o
4 f0.1 t‘1.0

Si la estructura tiene m pilares, la rigidez modificada \ o
que se debe usar en la matriz (21) sera:
o

m fo.l,i

No= ZK;; (32)
: : ° o
i=1 4 - fo.:[,i fl.o,i

Quedaria, at}ora, faltando por determinar, inicamente la
altura hg del miembro ficticio. Como lo Gnico que podemos
determ_mar completamente es Ky = E.L/hg, se puede tomar
tranquilamente hg = h ,

Usualmente se supone que W, = 0, con lo cual, como
puede verse de una inspeccién a las ecs. (21), no es necesa-
rio computar a 7\0 :
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