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Confiabilidad de la probabilidad posterior

Por: Luis Pérez G, *

“ ,,, TEOREMA: Un apostador sera un seguro perde-
dor si sus apuestas no son consistentes con el teorema de
Bayes. . . . 7’ Heath and Sudderth. Annals of Mathematics.

RESUMEN: Luego de hacer una introduccion de los
conceptos y del lenguaje utilizado por la teoria bayesiana y
por la teoria de decision, se procede a hacer un analisis acer-
ca de la confiabilidad de la probabilidad posterior, y se in-
troducen generalizaciones de expresiones matematicas con
multiples interpretaciones eventuales. Como se sabe, es la
probabilidad posterior, la causa principal del desfase entre
bayesianos v clasicos.

TEORIA BAYESIANA

La teoria bayesiana es modernamente toda una ideolo-
gia cientifica, y aunque dependiente en sus raices de la
teoria de la probabilidad y de la estadistica clasica, crea si-
tuaciones y métodos cientificos que difieren grandemente
de lo clasico. Con el auge relativamente reciente de la teoria
bayesiana, podria pensarse que la estructura de ella fue
creada solo hace algunas décadas; no, fue el sacerdote inglés
Thomas Bayes quien en 1763 inspird sus raices en el libro
“An essay towards solving a problem in the doctrine of
chances”. El desarrollo y axiomatizacion de la teoria baye-
siana ha sido un proceso muy lento, y aunque grandes ma-
tematicos Laplace (1810), De Morgan (1838), Boole
(1854), Edgeworch (1908).. . . - trabajaron con el conven-
cimiento de poder convertirla en ““una técnica sobresalien-
te e independiente”, solo en los Ultimos anos ha tomado
un auge de notables dimensiones en las diferentes areas
aplicadas y especificamente en la teoria de decision, la
cual no tendria tantas aplicaciones practicas si no se le
hubiese inyectado las teenicas bayesianas.

Contrario a lo que podria pensarse, la teoria de Bayes
ha enriquecido de una manera notoria la teoria de la pro-
babilidad v de la estadistica clasica, en lugar de haber obsta-
culizado su desarrollo. A partir de ella, surgen permanente-
mente nuevos conceptos dentro de la inferencia estadistica;
los modelos lineales presentan enfoques diferentes si se tra-
bajan en base a Bayes; la teoria de muestreo sufre cambios
fundamentales con la inclusion de los conceptos bayesianos;
los métodos de docimasia de hipotesis adquieren dimensio-
nes distintas bajo esta teoria ya que los coeficientes de sig-
nificancia ( ¢« , § ) se conciben de una manera distinta
pues son funciones dependientes del costo, lo cual ignora
irrazonablemente la teoria cldsica.

La teoria bayesiana apasiona y genera discusiones acalo-
radas entre sus seguidores y los clasicos; a tal punto, que
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con frecuencia se presentan dificultades entre las relaciones
personales de los estudiosos por el solo hecho de pertenecer
a una u otra tendencia. Existe también en la época moder-
na una paulatina emigracion de clasicos hacia la teoria Ba-
yesiana, lo cual es acogido con beneplacito por los disiden-
tes establecidos. Resulta de inferés conocer la opinion de
uno de los valores jovenes mas prominentes de la estadisti-
ca americana, James Berger, al desertar del campo clasico:
“. . . I turned into a rabid bayesian. There was no single
cause for this conversion; just a gradual realization that
things seemed to ultimately make sense only when looked
at from bayesian point of view. .. "

Para Berger, la teoria de decision estudiada desde el pun-
to de vista clasico es solo un desarrollo teorico de diferentes
principios de optimizacion aplicables a procedimientos esta-
disticos; y vista desde el angulo bayesiano, mediante la in-
clusion de la probabilidad anterior y posterior y demas con-
ceptos propios de esta teoria, adquiere inagotable aplicabi-
lidad y la posibilidad de mayor expansion teorica.

La teoria de Bayes no es infalible, a sus ventajas tiene
tacitamente adheridas multipies posibilidades de error.
Los siguientes comentarios gqie se transcriben ayudan a
la formacion de un juicio acerci de la teoria.

1. Una razén filosofica para la utlizacion de Bayes es la
aplicacion del principio del comportamiento humano
donde siempre se actia asumiendo algln tipo de infor-
macion previa.

2. Una gran debilidad de la teoria es, a veces, la falta de
objetividad en la escogencia de 1a probabilidad anterior
y la posibilidad de generar sistematicamente graves erro-
res cuando se parte de una probabilidad anterior falsa.

3. La creacion de técnicas que permiten denunciar como
sospechosa a una probabilidad anterior falsa a través del
proceso, le crea fuerza como técnica cientl fica.

4. Lo real de los resultados obtenidos por medio de la teo-
ria de Bayes es lo que anima a buscar un mayor desarro-
llo de ella, paralelamente con técnicas correctivas en caso
de errores iniciales en la escogencia de la informacion
previa.

TEORIA DE DECISION

La teoria de decisibn nace como una rama avanzada de
la estadistica matematica, y como se menciond, es llevada
a sus cauces practicos mediante la inclusion de la teoria
bayesiana. Para cumplir su objetivo maneja conceptos
propios como: estado de naturaleza o ente desconocido, lo
cual dificulta la decision; accion a tomar, y su espacio de
valores; funcién de riesgo, la cual varia con las distintas
posibilidades del estado de naturaleza y de las acciones;
admisibilidad; informacién previa y posterior; etc.

De esta manera, y en términos muy generales, podria
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decirse que la teoria de decision en prictica opera a par-
tir de informacién previa, ¥ por medio de sus tecnicas, con-
sigue una informacién posterior la cual le permite generar
decisiones aplicables a las situaciones en estudio.

Con la introduccion de la probabilidad anterior y poste-
rior en la teoria de decision surge el mencionado desfase
con lo clisico. Se notd que la probabilidad anterior puede
contener errores al ser selectionada; una rapida descripcion
de las diferentes probabilidades anteriores permitira enten-
der la posibilidad latente de imprecision en su escogencia.
Puede ser subjetiva, objetiva y empivrica. La primera se daa
partir de un grado de creencia personal; la segunda aparece
como un concepto ajeno a todo punto de vista personal y
subjetivo; y la probabilidad empirica nace a partir de expe-
riencias pasadas y de alguna manera hace uso de la estadisti-
ca clésica; es decir, la probabilidad anterior empirica es un

Gltimo paso para tratar de conciliar lo bayesiano con lo cla- __

sico.

TERMINOLOGIA PRELIMINAR
Antes de emprender en detalle el trabajo que se quiere
mostrar, es de vital importancia homogenizar las notacio-
nes. Sea 0 un pardmetro el cual puede tomar valores 0, , 6,
..., 0K; se estd interesado en estimar con cierta con-
fiabilidad la distribucién de probabilidad de 0, esto es, la
probabilidad de que 0 tome el valor 0 parai=1,2, .. ., k.

Sea ;= P (0 =0i )laprobabilidad anterior asumida,
bien sea objetiva, subjetiva o empirica.

Sea m; (X) =P(0 = 0;;" /X) la probabilidad posterior
de 6 luego de haber tomado una muestra aleatoria X pro-

veniente de una poblacién icon funcion de probabilidad
£ (x). '

Aplicando el Teorema de Ba;yes:

i X)=

m £(x/ 0;)
k @

T mj f£(x/ )

i=1 ‘

donde f ( x/ 6j ) es la funcion de probabilidad de X dado

6 = 6,
Si la muestra estudiada es X, , X 2; ..... , X, se obtiene
una probabilidad posterior conjunta para las n muestras:

n
i [_7!’ 'f(xj/Oi)]
= d

mj (XI,X2"'-)XI‘1)=

k n
Z T f(leer)]
r=1 j=1

PROBLEMAS A DISCUTIR

Los comentarios pasados estan dirigidos a ia necesidad
de discutir la confiabilidad de la probabilidad posterior. De
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los cuatro puntos a analizar, uno de ellos es ampliamente
conocido en la literatura de la teoria de decision y se frae a
mencion por ser una propiedad de trascendencia; los demas,
constituyen gen?r;lizaciones personales hechas a partir de
sugerencias de los profesores B. Hill y M. De Groot, quienes
son conocidos idedlogos de estas dreas. Dichos puntos a
discutir son los siguientes: ) \
N

1. Propiedades en-el limite de la probabilidad posterior.
2. Esperanza matematica de 7 (x)parai = 1,2,. .,k

3. Esperanza matematica de la probabilidad posterior con-
dicionada a que 6 tome un valor 0 especifico, esto es,

E(m; (x)/0=0;)

4. La probabilidad de que la distribucion posterior asigne
un valor muy pequefio al valor correctode 6. Es decir,

P [m00<8/6=06]

si los valores de € son igualmente probables.

PROPIEDADES EN EL LIMITE

Se sabe que las propiedades en el limite de cualquier en-
tidad matematica siempre son importantes, y si las propie-
dades en ese punto no son adecuadas a la realidad, nada
promisorio deberia esperarse de tal entidad. Por fortuna, las
propiedades en el limite de la probabilidad posterior son
adecuadas, y puede encontrarse en la literatura de teoria de
decision la siguiente demostracion: Si

)g 1 Xoyounn , X,€s una muestra aleatoria de una distribu-
cion para la cual el valor de un parimetro 6 es desconoci-
do; y si el valor real de @ es 0, ;entonces a medida que

n—>oo , bajo ciertas condiciones, la distribucion posterior
de O tiende a estar mas concentrado alrededor de 6 =0,

ESPERANZA DE LA PROBABILIDAD POSTERIOR

La esperanza de la probabilidad posterior genera un resulta-
do interesante.

Por definicion:
E[mm]=/m® (@ du.
Aplicando el teorema de probabilidad total:
B k
["i (x)] = [m (X)[ T f(x/6; )ﬂj] du (x).
. j = 1
Asumiendo la expresion (1), la esperanza se convierte en:

E[m ®)] =/ fx/6) mduw
o

E[n®]= T yaqueStx/0)du@=1.
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Es este un resultado afortunado para algunos casos y desa-
fortunado cuando no se tiene confianza en la probabilidad
anterior. Muestra la clara dependencia entre las probabili-
dades anterior y posterior, y muestra también la posibilidad
de que la distribucion anterior genere todos sus defectos a
la posterior. Con este resultado no se debe ser muy trascen-
dental pues el concepto de esperanza matematica ha sido
revaluado por muchos autores en la practica, y en muchas
ocasiones ellos escogen estimadores sesgados con propie-
dades especiales que los caracterizan.

ESPERANZA CONDICIONAL DE LA POSTERIOR

El siguiente problema a resolver esta relacionado con la
busqueda de una expresion para:

E(m(x)/0 =0i)

Es decir, cual es el valor esperado de7; (x) asumiendo que
efectivamente 0 es 8.

Por definicion se sabe:
E[m /0 =0i]=/mx7f&/0;)dr .
Utilizando las expresiones (1) ¥ (2) dadas anteriormente:

-1
mj £(x/05)

i+ =
iFi omif(x/0;)

El[mi(x)/0=0;i]= f(x/0;) du (x).

f (x/0j)
Haciendo Z]' = , se obtiene:
f (x/0i)
Tj -1
Erj(x)/0=0i]= 1+ T — Zj f(x/0; ) du (x) .
jFi m

La expresion a la derecha también puede ser expresada como
otra esperanza condicional; esto es,

=

/0=91

Por propiedades de las funciones de protga‘lbi]idad y utilizan-
do el calculo, puede probarse que la funcion:

mj
S T A
jFi Ti

Efmi (x)/60=6i] =E

|aris i = Zj}
jFi T
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es convexa.

Aplicando la desigualdad de Jensen para funciones convexas
k i

-1
B 7o/ 0= 91]>{1*E[jflT:Zj/6=Bi]}

ycomo: E(Zj/0=6;) =1,
entonces:
5 :
Bl @i g e e —
iFi Ty

Lo cual es equivalente a:

E[”i(x)le =

debido a la igualdad Z; mj=1

El resultado indica que la distribucion posterior asignara
un valor mas adecuado a la probabilidad, que aquel que
asigna la distribucion anterior.

ULTIMO PROBLEMA

El altimo punto concierne con la consecucion de un va-
lor interpretable para la probabilidad de que la distribucion
posterior asigne un valor muy pequefio § al correcto valor
de 0 . En el lenguaje de los simbolos se quiere analizar:

=0, |

cuando los posibles valores del parametro son equiprobables.

P[Tri(x)g 50

Usando expresiones (1) y (2) se nota que las siguientes ex-
presiones son equivalentes:

mj f(x/ Bj)

= . <6/6= 0;
1+2 ; 1

r] ’n'jf(x/Bj)/g ’
=S RIE= i B e g (0 U
= f :
el (x/64)
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La Gltima probabilidad de la derecha permite decir que:
PIm@ <8/0 =6;] =7 rei)an ),

cuando la integracion se hace sobre el conjunto:

1 it (x/6j)
X—-1<Z

A= -
s j#i ﬂif(>§/0i)

Ahora, sabiendo que:

o
Te/0i) < T mt(x/65) 1)
j#i .

la’expresion de interés se convierte en: o~

¥

o
TP (x) < 8/0= 01]</n jii i £(x/0;) du (x)
A
y yaque fkf(xlﬂj) < 1 para todo j,

Plm () <8/0= 0;]< — [1'7”
[m (x)<6/0=0i]< 13 oy

La desigualdad a la cual se llega posiblemente no tenga
aplicaciones inmediatas; sin embargo, no es ésto lo que le da
importancia. Eventualmente, esta desigualdad puede ser
muy util en pr?blemas especificos. Veamos lo que ocurre
en un problema de dos acciones equiprobables, el cual es
bastante comiin en el trabajo de teoria de decisién. Hadcien-
do los reemplazbs en la formula principal, se consigue la
expresion:

’ 8
P(mi(x) <8/0=0) < T35

Este resultado indica que existe una probabilidad pequefiisi-
ma de que se le asigne un valor pequeifio a la probabilidad
del valor correcto de 0.

Podrian considerarse otros tipos de aplicaciones para co-
nocer los alcances de esta formula generalizada.
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