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Regresién de borde

Por: Luis Pérez G.*
Germdn CabarcasJ.*

RESUMEN

Se introduce el criterio de multicolinealidad agrega-
da y el efecto que sobre ella ejerce la estandarizacion.
Dentro de la familia de los estimadores sesgadds paraun
modelo de regresién, se presentan los estimadores dé
borde dé una manera detallada en los diversos aspectos
analitico, grifico, geométrico, de uso prictico y de exis
tencia.

10 INTRODUCCION

Considere el modelo de regresion lineal estn+ari-
zado: \

Y=Xb+E

donde Y es un vector n x 1 de observaciones; X es una
matriz n x p de rango p cuyas columnas han sido ya es-
tandarizadas; b es un vector p X 1 compuesto por pari-
metros desconocidos by, by, ..., b ;y & es'un vector
de variables aleatorias mdependlentes y “pormales ¢con
media cero y matriz de covarianzas o’ln Un vector Xj
se estandariza mediante la Yesta a cada uno de sus ele-
mentos del valor promedio, y luego de esta centraliza:
cion se divide cada uno de sus valores por la desviacion
estandar multiplicado por Vvn—-1; observe que si xj esta
estandarizado se cumple que 1 . X] 0,y,X X] 1.

En la adaptacion de los modelos linealés a situaciones :

précticas abundan las dificultades si el deseo es construir
un modelo efectivamente adecuado; una dificultad co-
min es el problema de la multicolinealidad para el cual
no se ha encontrado hasta la fecha un remedio absoluta-
mente contundente. La multicolinealidad es un proble-
ma intrinseco en los datos y se detecta por la existencia
de dependencia lineal entre dos o mas vectores columna
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de la matriz X. Curiosamente, se presentan diferencias

respecto al concepto de dependencia lineal que se utiliza
en Algebra Lineal con el usado en Estadistica. Si X,,
). ORI son las variables columna de X, por Algebra
Lineal se dice que son linealmente dependientes si y sélo
si existen reales a;, 85,..., ap (diferentes de cero) tales
que:

..+apxp=o. )

En Estadistica sin embargo existe tal dependencia
cuando la igualdad (1) es cierta o aproximadamente cier-
ta. Bajo este criterio se presenta la multicolinealidad co-
mo una enfermedad medible en escalas donde el caso (1)
es el caso extremo; si el coeficiente de correlacion entre
las variables es alto la dependencia sera alta, y si es bajo
la multicolinealidad serd asimismo baja.

a3 Xl +8¢ X2 +

Las causas de multicolinealidad son miltiples; entre
ellas pueden citarse las siguientes:

1. Sobredefinicion del modelo; esto es, relativamente
mis-variables que observaciones.

2. Defectos en la recoleccion de la informacién en el
sentido de muestrear solo un subespacio total de
variables independientes.

3. Restricciones fisicas en el modelo o en la poblacion
.donde pueden presentarse efectos entre las variables
consideradas. Como ejemplo note que la-temperatura
afecta intrinsecamente la presion y viceversa.

Los efectos de la multicolinealidad sobre el modelo
son altamente perjudiciales. El modelo se torna inestable
y la estimacion de los pardmetros by, . . . , b, por el mé-
todo de los minimos cuadrados es completamente inade-
cuada pues a pesar de ser insesgados su varianza es consi-
derablemente alta. Estos efectos se ven mpteméticamen-
te al recordar que el estimador de los minimos cuadrados
b 8! ‘ :

!

b= Ty KTy ==
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con matriz de covarianzas:

V(b) = ¢* (XTX),

y con varianzas individuales:

V(b) = ¢ 1-R?)7,

donde R; es el coeficiente de determinacion parcial entre
la variable i y las demas variables independientes. En el
caso de multicolinealidad los R, son cercanos a 1y esto
hace las varianzas considerablemente altas y la matriz
(XT X) tiende a tener caracteristicas de singularidad.

Son miiltiples los remedios propuestos para resolver el
problema de multicolinealidad sin obtener siempre resul-
tados completamente satisfactorios. Un intento moderno
es el de buscar estimadores sesgados que sean garantia de
una varianza pequefia; esto es, modernamente hay ten-
dencia a preferir un sesgo y una varianza pequefia sobre
un estimador de sesgo 0 y alta varianza.

V (b)>V (b*)

Figura 1

Dentro de la familia de estimadores sesgados aparecen
con gran aplicabilidad practica los estimadores de borde
alrededor de los cuales girara todo el articulo. Antes de
iniciar el estudio detallado, es de gran conveniencia prac-
tica introducir el criterio de multicolinealidad agregada
y diferenciarlo del de multicolinealidad propiamente
dicha o esencial. La multicolinealidad agregada surge del
efecto de adicionar al modelo variables que son a su vez
funciones de las variables iniciales, y del efecto del uso
de escalas de valores arbitrarios; adicionar variables cua-
draticos e interacciones es traer multicolinealidad agre-
gada al modelo. Tal tipo de multicolinealidad se reduce
casi en su totalidad mediante la centralizacion y/o estan-
darizacion de las variables pues se disminuye el factor de
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inflacién de la varianza y se remueve totalmente la c‘omf-
lacién entre el término constante y todos los. otr'os 1;enm(i
nos lineales. Se deduce entonces que la m}.l’ltlcohnealidi
agregada es un asunto de mas facil at&fnclon, y .que esla
esencial la que necesita tratamiento mas complejo y para
la que se proponen los estimadores de borde.

2.0 CONCEPTOS BASICOS

Log estimadores de borde propuestos por Hoerl y
Kennard (1970) para controlar la \[aﬂanza alta y la
inestabilidad del modelo de regresion son del tipo:

b* = xTx + k1) XTY

donde k es una constante positiva para determinar. A
diferencia de Ea_, i’ no es un estimador insesgado como
se puede ver en su esperanza y varianza transcritas a con-
tinuacion:

E®) = (XTX + kI) ' XTXb

Y,

Vi) = XX + kD) xTXxTX+k17? 62

Su error en media cuadratica MSE(k) esta dado por:
E( - T (0" - b)) = Ty 0N+B72 +
kK> bT (XTX + kI b

con Nys Ao . . 4 como valores propios de XTX, y
de los cuales algunos de ellos tienden a cero si hay sin-
tomas de multicolinealidad. Conviene notar que el pri-
mer término de la derecha es la varianza total y el segun-
do es el sesgo al cuadrado; el primero se denotara por
f(k) y el segundo por g(k).

La idea central de la regresién de borde es escoger un
valor k tal que la reduccién en varianza compense el ses-
go en el cual se incurre,

De la formula dada para b* se deduce que coincide

con b sik =0,y que b es una transformacién lineal de
b va que:

I
o>

=Z

donde Z

Il

b et
XX +kD ™ XTx =1-k (XTX + k1!

Il

Ltk XTx)
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La inclusion del k trae novedades en los valores de los
parimetros. En la Figura 2 se presenta una situaciéon
préctica (2) donde por medio de un modelo lineal se re-
lacionan las importaciones de Francia con las variables
consumo interno, produccién nacional bruta y forma-
cion de inventario. Allf se ve que para cada k existe un
valor de b* que puede incluso cambiarle de signo al valor
del parimetro original lo cual cambiaria completamente
la interpretacion prictiea y el efecto propiamente dicho.
Usando los minimog‘cuadrados (k = 0) la producci6n na-
cional (b, ) tiene un efecto negativo sobre las importacio-
nes; usando k = .2 se tiene un estimador de borde con
efecto positivo sobre las mismas!

3.0 COMPARACION DE VARIANZAS i\\

Se dijo que los estimadores de borde se c_iefiﬁpn para
un k real positivo tal que el estimador obtenido estabili-
ce el sistema y ofrezca una varianza menor que lé, de los
minimos cuadrados y justifique el sesgo._

Como 6? es un parimetro desconocido, en toda com-
paracion de varianzas debe darse un término de referen-

cia que sirva para tal fin. El error medio cuadritico

(MSE), definido respectivamente para el estimador d¢ los
minimos cuadrados y para el estimador de borde coxno:

MSE(0) = E [(b.~b)T B -b)]

= o2 traza (X"X)™" = constante
constante

Y, .
MSE®) = E[®* -b)T (" -b)]
= 22N +B 7+ b T T + kD b

ha sido universalmente usado para estimar y comparar
varianzas y_desde este punto de vista se mostrard como
elMSEdeb esmenorqueeldeb.

Una impresion gréfica es siempre importante y es asi
como la Figura 3 da la relacion deseada. En ella se obser-
van cuatro curvas. La primera representa el MSE de los
minimos cuadrados el cual es constante o independiente
de k. Las dos siguientes se refieren a las funciones (k) y
g(k) componentes del MSE del estimador de borde.
Como:

k) = S2ZN( + k)2,

es f(k) funcidn continua y mondtona decreciente de k,

1.3020

1.0286

0.7550 A

0.4815 -

e ——————
O
—— ——

0.2080 ==t et

-.06556 4

-.3390 T — 1 i T
0.000 0.111

Figura 2
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0.222 0.333 0.444

0.656 0.667 0.778 0.889 1.000

—~———
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su derivada respecto a k tiende a — a medidaque k va a
0"y si %XTX es mal condicionada o lo que es lo mismo si

?\p tiende a 0. Para:
gk) = k? bT (XX + k)2 b

se observa una funcion continua y mondtona creciente
de k. La cuarta curva es la punteada y es la correspon-
diente al'MSE del estimador de borde dado por la suma
de f y g. En la linea punteada de la figura para diversos
valores de k, MSE(k) < MSE(0); y existe ademas un mi-
nimo de alguna manera tentador!

Aunque muchos autores restringen a k en (0,1), esto
no es absolutamente necesario. El parametro k podria
tomar cualquier valor positivo pero, sin embargo, no es
de interés considerarlo a partir del momento en el cual
MSE(k) > MSE(0) —como se nota en la grafica— ni cuan-
do su valor es grande debido a que muy posiblemente el
Sesgo no compensaria la disminucion en varianza.

40 EXISTENCIA Y CALCULO DEk.

Aunque en la figura esta clara la bondad del estima-

se hace necesario mostrar que efectiva-
nzar un minimo

sible su célcu-

dor de borde,
mente existe un valor k que logre alca
similar al de lalinea punteada y que sea po

lo.

Hoerl y Kennard (1970) probaron que:

“Siempre existe un k > 0 tal que:

—1 5

MSE(k) < MSE(0) = 6 Z (N)

A pesar de ello, como ocurre con frecuencia en mate-
maticas, se logro encontrar la existencia del k pero no el
valor exacto ni la manera precisa de calcularlo. Las difi-
cultades para este computo son obvias pues k es a su vez
funcion complicada de parametros desconocidos. El
asunto del caleulo de k tiene abiertas muchas discusiones
tedricas y son diversos los métodos existentes de eoOmpu-
to aproximados para el estimador de borde y que por ra-
zones de espacio y de objetivos se omitiran aqui, Los in-
teresados pueden referirse a Cabarcas y Pérez (1984),
quienes recogen criticamente los métodos existentes y
proponen ademas algunas posibilidades nuevas de trabajo
basadas en el nimero condicional de una matriz.

[ VARIANZA TOTAL

0]

Figura 3
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50 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LOS
ESTIMADORES.

En un modelo de regresiion lineal, 1a suma de los erro-
res al cuadrado se wutiliza para hallar el estimador de
b ={(by, by, . .., bp). En ] espacio de los pardmetros o
espacio geométrico generado por by, by, ..., b, la fun-
cion de la suma de los cumdrados —que es fungibn solo
de b — puede ser representada por los contornos de varias
superficies elipsoidales domde el centro de la familia de
esos elipsoides correspomxde al estimador de minimos
cuadrados como se moia =n la Figura 4 para el caso bi-
dimensional.

-1 XIY

b,

Figura 4

Con el fin de logrr la interpretacion geométrica del
estimador de borde es nexcesario notar que éste es equiva-
lente al estimador de mminimos cuadrados sujeto a una
restriccion esférica sobre los parametros. En simbolos, si
se trata de minimizar

&Tx)p = X7y

Sujeta a:

‘ i

2

b < ¢® con c* conocido;

usando el método de maultiplicadores de Lagrange y ha-
llando la derivada respecto a b, este problema de minimi-
zacion es equivalente a wesolver:

XTx + k)b = ZTY

lo cual es la solucion de borde y sujeta a_I;Tj; —el

Puede entonces verse la regresion de borde como el
uso del método de los minimos cuadrados restringido a
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la esfera con origen en 0 y radio B_‘. En la Figura 5, b es
el estimador de los minimos cuadrados, b es el estima-
dor de borde el cual corresponde al punto donde la esfe-
ra de radio b corta una elipse del espacio de los para-
metros. Ademas como:

s) = (v-xB)T (v-xb)
Y,
b = XTx)"! X7y = XTX)™! h con h gradiente de S,

tal gradiente h es perpendicular al espacio de S(;) a tra-
vés del origen. Observe que el estimador de borde esta

siempre entre b v h; y el angulo § entre el vector b'y el

gradiente h se vuelve cada vez menor a medida que se
aumenta k.

= mmm—— == b,

Figura 5

6.0 NOTA FINAL

La regresion de borde es una alternativa real para la
modelacion matematica. Aunque todavia su uso no esta
generalizado, muchas veces por desconocimiento o por
no entrar en complejidades, constituye innegablemente
este método cientifico una herramienta novedosa que
cada vez encuentra mas simpatizantes debido a las posi-
bilidades teoricas y practicas que ofrece.

La regresion de borde aired el ambiente teorico de los
modelos lineales en la década del 70 y muy seguramente
la década del 80 sera una posibilidad para extender su
uso en la prictica ayudado por los métodos computacio-
nales mas modernos.
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