Clinamenes

“

Por: Jorge Alberto Naranjo Mesa*

En memoria de mi profesor
Rafael Botero Herndndez

1. UN “PROBLEMA VENERABLE”

La deflexion horizontal de los cuerpos en caida sobre
la superficie de la tierra ha intrigado a los hombres de
ciencia desde hace por lo menos dos milenios. Epicuro y
su discipulo mas notable, el poeta latino Lucrecio, afir-
maban la existencia de una desviacién de los cuerpos en
caida de la linea vertical, en tiempos y lugares inciertos,
como expresion de la “autonomia® del cuerpo en caida
sobre su determinacion por el espacio de caida. Lucrecio
llamé clinamen al dngulo de desviacion, considerandolo
como un angulo minimal, no discernible por ningn “ojo
agudo”, “tan pequefio como pueda ser dicho”, pero
esencial en la manera de producirse la caida: sin clina-'
men, el caer seria totalmente deterministico, y el espacio
—la recta vertical— se devoraria al cuerpo en caida. El
clinamen expresa la autonomia formal del cuerpo ante
el espacio; es una irrupcidon de azar que rompe, breve-
mente, la determinacion de la caida, un ejercicio de
libertad en un espacio constrictivo, la desviacion de la
ley que constituye, a su vez, una ley.

En la teoria epiciireo-lucreciana’ los cuerpos en caida
se desvian de la vertical, o lo que es lo mismo, se deflec-
tan horizontalmente, por principio. Esto fue considerado
absurdo por muchos sabios, pero el hecho mismo de la
deflexion —al margen de su explicacion por medio del
clinamen— se convirtid en un problema venerable, en
cuyo examen se ocuparon Newton y Huygens, y tras su
huella, los fisicos més notables de la Epoca Clasica. Slo
recientemente, sin embargo, se ha podido disponer de las
condiciones técnicas para medir con precision las defle-
xiones. Y, hasta donde sabemos, no hay hasta ahora un
modelo matemadtico completo para dar cuenta de los ex-
perimentos hechos. Se ha despreciado la resistencia del
aire, se han despreciado términos en las ecuaciones de
movimiento. En lo que sigue presentamos la solucion
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completa del sistema de ecuaciones que rigen la caida
del cuerpo, y evaluamos los dngulos de desviacion de la
trayectoria de caida, hacia el este y hacia el sur, esto es,
el “clinamen del este” y el “clinamen del sur” segiin la
nomenclatura que usaremos.

2. LAS LEYES DE CAIDA

Consideramos una esfera solida de radio “r” y densi-
dad ““oc”, en caida desde una pequefia altura sobre la
superficie de la tierra. Como fuerzas impresas, sobre ella
actian el peso corregido por el empuje arquimediano del
aire, y la resistencia cinética ofrecida por el medio fluido
al paso de la esfera a través suyo, resistencia que asumi-
mos de la forma stokesiana - 6rrpv (en donde n es la
viscosidad del aire, y v es la velocidad de caida medida
por un observador sobre la superficie de la tierra); y
como seudo-fuerzas debidas a la rotacion de la tierra—y
del observador considerado— sobre ella actian una fuer-
za de Coriolis y una fuerza centrifuga proporcionales a
su masa (4/3) Pc n:>. El observador referido vera a la
esfera descender bajo la ley de movimiento:

(1)

ma=(m—m’) §— 6Ny — 2 Mwxv — meX (oXR)

en donde w es el vector de la velocidad angular de la
tierra, R es el vector de posicion del observador respecto
del centro de la tierra, y m,m’ son las masas de la esfera
y del volumen de aire desalojado.

Nos proponemos resolver (1) para averiguar la veloci-
dad y la trayectoria de caida de la esfera desde el punto
de vista del observador ligado a la tierra. Para ello con-
viene escoger los ejes de coordenadas en direcciones este,
sur, y hacia el centro de la tierra, como se muestra en la
Figura 1.

Sean e, s, d los versores correspondientes. Entonces,
como se ve facilmente,
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FIGURA 1. Sistema de coordenadas utilizado.

£=8d, ©=—(w cos s+ w sen Ad) (2)
R=_Ra., -;=UE-é +USE+UD a

y para los ejes escogidos la ecuacidn de movimiento se
vuelve

mip = (m—m’)g— 6Irmup — mw?Reos?A — 2muwvgcosA
mvg = —6lrmvs + mw2Rcos Asen) + 2mewvgsenA
mug = —6Irqug + 2mw (vpcosh —vgsend) (3)

Sea “#£” la densidad del aire, Dividiendo por m, y reor-
denando, lo anterior se escribe

Pt
¥p +2—E?c—!5- vg = (1—;:) g— w?Reos? A — 2wugcosh

9g -I*jﬂ-——2 vs = w?RcosAsenA + 2wygsenA
2 per

YE + vg= 2w (vpCosA —ugsen]}) (4)

2
‘el

La constante (9/2°cx?) se conoce como el inverso del
tiempo de relajacién, y en lo que sigue la simbolizamos
¢, Ademas definimos:

L

p
'y = (1~—-p—t)g—w’Rcosz?\
c
s = w?Rcosksen) (5)
42

Ausente la fuerza de Coriolis, v¥*p y v¥g serian p:ec;
samente los valores terminales, co'nstantes, de las ve oc .
dades de descenso y de la deflexién hacia el sur. En tér-
minos dea, vep’ v*g, las ecuaciones de movimiento se

escriben finalmente como:

vp + owp ='p ~ 2wWVE cosA (6)
vg +avg = a's + 2wugsenl (&)
vg + Qug = 20, (vpcosA —vgsend) (8)

para la direccion de descenso, sur y este, respectivamente.

3. ¢ LUCLON DE LAS ECUACIONES

do (6) y (7) respecto del tiempo, y eliminan-
i s obtiene
Yp +av
TD-—-,—D =— cotA 9)
y de (6) y (7) se obtienen también

= Z[&'D +avp]secA=bg

:; [bg + @ (vg—ve*)]ese A=vg

y esto, llevado a (8) con el uso de (9) para expresar
bp + abp produce;

Vs + 2abg + (@2 + 4w?sen?)) vg =

‘;2":‘9 + 4w ?vpsenAcosA (10)
¥ un proceso simétrico produce:

vp + 2avp + (0 + 4w? cos\)Up =

a®v]p + 4w ?vgsenAcosA (11)

Si se multiplica (10) por cos A, (11) por sen A, y se
suman, se obtiene

® + 208 + a®¢p = a2¢* a)
= vp senA + vg COSA b)
¢*= vp sen + vg cosA c) (12)

La ecuacion (12 - a) se resuelve facilmente. Las condi-
ciones de borde para ¢ son

¢(0)=0 ¢(0) = ap* (13)

pues vp (0) =vg (0) = 0; y ip (0) =¥, bg (0) =a’s
segln (6), (7), con vg (0) =0,
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Asi resulta, finalmente, para ¢,
b=¢*[1- el (s

Y si se multiplica (11) por cos A, (10) porsen A, y se
restan las dos ecuaciones, se obtiene la ecuacion

U+ 2 + (0 +4w?)y =aty a)
v =upcos7\—usnn?\ b)
v *=vp*cosA —vg *sen\ c) (16)

La solucion de (15-a) es

2
= -at -.—.i.__ *
v = Ae cm(zwt+s)+a,+4w, v

sometida a las condiciones de borde

v (0)=0 y(0)=ay* (16)

Asi resulta, finalmente, para v,

ke e TR R
V= TR [ o2 cos(2wt+s)] (17)

1

con tans = 2w /. Notese que ¢ (°9) = ¢*, mientras
2
o
- — ¥
v a? +4w? ve:

Por lo tanto, en lugar de (6), (7) y (8) podemos escri-
bir ahora

vp= ¢senA + y cos A
vg = (COsSA— ¥ sen A
VE + avg = 2wy : (18)
con ¢ y v dados por (14) y (17) respectivamente. Asi

quedan determinadas vp y vg. La solucion para vg,
con la ayuda de un factor de integraci6n, resulta ser

vE = 208 % [2%y dt + e %

con vg (0) = 0. Después de integrar resulta

¥ Zw 402
+ 4w o o?

sen(2wt+s)] (19)

La Tabla 1 resume los resultados obtenidos.

TABLA 1. Velocidades de descenso, al sury al este, y valores limites

a=99/20ct>s aup* =(1—pf/pc)g—w?Rcos?A;

avg® = w?Rsenhcos) jw = 7.272x'107° seg™? , w?R = 3.37 cm/seg?

vp =vpp — 8% I:un‘sen’h + vg*cosAsen) +

a?+4w2sen?A

f
a—5%

YLD =

w? cos?A

0:COSA

[vp® cosh — ug® senA]cos (2w t+8 )]
Vo? +4w?

velocidad limite descenso

o® +4w?

vg=vp.g — 2%t I:uD* sen\ cosA +vg® cos?A —

4w?senAcosA
a8 ao? +4w2

ag ot
‘\/az +4w?

__chos?\ of

VE TVLE —

VLE

Ra
pc a o +dw? :

aseni

_____ [vp*cos\ —ug*senh]cos(2wt + 5)]
\./(:t‘z +40,2

of g Ro A
[(1 ——)—+—1, yelocidad limite al sur
pc a 4

[vp® cosA—vg* sen)] sen(2wt+5)

(¢! )g — w?R], velocidad limite al este

a?+4w? pc
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El analisis vale para nimeros de Reynolds 2rPsvy /n
<1; en caso contrario estariamos por fuera del régimen
de resistencia viscosa stokesiana, y la resistencia seria
proporcional al cuadrado de la velocidad, complicando
la solucion (seria necesario usar teoria de perturbaciones
para resolver las ecuaciones de movimiento).

Igualmente se considerd despreciable la variacion de
la gravedad con la altura de caida, es decir, se hizo nulo
el cociente h/R en la expresion

GM GM 1

1
®R+h)> R? (1+h/R)? 4

& (1 + h/R)?

gh) =

en donde h es la altura de caida. Posteriormente se e»a-
minan estas limitaciones de la solucién hallada.

4. LA DEFLEXION EN EL VACIO

Los modelos analiticos que se han venido usando?
no consideran resistencia estatica ni cinética del medio al
paso del cuerpo en caida a través suyo. Los experimen-
tos hechos (Gugliemini, Reich)® para detectar la defle-
xion se han realizado en aire, no “in-vacuo”. El modelo
usado aqui se aplica, pues, méds adecuadamente, a los
casos experimentados. El modelo clisico de analisis
plantea las ecuaciones de movimiento bajo la forma

. pt
vp=(1——) g— w?Rcos® A — 2wvy cosA

pe
vg =w?Rsen A cosA + Zovgsen
vE= 2w [vpcosh —vg sen)] (21)

y, aun, asimila “pf/pc’’ a cero. Estas ecuaciones resultan
de las ecuaciones (4) si se anula la resistencia stokesiana.
Y luego no se resuelve el sistema (21) sino una simplifi-
cacion suya: se asume Jp de un orden de magnitud ma-
yor que vg ¥ vg, v por lo mismo se asume vy de un
orden de magnitud mayor que vg y vg. Entonces las
ecuaciones (21) se escriben

vp = (1— P£lPe)g, Vs = 0, vg 2 2w vp COSA (22)

Si en (22) se deriva v respecto del tiempo, y se sus-
tituye vp, resulta una ecuacién para vy,

°e Pt
vg = 2w (1——)gcos )
pe

que integrada tres veces nos da el desplazamiento hacia

el este, Xg, en términos del tiempo. Se obtiene ficilmen-
te

a4

f
Xg =—[1 —2 18t cos A (23)
3 pe

El descenso estd regido por la ley de caida galileana

oEatY
Xp=(1— ;M—)g“— (24)

Y la trayectoria de deflexion hacia el este resulta ser

2 1
e e i = 25
= e gJi—_zIx‘a’- A

~omo la “Pardbola de Neil para la deflexion
', Esta deflexion, debido al modelo escogi-
\ Hnse desde la vertical, y no desde la linea
radlaj ){E es la deflexidon medida desde la linea de la
plomada. Planck afirma que el resultado predicho de
Xg, para X, = 100 pies, concuerda bien con lo obtenido
n “numerosos experimentos”. Goldstein, mds cautelo-
so, afirma que la deflexion es dificil de medir pues se
desdibuja facil por viscosidad y golpes de viento del me-
dio aéreo. Al parecer hoy existe acuerdo en considerar
poco ‘confiables los experimentos que se han realizado,
y se plantea la necesidad de realizarlos de nuevo.

Las simplificaciones hechas, por otra parte, no son
necesarias para enconfrar una solucién sencilla para las
deﬂezuones en el vacio. En lo que sigue mostramos que
Ip Pardbola de Neil es sblo un caso limite de la trayec-
toria, para tiempos muy breves de caida. Si en (21) deri-
vamos vg respecto del tiempo, y reemplazamos vp, ¥ vg
en términos de vg se obtiene la ecuacion

ve +4wvg = 2w (owp *cosA —awg* sen])
con av*p y av*g como en (5). Esto ofrece una solucién
CosA pf
vg = A cos (2wt +5) +T [A——)g— w?R]
)

poe

con Ay é constantes por determinar segin las condicio-
nes de borde.

Aqui vg (0) =05 (0) =(0). Yestodas =0, A=

CcosA 5
o [(1——)g— w'R]LY
COosA
s [(1———)g w?R](1—cos 2wt) (25a)
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La velocidad oscila, pues, desde cero hasta un maxi-
Mo, y vuelve a decrecer de manera periddica. Integrando
de nuevo se obtiene el desplazamiento hacia el este:

=21 ~Se—w?R] t— si;w—zi"—t) (26)
La expresion en serie del seno:
Sen 20= § (-1 Bt
n1 (2n-1)!
permite escribir (26) como

es decir, como

= pt 20143
Xg =—[(1——) g- w?R]t> cos\ + resto
3 pe
e 0SA [(1 pf) e (2wt)2n'1
——)g—w’R]|E1) —r—
(2w)? et RIEGD -1 2

Como se ve, el desplazamiento XE considerado en la
pardbola de Neil asume resto O, es decir,

(2wt)?
3!

sen2wt=2wt—

aproximacion sin duda buena para tiempos breves, como
7 v 8 segundos —tiempo de caida libre desde h= 250 m—
comparados con el periodo de sen 2wt, es decir, = 12
horas. La XE se diferencia de la prevista segiin 1a apro-
ximacion clasica si t crece notablemente. El cilculo de
vp ¥ Xp es, por lo demés, inmediato. Una integracion
en la ecuacion (21-a) nos da;

vp = vpt — 2wx g cosA

y otra integracidon nos brinda

2

t
3 2w cos?\foxE dt

s *
Xp = Qup

con XE como en (26). Esto produce

f t?
xp =[awp — [(1 —p—) g—sz} cos’A]—
pcC 2

2

pof cos“ A
=) "’R]
[( pc)g 2 4&)2

[1—cos 2wt]
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Usando la serie del coseno puede escribirse: !

2wt 2 2wt i co 2n
1-—cos2mt=( oL DY +...=E(—1)n+1(?“’t)
2l 4! w1 (2n)!
242 2n
% 2wt
1— cos 20t =— +z;(_1)m1..__( &it)
na2 (2n)!
y la expresion para Xp se vuelve
pf 2 2 :
Xp = [(1——) g — w?R cos® A]—+ resto
ocC 2
cos® A of - (2w t)2n
= 1—— — ZR E __1 n+1 ;
Sl e = e T 28)

Como se ve, la caida segiin 1a pardbola de Neil supone
resto cero, es decir, sdlo toma dos términos de la serie
del coseno. Para tiempos breves, de nuevo, esta aproxi-
macién es buena, pero en tiempos largos la trayectoria
se desvia de la pardbola de Neil. La ley (21) permite,
por un proceso semejante, hallar vg y xg. Dejaremos
que el lector demuestre que

2
X5 =w?Rcos ?\sen?\.—z + resto (29)
con resto igual a :
senAcos\ pf oo (2wt)®"
oz (=) e—w’RI T2 — 3
4w’ pe n=2( ) (2n)! -

La Tabla 2 presenta las velocidades y los angulos
desviatorios para caidas en el vacio (of/pc = 0) y en un
medio que se resiste al peso y no al movimiento del
movil (of/pc # 0). Notese que, en estos casos no apare-
cen velocidades limites, Los angulos de desviacion sim-
bolizados como x*g y «*z, se llamardn los clinimenes
del sur y del este en el vacio (para pf/pc = 0), 0 en un
medio arquimediano (o f/pc # 0), para tiempos breves
(t <2n/w). O, simplemente, los clinamenes de Neil.

Para tiempos largos serd preciso tomar las velocidades
con al menos parte de los términos de las sumatorias
correspondientes. Obsérvese que x§ es constante, por
lo que la caida, en el plano SUR - DESCENSO, discurre
en linea recta aunque inclinada un poco, y siguiendo la |
direccion de la plomada. En el puro vacio, el valor
maximo de «*g, para A = n/4, apenas vale unos 5,9
minutos de grado. En Medellin, a latitud 6,39, el clina-
men del sur in vacuo apenas vale 1,29 minutos del grado,
incluida la correccion por la altura sobre el nivel del mar.
En el plano ESTE - DESCENSO, en cambio, el angulo

S
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TABLA 2. Velocidades y desviaciones, sin resistencia cinética,

2

f cos” A
vp = [(l—p—) g—w’Rcos’AJt +
pc 20

cosAsen)
vg = [w?RcoshsenAJt + ——

W

[(1—")g—w?RIZ (-
pe L

(-5 g—w?R] Z-1)m | i
pe n=,

(2wt)®?
(2n—1)!

1)n+1

Zaty= s

(2n—1)!

(2wt)®

1 COSA 1 -
vg = wt? [(1—2) g—w?R]cosA +——[(1 - g — w?R] H(=1)*? —
pe 2w pe n=2

. Vg w2RcosAsen)
Kg = arc tan— =arc tan

(2n)!

YD

VE
kg = arc tan— =arc tan

[ —‘;—:) g — w?R]wtcosh

, para tiempos breves

ot
(1——)g—w*Rcos?A
pe

D

3,37 cosAsenA

K§=arc tan 5
983,22 — 3,37 cos“A

71,1255 x 102 t cosA
983,22 — 3,37 cos? A

kg = arc

, para tiempos breves

et 2 2
(I—F)g—w Rcos® A
, superficie de la Tierra, pt/pc=0

, Superficie de la Tierra, pt/pc =0,
t en segundos.

KE crece con el tiempo, indicando una ganancia pro-
gresiva de inclinacién. Para una caida in vacuo de 3U
metros de altura, en Medellin x valdria un poco mas
de 0,6 minutos de grado. El desplazamiento xg no
excedera medio centimetro. Se trata de “angulos mini-
males” en el sentido lucreciano, pero de todos modos
surgen deterministicamente, y no por las razones lu-
crecianas. Si los nombramos ‘‘clinamenes’ por recono-
cimiento a quienes afirmaron, hace dos milenios, la
deflexion horizontal de los cuerpos en caida, no obstan-
te ha de tenerse en cuenta el distinto modo de produc-
cion de la desviacién en cada caso.

5. LOS CLINAMENES EN UNA CAIDA STOKESIANA

Si se considera la resistencia viscosa sobre la esfera en
caida las desviaciones se modifican sustancialmente: por
una parte, los dngulos alcanzan valores limites, pues se
alcanzan velocidades limites, lo que no sucede en caida
en el vacio, donde el clinamen del este crece indefinida-
mente en tiempos breves, y el clinamen del sur es cons-
tante solo para tiempos breves, El parametro « es decisi-
Vo, y como veremos, introduce cambios formales, en la
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expresion de las desviaciones, notables respecto de las
expresiones de los mismos in vacuo. En la Tabla 3 pre-
sentamos los clinimenes stokesianos del este y del sur,
y sus valores para la caida de una esfera de radio “r” y
densidad “oc” en una atmosfera de aire a 20°C en la
superficie de la tierra.

Las velocidades estan dadas en la Tabla No. 1. Es
notorio cémo incide el valor de la densidad del material
en el valor del clinamen. Puesto que la ley de Stokes
vale para sie <1, hemos calculado el valor méximo del
radio permisible para caida stokesiana considerando
cuatro materiales, acero, aluminio, agua y aceite de
oliva. Para ello se asumio, grosso modo, la ley stokesiana
simplificada:

2 pc—opf
) e e
L 9 = g

y se hizo §le = 1. Esto introduce una ecuacion para “r’’;

2

2pfupr 5

1 4 pf (pc—pf)

n 9 n?
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TABLA 3. Clinamenes stokesianos del sur y el este.

= 7,232x 10°° rad segundo*
= 6,37x 10°® cm

983,22 cm segundo

(R = 3,37 cm segundo™

= 5,288x 10™® segundo?

= 9n/2p:r* segundo™

R £ € m ¢
Il

pt = paire =1,205 gem™
naire= 1,81 x 10" poises

v aire = 0,150 stokes

A MEDELLIN = 6,30 Norte

a aire = 8,145 x 10™ (pcr*)™!
a’ aire = 6,634 x 1077 (p.r?)™?

Ra2
v 4 2 ._if_ e
i Ls=arctan[ w “sen cosA [(1 pc}g+ i } !
VLD 2 5 A pf
(@® + 4w *sen?*)) (1 ——)g —w? Ra? cos’ A
pec
vLE 2ua {(A—"" .
KLE = arc tan = arc tan [ 2% {( pc)g-—w R} e I§
YLD 5 2 a pf S
(a* + 4w?sen®}) (1 ——) g — w? Ra® cos®A
pe
Material Densidad Pc (oelpt— 1) @ —ot/ec) ITOPE a(s™) o?(87%)
Acero 7,87 1,536 x 10™ 0,99987 2x10° cm 26.125 628,51
Aluminio 2,70 4,465 x 10 0,99961 2.8x107% em 37,311 1392,13
Agua 0,9982 1,209 x 1073 0,99894 4x10° cm 51,96 2699,83
Aceite de Oliva 0,918 1,314 x 107 0,99885 41x103 cm 53,427 2854,46

Material tan kLs x 103 tan *LE x 10°
Acero ~ 3,4382 sen) cosA ~ 5,5671 cosh
Aluminio ~ 3,4391 sen) cos\ = 3,8980 cos\
Agua ~ 38,4414 sen) cos\ = 2,7991 cosA

Aceite de Oliva = 3,4417 sen] cosA

~ 2,7222 cos\

k1, MEDELLIN
~ 1,14 segundos
~ 0,80 segundos
=~ (0,57 segundos
~ 0,36 segundos

kp§ MEDELLIN
2 1,29 minutos
2 1,29 minutos
= 1,29 minutos
=~ 1,29 minutos

2

rrope = [ (31)

dpelot—1)g) "

con » = n/et la viscosidad cinemaitica del fluido (aire
en todos los casos calculado). los valores de rrope
asi obtenidos fijan una cota para el radio de la esfera.
Los valores aceptables serian un poco menos de la mitad
de la cota de cada material, y tamafios aiin més pequefios,
Los resultados obtenidos riuestran que la desviacion ha-
cia el sur, medida por el clinamen stokesiano, es muy
aproximadamente la misma que Ia producida por el va-
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cio y dada por %, Para la latitud de Medellin, *rg ~
‘1,29 minutos de grado, independiente de la densidad
pc’® (de hecho, k1,g es menor mientras mayor la densi-
dad, pero la variacién, de acero a aceite de oliva, es
mindiscula, milésimas de minuto). En cambio, el clina-
men del este es mucho menor que el que se produce en
el vacio (0,6 minutos = kg para caida in vacuo desde
30 metros de altura sobre la superficie a nivel de Mede-
1lin, mientras ¥y g es del orden del segundo). La accion
viscosa, pues; anula practicamente la deflexion hacia
el este; y mientras menos denso el material menor su
clinamen stokesiano *yz. Y la reduccion es tal que
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hace dudar, claramente, de los pretendidos ajustes de las
mediciones con las formulas de deflexion in vacuo. La
accion viscosa hace disminuir la deflexion hacia el este
como en sesenta veces! Podria objetarse, sin duda, que en
las caidas experimentadas la resistencia no es stokesiana
tampoco; esto lo consideramos en el punto 6. Por ahora
es mas importante ver cuin grande es la influencia de la
resistencia cinética, NO considerada en los modelos
clésicos de andlisis de la deflexion, Notese que o es
de mucho mayor orden que w? paralos casos considera-

dos, de modo que, muy aproximadamente
w?RcosAseni

- - |= ks*, formula
(1—oflpc)g - w*Reos™ A

en cuadro No. 2

kLS = arc tan [
2w

Ky = arc tan [— cos\]= arc tan [tan & cosA]
o

6. CAIDAS CON OTRAS FORMAS DE RESISTENCIA
CINETICA

En el caso general la resistencia cinética asume la
forma

o 1 —

R =—'CD?pfuz. mr? du (32)
con Cp el coeficiente de dragado del movil en el medio,
una funcion del niimero de Revnolds v de la forma del
movil; en el caso stokesiano, Re <1, se muestra facil que
Cp = 24/Re. Para (e > 1, la forma de Cp varia segiin
tipos de régimen de flujo, aunque en todos los casos
Cp > 24/& Por tanto estaremos en presencia de una
mayor amortiguacion de las deflexiones. Las ecuaciones
de movimiento se escriben ahora, con v = (v’p + vZg
+ 0?2 E)Iﬂ y

. 3pf CD pf 2

up +m—u vp =(1 —;c—)g-u Rcos"?\—ZqucosA

s 3 pf CD

vs +§—“—v vs = w?ReosAsen) + 2w vgsen
pC

o 3 .Of CD

vg + . vvg = 2w [vpcosh —ugsen)] (33)
p

y aun las velocidades limites se hacen dificiles de despe-

jar. Si, para ser sensibles al cambio de resistencia, nom-
bramos

301 ChH
* * — K % *
v'spvD =B v$p vp

8 pe
al valor av®p en (5), y lo mismo con av*g, las condi-

ciones terminales en una caida sin aceleracién de Corio-
lis se encontrarian como
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2,12, s ot 2 2
*(w%? +ug*?) Y up =(1—p—c)g—w Reos® A

B*("p? +u*%) Y2 vg* =w? Rsen)cosA

y el clinamen del sur permanece como antes; y el sistema
(33), en el caso limite, podria escribirse como

[ _ %
ISLUL!SDE VLD & ﬁ UgspVp ¥ — 2w UECOS)\

ete., con vy, spg = (w2Ls +v’Lp +vLe’) 12 con By,
El valor limite del coeficiente (3/8) (P£/Pc) Cuando
Cp alcanza el valor correspondiente avL spe. El sistema
limite puede resolverse para encontrar las tres velocida-
des limites (resulta una ciibica para vy en términos de
vLs, vLp; este resultado llevado a las dos ecuaciones ini-
ciales (33), deja dos ecuaciones y dos incognitas en un sis-
tema ya no tan dificil de resolver); aunque no presenta-
mos aqui esos calculos, aseguramos que ese protocolo
nos brindara los clinimenes en la caida generalizada, y
en el caso terminal de las velocidades. No se ve, en los
resultados asi obtenidos, manera alguna de obtener cli-
nimenes del este como K in vacuo. La resistencia del
aire destruye gran parte de la deflexion. No es posible
atribuir, pues, las *“‘concordancias de numerosos experi-
mentos” con la formula (25) sino a un hecho: jque
hubo viento, azar, ‘“en tiempos y lugares inciertos”,
desviando la caida de los méviles mas de lo que, en un
aire quieto, se hubieran desviado! Los experimentos se
hicieron en torres con ventanas, en pozos con salidas
laterales. Quizd incluso en contra de flujos de aire por
‘‘efecto de chimenea”. Que se nos perdone: los experi-
mentos solo han medido clindmenes lucrecianos. Es pre-
ciso reproducirlos y hacer otros con un control riguroso
de esos golpes de azar para poder aseverar que la teoria
de caida in vacuo es buena para explicar deflexiones en
aire. De ello trataremos en otro estudio.
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