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0. RESUMEN

El presente articulo presenta la soluciéon numeérica,
utilizando el método de los Elementos Finitos, de las
ecuaciones resultantes al integrar las ecuaciones de
Navier-Stokes a lo largo de la profundidad. Se presentan
ejemplos de interés académico y de interés ingenieril que
muestran las bondades del modelo y su solucion numeéri-
ca. También se mencionan algunas de las restricciones
mas importantes que presenta el modelo. Por ultimo se
presentan algunos comentarios referentes a la comple-
mentacion del modelo, para cubrir un mayor campo de
aplicabilidad, y referentes al estado de avance en que se
encuentra esta area de las técnicas numéricas aplicadas
a la solucion de problemas en el area de la Hidrodinami-
ca.

1. PRESENTACION

Con el presente articulo se pretende ilustrar la solu-
cion de las ecuaciones de Navier-Stokes utilizando una
de las técnicas numéricas mas utilizadas hoy en dia: Los
Elementos Finitos.

El problema a resolver hace referencia a la simulacion
de ondas en aguas poco profundas (mareas en regiones
cercanas a la costa) utilizando las Ecuaciones de Navier-
Stokes [4]. El modelo propuesto es bidimensional, esto
es, las' Ecuaciones de Navier-Stokes se integran alo largo
de la profundidad (la vertical) obteniéndose, por tanto,
los valores medios de las variables en la vertical (la dis-
tribucién de velocidades en la vertical es constante).

La solucion numérica de este mode'o se logra median-
te la técnica de los Elementos Finitos: el dominio de so-
lucidén se divide en pequefios subdominios en los cuales

se aproximan las ecuaciones del modelo. Se aplica el
método de los Residuos Ponderados, especificamente el
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método de Galerkin, a las ecuaciones en cada subdorfli.
nio (Elemento) con el objeto de transformar las ecuacio-
nes del modelo en un conjunto de ecuaciones algebraicas
para cada elemento.

Finalmente se ensambla dicho conjunto de ecuaciones
en un sistema global, que tiene en cuenta las contribucio-
nes de cada elemento, y se aplican las correspondientes
condiciones de borde para obtener la solucion particular

buscada.

2. ECUACIONES DE NAVIER-STOKES Y SU
INTEGRACION A LO LARGO
DE LA PROFUNDIDAD.

La Ecuacién de Continuidad de masa y las ecuaciones
del equilibrio de fuerza en las tres direcciones del siste-
ma de coordenadas cartesianas se pueden escribir de la
siguiente forma:

%p_) +§(_’Lu_) + ?_(p_v) + ____a(pw) =0 (1)
ot ox ay 0z

a_(pi) + a(pu.u) + a(pu.v) + i)(pu.w)_'va

ot ox ay oz

oP 0 Toex aTyx _Q_TE’_‘ (2)
=—- — 4+ — + —_— 4+

ox ox dy 0z

E?va_) + a(pv.u) + a(pv.v) + a(pv.w) + pfu
ot ox oy 0z

a Txy + aTyy + i_’l}_y (3)

e

9x oy oz
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A o(pw.
a(pw) + d(pw.u) + o(pw.v) + (PWW)+
ot ox oy 0z

20(Wx V—WyU)

oP 0Txz 0Tyz 022

=— — —pg + + + 4)
0Z ox oy oZ

En donde:

uy,w: componentes de las velocidades en los ejes x,y
y z respectivamente

p densidad del fluido en consideracion.
P Presion

T Tension de cizalladura

f: Coeficiente de coriolis

Wx, Wy: Componentes de la velocidad de rotacion de la
tierra.

Estas ecuaciones se aplican a un sistema de coordena-
das cartesianas en el cual el eje X indica la direccion Es-
te, el eje Y indica la direccion Norte y el eje Z indica la
direccion vertical.

A continuacién se presentan algunos detalles del desa-
rrollo que nos conduce al modelo bidimensional: modelo
tridimensional integrado alo largo de la profundidad. La
integracion, a lo largo de la profundidad, del sistema de
ecuaciones (1), (2), (3), (4) requiere las siguientes condi-
ciones de borde para el caso en consideracion:

La velocidad en la superficie libre:

D(Z) a
_b@  _dm  wm v o
D(t) |-, ot ox oy
la velocidad en el fondo:
D(Z 0 ] v
D(t) - ot ox ay
la tension de cizalladura en la superficie libre:
0 a
Ti - Txx _ﬁ?_) - T;!x (n) + ’rzx (7)
ox ay
s - d a
Tz, 20 R
ox
22

La tension de cizalladura en el fondo:

T! =- T 2—}({5—) — Ty 2 + Ty (9
3 3

T == Ty _(5_) - T, (_5) + Ty (10
ox oy

Ahora, la integracion a lo largo de la vertical se hace
utilizando el teorema de Leibniz, para intercambiar el
orden de la integracion y la diferenciacion. Asi, por
ejemplo, la ecuacion de continuidad tomara la forma:

(u n n
%iﬁ) dz + aa(}fu)dz+ a(‘.;m’)dz +
)& £ g
K
a;pw) dz = 0
z
J &

o después de aplicar la regla de Leibniz y considerando p
constante:

n n
o E)-i- p—a— udz + p — vdz
ot ox £ oy £
(a(n)+ @+v—al—w)
at ox oy
+p (3_(‘;’2 +u ié) + v ?@ - w) =0
at ox oy

Finalmente se obtiene, después de aplicar las condi-
ciones de borde (5) y (6):

o) | 9@ | 3ey)

= 0 (11)
at ox oy
donde: :
n n
Q= udz y q, = vdz con h =n-§
3 3
M : cota superficie libre; B

£: cotafondo

De una manera aniloga se procede a integrar (2) y (3)
a lo largo de la profundidad. Se aplican, en este caso, las
condiciones de borde (7), (8), (9), (10). El término de
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presion en (2) y (3) se integra a partir de las suposiciones
de ondas de aguas poco profundas que transforman a (4)
en la ley hidrostatica:

P =P, + pgh

con P, = presion en la superficie libre

h profundidad del flujo

con estas consideraciones, la forma que alcanza (2) es:

oax) . 9(udx) d(ugqy) f, + g a(m)
ot ox oy ox

1|0 e |, 3Ty | 1 [
_ = + -l - ot
-~ | v | o | T{I (12)

en donde:
1 g
——'Ti — _é~2_.(u2 + v2)l/2‘ u
p
/I—Ti = alguna forma especifica para evajuar |a fric-
p cion entre la superficie y 1a atmogfers
c: factor de friccién de Chezy

! fa('r;x) (T 3x)

El término raa + - evalia la friccidon

interna entre las “copas” de fluido y se debe b4sicamente

a efectos de viscosidad del fluido. Ta! térmipg s repre-

senta de una manera simple mediante los dog modelos
ropuestos a continuacién que depende del régimen de

flujo que se tenga:

Flujo Jaminar:

—

LaT;x T yx

1
L + = Ohy?
5 ™ 3y ] V*(u) (13)

Flujo turbulento:

T xx 3% |
14 + i
p 0x ay

— Eh2 (u2 + v2 )1/2 v?2 (u) (14)

donde:

9: viscosidad del fluido
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E: coeficiente de vorticidad
V2: operador vectorial Laplaciano,

La ecuacién de momentum en la direccion Y toma
una forma similar a (12):

a(q,,)+ 0(vax) + 0(vay) b ofq, 4 gh_a(l) )

ot ox ay ay

1 |aTs Ty 1 |: ] f]
1 = _T 15
+ p [ax + . + - TS v | (15)

En este punto se tiene el modelo bidimensional (flujo
en el plano YX) con 3 incogitas (u,v,h) que se soluciona-
ra al resolver simultdneamente (11), 12)y (15).

A continuacion se ilustra la aplicacion del método de
los Elementos Firitos a la soluciéon de problemas gober-
nados por un sistema de ecuaciones diferenciales en deri-
vadas parciales.

3. SOLUCION POR ELEMENTOS FINITOS:
EL METODO DE LOS RESIDUOS PONDERADOS

El método de los Residuos Ponderados [8] se aplica
en dos pasos como se indica a continuacion. En el primer
paso las variables dependientes se expresan como una se-
rie de funciones conocidas con coeficientes desconoci-
dos; de esta manera al reemplazar dichas expansiones en
la ecuacion original se obtiene un residuo que se busca
sea nulo, en promedio, para todo el dominio, completan-
dose asi el segundo paso. Para ser mas especificos, defi-
nimos un fenémeno fisico que puede ser modelado por
la ecuacion diferencial,

L@g)—-f=0 | (16)
donde:
¢: campo de variables dependientes
L: operador diferencial

f: funcion conocida de las variables dependientes

el dominio de solucién es el conjunto D encerrado por
contorno Z en donde se aplican las condiciones de bor-
de que debe satisfacer la solucion de (16).

Sea p~¢ = T (NiCi) 17)
i=1
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en donde:

Ni= funciones conocidas (asumidas) y utilizadas para
‘“‘interpolar’ el valor de las variables dependientes.

Ci = pardmetros utilizados en la interpolacion. En gene-
ral coinciden con la variable dependiente a deter-
minar.

Luego esta expansion se lleva a (16):

L@ -f =R #0

en donde R representa el residuo que se obtiene al hacer
la interpolacion (17). El objetivo es hacer que R sea nu-
lo, en promedio, en todo el Dominio D:

W, [L(?J) - f:I dD = 0 (18)
D

en donde W, representa una funcion de ponderacion que
hasta este punto es arbitraria como lo son las funciones
de interpolacion Ni.

Un caso particular del método de los residuos ponde-
rados es el método de Galerkin, en el cual la funcion de
ponderacion Wi se hace igual a la funcion de interpola-
cién Ni.

A continuacidn se describe el método completo a ma-
nera de resumen. En primer lugar se divide el Dominio
fisico del problema en una malla de elementos (subdo-
minios) de forma arbitraria en los cuales las ecuaciones
(11), (12), (13), (14) y (15) se aproximan. Luego se esco-
gen las funciones Ni que interpolan las variables depen-
dientes en cada elemento y se aplica finalmente el méto-
do de Galerkin a cada elemento. La solucion buscada
resulta al ensamblar el sistema global teniendo en cuenta
la contribucion de cada elemento.

La precision de la solucion depende eu gran parte del
tipo de funciones de interpolacion escogidas. Es practica
comiin escoger dichas funciones como funciones que de-
penden Gnicamente de las coordenadas espaciales. Es im-
portante mencionar en este punto el problema de la con-
tinuidad entre elementos: continuidad de la funcién y de
sus primeras derivadas, etc. Hay problemnas que requieren
que las funciones de interpolacion garanticen no solo la
continuidad de la funcion sino la de varias de sus deriva-
das lo que hace que aquéllas sean de una forma muy es-
pecial. Son comunes los polinomios de Lagrange para

garantizar la continuidad de la funcién solamente y los
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polinomios de Hermite para garantizar la continuidad de
la primera derivada y de la funcién,

En este caso particular, simulacion de -ondas en aguas
poco profundas, se utilizaron las funciones bidimensio-
nales bicuadraticas de Lagrange:

1
(-1,1) (1,1)
| 5 z
7 ) 8 N
3 6 4

(=1,-1) (=1

e Nodos de las esquinas:

1
N; = 7 2Z; 1+ Z2Z)mmy 1 +nmy)

e NodosconZ; = 0:

1
N= o (1 +nn) (1-2%)

.e Nodosconm; = 0:

1
Ni= o 22, (1+2Z) (1-7%)

e Nodo interior:

N;= 1-Z2%)(1-n%)
Obsérvese que N; estan definidas de tal forma que:

Ni(Zy, ) = 0 Sii#jy Ny(Z,m)=1 Sii=j
Notese que la utilizacién de las funciones de interpo-
lacién definidas anteriormente, implica una transforma-

cion de sistema de coordenadas.

Ahora, a manera de ejemplo, se escribiran las ecuacio-
nes diferenciales obtenidas al aplicar el método de Galer-
kin ala ecuacién de continuidad (11):

Sea: d
9 9
X =2 MNX);Y =2 NY);q, =

9
2 (N,))

9
h =2 (Nh)

9
qy = 1231 (Ny(a,),); 2
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NELEM
Z dh a(Nj)
- fANiNs 5 B J'ANi_“ax () dA
+ N ) _
A 'y (q)da » = O (19)
con:

NELEM = nimerc de elementos en que se ha dividide
el Dominio D.

i (c)::e:;lese que er} el primer término de (19) la deriva.
cion I flslpe?fo al tle.mpo no a'f?cta a N; pues por definj.
coordenadncmn dfe ,mterpolaf:{on sc?lo depende de ]ag
forma de Ias eSI)a?l’ales. También es importante notar |5
la transty a ec1.1::10|on (19): tal fqma r.m.lestra claramente
parciales macion de la ecuacion original en derivadas

> @un conjunto de ecuaciones en derivadas orgj.

narias de pri
imer orden que ha de ser resuelto si 4
mente. q multanea-

(141)‘5‘; :lllaciones de momentum ‘(12) ¥ (15) con (13) y
ferencial, eden.transformar al conjunto de ecuaciones dj-
andloga es'ordlnarias de primer orden de una maners

ilustrada con la ecuacion de continuidad. Sy
forma se omite aqui por falta de espacio.

El arreglo final el sistema toma la forma:
dx
M] —L —} = f
[ { dt | - (20)

[M]: matriz de coeficientes

donde

x. vector de variables dependientes u, v, h

[f]: vector de términos definido por los términos de
las ecuaciones que no contienen la derivada res-
pecto al tiempo.

Obsérvese que la matriz [M] no depende de la coorde-
nada temporal, hecho que trae ventajas desde el punto
de vista computacional: solo se requiere calcularla una
vezlo mismo que su inversa.

para la solucion del sistema (20) se pueden utilizar di-
versos eSquemas: aproximaciones en diferencias finitas,
métodos Runge-Kutta, [1], etc. Entre 10os més utiliza-
neuentran los métodos Rurnge-Kutta, especial-
de 40. orden, pero llevan consigo la desventaja
esfuerzo computacional que requieren, En este
tilizé6 con gran éxito la aproximacion de se-

los
dos se €
mente el
del gran
trabajo s€ U
gundo orden:
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d_)i _ Xesar ~ Xi-at (21)
dt 2At

Obteniéndose, entonces, el siguiente esquema de so-
lucion:

X = X

trat oo T 286 M]T(1] (22)

la estabilidad numérica de este esquema esta gobernada
por el criterio de Courant-Friedrichs-Lewy [6]:

3 AS
At < Atc = W

en donde:

AS: minima distancia entre dos nodos consecutivos

h: maxima profundidad calculada en el dominio D.
g:  aceleracion de la gravedad.

En los casos resueltos mediante el esquema (22) se

controlo la estabilidad al utilizar At = —;‘L

4. EJEMPLOS NUMERICOS

En este numeral se presentaran 3 casos resueltos. El
primer caso es el de la solucion para una onda en un ca-
nal recto y horizontal. Como condiciones de borde se
usaron: a la entrada del canal la profundidad del flujo
se asigna como una funcion senoidal en el tiempo, en la
pared del extremo opuesto a la entrada del canal las ve-
locidades u y V se asignan como nulas y en las paredes
laterales se asigna como nula la velocidad normal al eje
del canal. En la Figura 1 se muestra la distribucion de
velocidades para el tiempo igual a 6 periodos de onda,
en la Figura 2 se muestra la variacion de la profundidad
en el tiempo para un punto localizado en el eje del canal
y sobre la pared opuesta a la entrada al canal. Obsérvese
en la Figura 1 la distribucién de velocidades que es basi-
camente unidimensional, hecho de esperarse dadas las
condiciones de borde que se utilizaron

El segundo caso ilustra la simulacion de una marea
semidiurna en la Bahia de Massachusetts, Estados Uni-
dos. Las caracteristicas de la onda de marea utilizadas

fueron: .
Periodo de la onda: 12,5 horas :
Amplitud de laonda: 125-1.21m

112,0 S

450 S
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Figura 1. Canal recto y horizontal. Distribucion de velocidades.
3,00 1
2 2,751
B
@
g
g
g 2,50
)
°
g
Gt
o 2,254
-]
2,00 T T T T T T T T
0,00 1,00 2,00 3,00 4,00 5,00 6,00 7,00 8,00

Periodo de onda

Figura 2. Canal recto y horizontal. Variacion de las profundidades con el tiempo

para el punto A.

ste €aso; el fondo de la Bahia se supuso plano,
rofundidad media de 20,0 m, En las Figuras 3
con und pestran ]as distribuciones de velocidades para los
?’ 4 s mllde marea baja y marea alta correspondientes al
l;ztf:;f)sbeff"do de onda de la simulacion.

Este caso se simulé hasta el tercer periodo de onda
con el fin de verificar que el efecto de las condiciones
iniciales (cero velocidades en todo el dominio) ya no tie-
ne importancia: se nota periodicidad en los resultados
para el intervalo de calculo entre el segundo y tercer pe-
riodo de onda. Las condiciones de borde en este caso
fueron la asignacion de la profundidad como una fun-
cién cosenoidal a la entrada de la bahia y la asignacion
de velocidad cero (0) alo largo de la linea costera.
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El tercer y ultimo caso presenta los resultados de la
simulacion de la marea diurna que se presenta en la Ba-
hia de Mobile en la Costa del Golfo de México, estado de
Alabama, de los Estados Unidos. En este caso, la bahia
presenta dos bocas, una que comunica la bahia con el
Golfo de México directamente y la segunda boca que co-
munica la bahia con una zona de baja profundidad limi-
tada por las islas del sistema ‘“‘Mississippi Sound”. La
simulacién hecha considerd ademas la batimetria de la;
bahia obtenida de cartas de navegacion actualizadas y de
los datos de caudales entregados a la bahia por el Rio
Mobile en el extremo Norte de la bahia (parte superior
en las Figuras 5 y 6). Los resultados del modelo fueron
verificados mediante la comparacion de las profundida-
des con las obtenidas en varias estaciones colocadas en
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BAHIA DE MASSACHUSETTgS

Figura 3. Distribucién de velocidades Para p, b
area aja

BAHIA DE MASSACHUSETTS

Figura 4. Distribucion de velocidades Para mare alta
a

varic: citins de la bahia. En las figuras §

las distribuciunes de velocidad para dos ing Se mues'tran
po correspondientes a la marea baja y ntes de tiem-
Como en el caso anterior, las condiciong a marea alta,
cificaban la profundidad del flujo en lag ® borde espe-

9s bocas de 13

bahia y velocidades nulas a lo largo de 1 inea coste
stera.

5. COMENTARIOS FINALES

En este Gltimo numeral se presentan
sumen, las principales limitaciones del y,
mitaciones no opacan las bondades de]
des que fueron ilustradas con ejemplos y
en el numeral anterior.

4 manera de re-
Odelo, Tales li-

Odelo, bonda-
2 mencionados

En primer lugar se hace imperante ,

Cordar qu
modelo es valido para la simulacion de que el

Ondas en aguas

DYNA No. 107 MAY0/66 MEDELLIN

E
BAHIA DE MOB%

Figura 5 . Distribuc

BAHIA DE MOBILE

} /ff/////fff 7
i
é%%y;;’:‘

Figura 6. Distribucion de velocidades P
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poco profundas, esto es, la longitud de onda es mucho
mayor que la profundidad media. Cuando esta condicion
no se cumple su efecto se muestra en la inestabilidad nu-
meérica de la solucién. También es necesario tener presen-
te que la distribucion de velocidades en la vertical es
constante y por eso se hablo de un modelo bidimensio-
nal. En cuanto a la solucion numérica, es importante
mencionar la presencia de unas oscilaciones de pequefia
longitud de onda que afecta a los valores de nodo a no-
do, este efecto se hace mas notorio cuanto mas irregular
es el fondo del medio a simular. Estas oscilaciones se han
logrado controlar mediante el planteamiento de-las ecua-
ciones de una manera diferente y utilizando esquemas es-
peciales para realizar la integracion en el tiempo, para
mayores detalles ver 1a referencia [2].

Con base en los ejemplos presentados en el numeral
anterior, las bondades del modelo se muestran evidentes.
En las “aplicaciones hidrodinamicas el modelo predice
acertadamente corrientes y patrones de flujo. Si se hace
necesario un mayor detalle en la simulacion (flujos estra-
tificados, por ejemplo) se puede utilizar el modelo de va-
rias capas que viene a ser la aplicacion del modelo aqui
propuesto a cada capa del dominio, aplicando las corres-
pondientes condiciones de compatibilidad entre dos ca-
pas adyacentes. Cualquiera de los dos modelos acabados
de mancionar permite simular el transporte de sedimen-
tos y de contaminantes, simular los fenomenos de varia-
cion de salinidad en un estuario, etc. Para este tipo de
simulacion se requiere una ecuacion adicional —la ecua-
cion de difusion que representa el fenomeno del trans-
porte— a las ecuaciones que representan el fenomeno hi-
drodinamico propuestas en este articulo. Las aplicaciones
de este modelo bidimensional en ingenieria son obvias e
innumerables.

Cuando el grado de sofisticacion del estudio a realizar
lo exige se pueden obtener los modelos tridimensionales
y cuasitridimensionales actualmente en desarrollo [5].
Aunque dichos modelos simulan el fendémeno fisico mas
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acordemente con la realidad (menos restricciones), en al-
gunos casos no justifican sus resultados por los costos
que lleva consigo el montarlos y calibrarlos.

Por ultimo cabe notar la importancia que presentan
estos modelos matematicos y sus soluciones numéricas
para la ingenieria. Estos modelos se muestran como una
alternativa en muchos casos, mas econémica que los mé-
todos convencionales de estudio: los modelos fisicos a
escala. Las ventajas de la simulacion matematica sobre la
simulacién por medio de modelos a escala son evidentes:
la gran cantidad de informacion que entrega un modelo
matematico que supera a la informacion que entrega un
modelo fisico a escala.

REFERENCIAS -

[1] Carnahan, B., Luther, H.A., Wllkes, J.O. “Applied Nume-
rical Methods', John Willey and Sons, New York, 1969.
[2] Gray, W.G., Lynch, D.R., “On the Control of the Noise
in Finite Element Tidal Computations: A semi-Implicit
Approach’, Computer and Fluids, Vol. 7, 1979, pp. 46-47.

[3] wawahara, M., Kabayashi, M., Nakata, K., “Multiple Level
Finite Element Analysls and its Aplications to Tidal Current
Flow in Tokyo Bay', Applied Mathematical Modelling,
Vol. 7, 1983,

[4] Tietjens, 0O.G., ‘*Fundamentals of Hydro-and Aeromecha-
nics'’, Chapter XV, Dover Publications Inc, New York,
1957.

[5] Toro, F.M., ‘A Two Dimensional Finite Element Modei
for Coastal Hydrodynamic Simulation’, M.S. thesis, the
University of Mississippl, May 1985,

[6] Su, T.Y., ‘“‘Computer Simulation of Sediment Transport",
Ph.D. Dissertation, The University of Mississippi, 1980.

[7] Wang, J.D., Connor, J.J., ‘‘Mathematical Modeling of Near
Coastal Circulation', M.I.T. Raph M. Parsons Laboratory
for Water Resources and Hydrodynamics, report No. 200,
1975.

[B] Zienkiewicz, O.C., ‘*The Finite Element Method'’, Chapter
111, McGraw-Hill Book Company, 3rd. edition, 1982,

.

DYNA No. 107 M4Y0/86 MEDELLIN




