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INTRODUCCION

El creciente nimero de aplicaciones en el area de los recursos hidraulicos ha

exigido un estudio mas detenido de los fendmenos hidrologicos, dando origen du-

rante la altima década a una nueva disciplina conocida con el nombre de hidrologia
estocastica. Se ha tratado de contemplar las variaciones estocasticas que presentan
dichos fenémenos, para que luego sea posible estimar la influencia que estas varia-
ciones tienen sobre las consecuencias econdmicas y fisicas de diversos proyectos
hidraulicos.

La nueva metodologia considera que los eventos hidrologicos ocurridos en el
pasado, y los que tendrén lugar en el futuro, son funciones muestrales de procesos
estocdsticos muy complejos. Se deduce, entonces, que los futuros eventos hidrolo-
gicos estardn sujetos a las variaciones muestrales caracteristicas de estos procesos, y
de allf la importancia de modelos que proporcionen alguna idea sobre la naturaleza
de estas variaciones.

Los modelos propuestos en el campo de la hidrologia estocdstica permiten
generar series cronoldgicas, con frecuencia llamadas series sintéticas, que son esta-
disticamente indistinguibles de las series historicas en términos de ciertos estadisti-
cos considerados relevantes. Ello es posible porque los pardmetros de un determina-
do modelo son estimados, por regla general, utilizando directamente los estadisticos
histéricos. Pero como los estadfsticos historicos son preservados por las series sinté-
ticas solo como valores esperados (es decir, los estadisticos de estas tltimas tienden
a los histéricos cuando la longitud de las series sintéticas es lo suﬁ‘cientemeinte
grande), las series sintéticas finitas que se obtengan con el mo delc.) es:taran sometidas
a variaciones muestrales, que se espera den una idea sobre las variaciones muestrales

de las futuras series reales.

Claro que surge la pregunta sobre cudles son los esta'd'isticos “re]evar{te_:s”, dig-
nos de ser preservados por las series sintéticas. Y-es aqui en donde se dividen los
especialistas de la nueva disciplina, surgen la.s diversas' cla-s’es de modelos, cl_fabe
sefialarse los propositos de cada modelo y el HPO de aplicacion, y en donde existe
un campo de trabajo muy abierto para los estudiosos.

disefio de los modelos para los principales procesos

Varias hipétesis gobiernan el 0 par .
se refiere ala estacionaridad del proceso, es decir,

hidrologicos. La primera de ellas
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eso no cambian en el tiempo

icid e las propiedades estadisticas del proc
e e a la serie de caudales anuales

(asi por ejemplo, se dird que el proceso que da origen : i
en un 1o es estacionario, si se supone que la media, la varianza, etc.

permanecen invariables a lo largo del tiempo; suposicion t?l no puede ap'llcz'lrse,
como es ficil de ver, a la serie de caudales mensuales). Mas tardfe se verd como
puede obviarse la no estacionaridad de ciertas series mediante la introduccion de
parametros adicionales en el modelo correspondiente.

La segunda hipétesis, mds fuerte que la primera y que en realidad-let implica,
tiene que ver con la llamada ergodicidad del proceso. Si se acepta esta hipétesis, los
estadfsticos de un determinado proceso pueden estimarse promediando a lo largo de

‘una sola funcién muestral (la serie histérica, inica disponible en el caso de los

fenémenos hidroldgicos), evitindose la necesidad de estimar efectuando el prome-
dio sobre el conjunto de funciones muestrales (conjunto que en el caso de los
fenémenos hidroldgicos solo existe como abstraccién de uso conceptual).

En este punto es importante destacar que los modelos aqui comentados son
meramente descriptivos, en el sentido estadistico. No son modelos causales, ni
modelos que pretendan explicar el caricter fisico de los fendmenos hidrologicos.

Antes de cerrar la introduccion, un ejemplo de mucha importancia actual permi-
tird ilustrar con una aplicacion prictica el uso que puede hacerse de los modelos que
han venido comentdndose. Analizando el proyecto de desarrollo de una cuenca
hidrografica, se hace necesario someter a prueba el comportamiento (respuesta) de
cada sistema (alternativa) de desarrollo que se proponga, con el fin de estimar su
rendimiento ante las muy diferentes condiciones que puedan presentarse en el
futuro. Si el sistema se somete solamente al estimulo de la serie de caudales histéri-
cos, se obtendrd apenas una respuesta individual del sistema. Pero como la serie
historica- no va a repetirse nunca, es conveniente tener una estimacién de la respues-
ta esperada (“promedia”) del sistema y de la variabilidad de dicha respuesta, conse-
cuencia de las posibles variaciones muestrales de las futuras series reales. Ello solo
puede lograrse sometiendo el sistema al estimulo de diferentes series de entrada,
algunas de ellas ojald de duracién muy larga. Y es aqui donde los modelos antes
mencionados entran a cumplir una funcién, suministrando las series sintéticas co-

rrespondientes. En esta forma se procede para “simular” el comportamiento del
sistema.

ALCANCES DE ESTE ARTICULO

Se presentard en este trabajo una clase muy general de modelos, introducida
en [1], la cual incluye como casos particulares otros modelos antes propuestos en
el campo de 1a hidrologia estocastica. El modelo que representa a todos los miem-
brqs f:'le la clase seri estudiado con algin detenimiento, sefialando sus propiedades
:sencgles y propor.c‘ionando f:ondiciones suficientes para la existencia de parime-
10s. Especial atencién se dedicard a un caso particular del modelo general, también
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introducido en [1], que da origen a los modelos llamados de desagregacion, muy
utiles en diferentes aplicaciones.

Inicialmente se describirdn con brevedad algunos de los modelos antes propues-
tos, para luego presentar el modelo general, seguido del modelo de desagregacion.
Los interesados en los desarrollos matematicos deberin consultar los apéndices que
aparecen al final del articulo.

ALGUNOS MODELOS ANTERIORES

En 1954, Barnes [2 ] utilizé una tabla de nimeros al azar para obtener una larga
serie de caudales anuales que se asemejaba al registro historico en términos de la
media y la varianza, suponiendo una distribucién normal de los caudales.

Thomas y Fiering, en 1962 [3 ], incluyeron ademas de la media y la varianza el
coeficiente de correlacion serial, por considerar que los registros histéricos indica-
ban la importancia de preservar este Giltimq estadistico (consecuencia del fendmeno
de persistencia observable en los procesos hidrolégicos). El modelo propuesto por
estos autores es de la forma ‘

Xteg = 2 Xt + b vty (1

en donde Xt : caudal en el periodo t
Vi,, : variable aleatoria independiente de x¢, con media cero y
varianza unitaria, y que usualmente se supone distribuida

normalmente.
a, b: parametros que deben determinarse

Tomando adecuadamente valores esperados (esperanzas matemaéticas) en la
Ecuacién (1), puede llegarse a que (ver Apéndice I)
a=p
b= ¢V 1-p
en donde p es el coeficiente de correlacion serial y gla desviacion estandar de la serie

de caudales (el modelo supone que la serie tiene media cero; no hay Pérdida de
generalidad porque ello ‘siempre puede lograrse substrayendo la media de cada

término de la serie original).

(2)

Utilizando los registros historicos se puede obtener estimados 0 y ¢ de los esta-

disticos en cuestion. Por tanto,
Xe.oin— PER /A =D N (3)
de caudales que preservara la media, la varianza y el

serial de los registros historicos (obsérvese que en el
tal que el modelo preserve, como valores

es un modelo del proceso

coeficiente de correlacion
Apéndice 1 a y b se determinan de manera

esperados, los estadisticos en cuestion).
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Puede verse que el modelo dado por la Ecuacion (3) es del tipo _mafkowa.no,
pues el futuro (x¢,, ) depende del presente (x¢), no interesand? por cual_ camino
se llegd en el proceso a x . Varios especialistas sostienen que fenémenos hidrologi-
cos como el de los caudales anuales en un rio no son adecuadamente represer}tad(?s
por modelos de dicho tipo, y proponen que se recurra a modelos de memoria mas
compleja que la markoviana, como los presentados en [4] y [5].

Para generar una primera serie sintética con ayuda del modelo dado por %a
Ecuacién (3), bastard asumir un valor de x (por ejemplo, el Gltimo valor de la serie
historica, o la media de la serie histérica, o un nimero al azar obtenido con ciertos
requisitos); generar un nimero al azar proveniente de una poblacién normal con
media cero y varianza unitaria, el cual serd el valor de v¢, 4 y efectuar los cilculos
indicados por la ecuacién para obtener el valor de x ¢, , . Luego se repite el proce-
dimiento, generando un nuevo nimero al azar, v, , , y utilizando a x¢,, como
base para obtener a x ¢,, mediante una nueva aplicacién de la Ecuacién (3), etc.

La necesidad de preservar propiedades de correlacion espacial entre sitios veci-
nos de aforo, dio origen al desarrollo de modelos que generan caudales en varios
sitios simultdneamente. Por el hecho de considerar diferentes variables a la vez,
estos modelos se denominan multivariantes. En 1967, Matalas [6 | propuso el si-
guiente modelo, en realidad una extension del anterior al caso de series miltiples:

Xtep = A X+ B Vi, (4)
en donde ]
Xat es un vector de variables aleatorias, correspondientes
Xy = ; a los caudales anuales en cada, uno de m sitios consi-

derados, para el periodo t.

es un vector de variables aleatorias independientes en-
Vo= . tre s_: e mdepenc_lientes de X¢, cada una de ellas con
media cero y varianza unitaria. Es usual suponer que
las v ¢,, se distribuyen normalmente.
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A, B: matrices cuadradas de paridmetros, cuyo orden respectivo es m, y que
deben ser determinadas.

Conviene sefialar que en este modelo, asi como en el anterior, el valor en el
periodo t+1 se obtiene como la suma de dos componentes: uno deterministico

que es funcion del valor en el perfodo anterior t, y otro estocastico que viene dado
porBVy,, ..

Por el procedimiento explicado en los Apéndices I y II es posible encontrar
estimados A y B de estas matrices, teniendo en cuenta que la Ecuacion (4) es un
caso particular de la (5), que se verd mas adelante.

Las series sintéticas multiples generadas mediante la Ecuacion (4) preservarin
para cada serie individual los mismos estadisticos contemplados por la Ecuacion (1),
y ademds preservardn la correlacion espacial entre pares de sitios, para un mismo
periodo o para periodos consecutivos.

EL MODELO GENERAL

Es posible observar que los modelos anteriores son casos particulares del mo-
delo

Y=AX+BV (5)

en donde Y es un vector en columna de n variables aleatorias; X un vector en
columna de m variables aleatorias; V un vector en columna.de n variables aleatorias,
cada una con media cero y varianza unitaria, independientes entre si e independien-
tes de X; A una matriz de parimetros, de orden n x m;y B una matriz de parame-
tros, de orden n x n.

Con un modelo como el dado por la Ecuacién (5) se trata de representar el
comportamiento de Y dado X, o en otras palabras, de proporcionar valores acep.ta-
bles de Y cuando X es conocido. Es natural que el modelo en cuestion no perrrut_a
representar todas las propiedades de que goza el comportamiento real de Y condi-
" cionado al valor de X, pues por una parte existen limitaciones estructuraies mlleren:
tes al modelo, y por la otra, la forma como se determine las matrices A y B sefialard

qué propiedades preservara el modelo.

Como se explica en el Apéndice I, las matrices A y B pueden encontrarse

mediante las ecuaciones

A = Syx Sxx (6)

-1 : 5
B BT = Syy —Syx Sxx Sxv (7
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Syx ¥ Syy son las matrices de covarianza que pueden
serva con cuidado los desarrollos del
se vera que los pardimetros A 'y
1 modelo preserve todos los

en donde Syx ., Sxy -
definirse para los vectores X y Y. Si se ob
Apéndice I que conducen a las Ecuaciones 6) y (D),
B deben satisfacer esas ecuaciones si se desea que €
estadisticos incluidos en las matrices de covarianza SYXI (= Sxy' )y Syy-

En la prictica, primero se estiman las matrices de covarian.za utilizando .l?s
registros historicos disponibles de los vectores X y Y; luego, me-d’xante la Ecuacion
(6) se obtiene un estimado de la matriz Ay resolviendo la Ecuacion _(7) para B (.por
un procedimiento como el indicado en el Apéndice I1 u otro cualquiera) se‘obtlene
un estimado para B. Las series que el modelo suministra para Y prese.rvaran-todas
las propiedades estadisticas de primero y segundo orden (es decir, medias, varianzas
y coeficientes de correlacién) asociadas con Y, y las relativas.de Y a X.

Desde el punto de vista del anilisis de regresion, se puede considerar a la

Ecuaci6n (5) como un conjunto de n ecuaciones del tipo

n

™2
&

Yq =
" j=1 j=1

AT P S 1

cada una de las cuales es el resultado de practicar una regresion multiple de y; sobre
X1, X2 ,..., X pero con la especial peculiaridad que la estructura de correlacién
interna de las y;, dada por la matriz de covarianza Sy , es mantenida a través de
los elementos b j; de la matriz B. En otras palabras puede decirse que las 1lamadas
“perturbaciones”, dadas por los segundos términos de las ecuaciones representadas

por (8), deberan estar correlacionadas para que asi pueda respetarse la correlacién
de las variables y; .

MODELOS DE DESAGREGACION

X1t
Xot Para ilustrar la subclase de los modelos de desagre-
gacion introducidos en [1], puede considerarse 1a si-
X = =X, guiente aplicacion prictica. Sea X un vector cuyos ele-
mentos son las precipitaciones anuales en m sitios de
una misma cuenca, para el afio t.
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Yt
Yiat
Yist
Yiat
Sea Y un vector cuyos elementos son las precipitacio-
Yait nes estacionales en los mismos sitios, durante el afio t,
Y = Yaat: o= Ve suponiendo cuatro estaciones (dos secas y dos hiime-
Yast das, por ejemplo). En ‘este vector en columna,
Vi yijt denota la precipitacion en el sitio i, durante la
estacion j del afio t.
i ymat_

Por lo anterior, 1a matriz A resulta ser de orden 4m x m, la matriz B de orden
4m x 4m, y el vector en columna V de 4m elementos. Entonces, el modelo

Y, =A X; +-BY, )

permite obtener valores estacionales asociados con los valores anuales X, . Estos
ultimos pueden conseguirse mediante un procedimiento autorregresivo como el
dado por la Ecuacién (4), o bien empleando modelos como los introducidos en
[ 4]y [5]. Como se ve, el modelo de desagregacion puede ser utilizado en conjun-
cién con cualquier modelo que genere valores anuales. Los valores estacionales asi
obtenidos preservarin las medias y varianzas estacionales para cada sitio, asi como
la correlacion existente entre valores estacionales de un mismo sitio o sitios diferen-
tes (para un mismo afio), y aquella existente entre cualquier valor estacional y
cualquier valor anual (también dentro de un mismo afio).

Ademas de lo anterior, los modelos de desagregacion gozan de una propiedad
muy importante, demostrada en el Apéndice III. En virtud de dicha propiedad, las
cuatro precipitaciones estacionales generadas para un cierto sitio sumaran el valor
anual correspondiente, respetando asi una propiedad observable en los registros
hist6ricos. También puede decirse queé dicha propiedad garantiza que la desagrega-
cion estacional respetard las propiedades preservadas por el modelo, cualquiera que
fuere, empleado para generar los valores anuales (ésto resulta ser de especial impor-
tancia cuando para la generacién anual se utiliza modelos destinados a preservar

propiedades a largo plazo).
Mediante una nueva aplicacién del modelo de desagregacion, los valores estacio-

nales ya generados pueden servir de base para conseguir valores mensuales corrc.as-
pondientes. En la Ecuacion (5), Y seria ahora un vector de valores mensuales asocia-
dos con cierta estacién, para los m sitios y en el afio t; en tanto que X serfa un
vector de valores estacionales para los mismos sitios y en la misma estacion del afio
t. Debe advertirse que ahora se requeriria un par de matrices A y B para cada

estacion del afio.
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CONCLUSIONES

Se ha puesto de presente la importancia de los modelos Palra los 1:1:1-0:1::8122
hidrolégicos, ya que ellos pueden proporcionar alg_una idea sobrg el carac "
variaciones estocasticas de dichos procesos. Es posible que Ie'ls series sintéticas O
nidas con los modelos suministren informacion sobre las variaciones muestrales que
las series reales exhibiran en el futuro, de manera que se pueda estl{nar el corr?port?-
miento de sistemas sometidos a la incertidumbre de los fenémenos hidrolo-
gicos. .

Todos los modelos estudiados contienen parametros que usu?lmente se estiman
por medio de los estadisticos de las series historicas. ‘I_.C?S estadlstlcog de l_as's?nes
sintéticas tienden, como valores esperados, a los estadisticos de las series hlstonca}s,
de manera que en este sentido los pardmetros de los modelos son ses_gados (recuér-
dese que los estadisticos historicos son apenas estimados de las propiedades pr.oba-
bil{sticas de los procesos estocasticos considerados). El llamado enfoque })ayesmno
[ 9] permite mirar la cuestién en una forma diferente, pues deﬁqg los est;madqs C!e
los procesos como resultado de una combinacion de la informacion muestral histo-
rica con algin tipo de informacion a priori. : _

Ha sido tradicional emplear los modelos markovianos para las series estaciona-
rias (anuales) e inclusive para series no estacionarias (estacionales, mensuales,_.etc‘:.)‘,
pero en este {ltimo caso se presenta un serio problema al agregar los valores sintéti-
cos obtenidos. En efecto, por ejemplo, la generacion markoviana mensual no garan-
tiza la preservacion de importantes estadisticos a nivel anual. Para obviar esta cues-
tion, se introdujo un modelo de desagregacion que permite, partiendo de valores
anuales, obtener sucesivamente valores correspondientes a niveles mas bajos de
agregacion. Se demuestra (ver Apéndice III) que el esquema de desagregacion pre-
serva los estadisticos en todos los niveles de agregacion; en particular, la preserva-
cion de los estadisticos anuales hace muy atrayente el uso conjunto del modelo de
desagregacién con modelos no markovianos utilizados para el mantenimiento de
efectos especiales (a largo plazo) en las series anuales.

También se sefial6 que el modelo de desagregacion, lo mismo que los modelos
markovianos, es un caso particular del modelo general, Y = AX +BV. Ello muestra
el alto grado de flexibilidad proporcionado por el modelo general. Ademas, al
estudiar detenidamente las propiedades principales del modelo general (preservacién
de momentos, relaciones con el analisis de regresion, estimacion de parametros,
preservacion de transformaciones lineales) quedan muy en claro las caracteristicas
principales de todos los modelos de la clase representada por la ecuacion
Y = AX +BV.

Finalmente, debe escribirse un breve comentario sobre el grado de fidelidad con
que -esta clase de modelos representa la realidad de los procesos considerados. La
teorra de las distribuciones multivariantes indica que si los vectores aleatorios X yY
se distribuyen multinormalmente, entonces los modelos constituyen una representa-
cion exacta, en términos probabilisticos, de los procesos (ello explica por qué con
frecuencia se buscan transformaciones de los datos histéricos que acerquen su com-
portamiento al de nimeros provenientes de una poblacién multinormal). Sin embar-
80, las propiedades de primeros y segundos momentos preservadas por los modelos
. (medias, varianzas y covarianzas) se mantienen de todas maneras, en virtud de que

la técnica de los valores esperados conduce a resultados independientes de las distri-
buciones subyacentes de Xy Y.
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APENDICE I

MATRICES DE VARIABLES ALEATORIAS: Definiciones y Propiedades

Considérese una matriz cuyos elementos son variables aleatorias

Fxn X12 - -+ Xqq
le X22 v oeow X2q

=
fpa Tpac = Xpq

Por definicion, el valor esperado de X es

-E [xu] E [x12] ... E[x1q]
E [x—n] E [x2,] ... E [X3q]

.....................

_E [ xp:] E_[szl s Eix o0

E [X] =

Puede verse que E es un operador lineal, esto es, si X y Y son matrices de
variables aleatorias, A, B y C matrices de constantes, y los productos A- Xy Y- B
estdn bien definidos, lo mismo que lasuma A X +Y B +C, se tiene

BRFASX StV B CHE= WARE R X SR RE SOV SB SE

Ahora supdngase que X y Y son vectores en columna

X3 y 1_]
Xz Y2
Y = 3
> =
Xm _y"_

Denotando por Dy y Dy los vectores de las medias, E[ X ]y E [ Y] respectiva-
mente, se concluye queé
T
Sxy =E [(X-Dx)(Y-Dy)" |

es simplemente la ‘matriz de covarianza entre los vectores X vy Y. El elemento

general (i, j) de esta matriz es la covarianza entre las variables x; € y;
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Sxy (. ) = E [(x; - ”xi)(yj”‘u!fj)]
L Loy it 01
=TS S

SiY=X,Syxx eslamatriz de covarianza de X consigo mismo. Los elementos
de a diagonal principal de esta matriz son las varianzas de las variables x; .

A Suﬁoniendo que las variables x; son independientes entre si, tienen media_cel:o y
_ varianza unitaria, puede escribirse que (independientemente de los tipos de distribu-
. ciones atribuibles a las x;)

E[X]=0
Q .8 i%j
E [x x]=
1 sii=j
Entonces, Sxx =1

siendo I la matriz identidad de orden m.

ESTIMACION DE LOS PARAMETROS A Y B

En el modelo dado por la Ecuacién (5)
Y=AX+BV

se presenta la necesidad de estimar los pardmetros matriciales A y B. Para ello se
empleard la técnica de los valores esperados o esperanzas matematicas, que entre
otras ventajas tiene la de ser independiente de los tipos de distribucién asociados
con las variables aleatorias consideradas.
Tomando directamente valores esperados en la ecuacion,
E[Y]=E[AX+ BV]

=AE[X]+ BE [V]

De manera que si las variables originales se normalizan previamente (por subs-

traccién de las respectivas medias) y si se supone que E [V ] =0, puede verse que

0=0+40

lo cual indica que el modelo preservard las medias de Y.
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Ambos lados de la ecuacién original pueden ser posmultiplicados por XT para
obtener

O = O A B
Tomando ahora valores esperados,

E[YX']=AE[XXT]+ BE[VXT]
o bien Syx = A Syx

puesto que la independencia entre V y X garantiza que E [V X T }=0.

De aqur sigue que

-1
A = Syx Sxx

siempre que S yy sea no singular.

Para determinar la matriz B, puede posmultiplicarse la ecuacién original por
yE para obtener

YYI= (AX+BV) (AX + BWT
= (AX + BV) (XT AT + vT 8T)
= AXXT AT+ AXVT BT+BVXT AT+ Bv VT BT

T
Tomando ahora valores esperados, y teniendo en cuenta que E [ X V" ]y
E LV XT ] son matrices nulas por la independencia supuesta entre X y V, que

=1
E [VVT] =1, yque A = Syx Sxx , sellegaa

' -1
Syy = Syx Sxx Sxy + B BT
; =1
6 B B'=Syy —Syx Sxx- Sxv
Esta es una ecuacién matricial para B, que sera resuelta en el Apéndice II.

Como el modelo de Thomas y Fiering, dado por la Ecuacién (1), es un caso
particular del modelo general, los pardmetros a y b de aquél podrén encontrarse

mediante
-1 =
a=A=0S8yx Sxx = (Pﬁ'z)(ﬂ'z) -
= p
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b bT=b2 =B BT = SYY_SYX Sxxl Sxyzd'z-(p(rz)(o—z) l(pd-z)

b=g +1-p?
APENDICE 11

LA TECNICA DE LOS COMPONENTES PRINCIPALES

Las aplicaciones pricticas gel modelo general dado por la Ecuacion (5) requie-
ren la resolucion de una ecuacion matricial del tipo

BB =C

en donde C es una matriz conocida (ver Apéndice I). La teoria matricial establece
que C tiene que ser una matriz simétrica, semidefinida positivamente, si se desea
que los elementos de B sean reales.

Antes de explicar como se aplica la llamada técnica de los componentes princi-
pales, es conveniente enunciar algunas propiedades de las matrices semidefinidas
positivamente (ver Capitulos 9, 10y 11 de [7 ] ), como seria el caso de C.

a.  Todos los autovalores de C son no negativos. Si C tiene orden n y rango s,
entonces s autovalores son positivos y los restantes n — s son nulos.

b.  Debido a que C es una matriz real y simétrica, C tiene n autovectores lineal-
mente independientes. Denotando por P, Py, ..., Py estos autovectores

(dispuestos como vectores en columna) una vez que hayan sido normalizados,
se tiene que la matriz

= [ 3 e gl
es una matriz ortogonal, esto es,

PT p—PPT =}

o bien
0 sii#j
B poiPi=
1 sii=j
€. Siry, r,, ... r, son los autovalores de C (usualmente dispuestos en orden
de magnitud, aunque pueden no ser todos distintos), y P, , P, , ..., P, los
correspondientes autovectores, se sabe que
CeP=— PR
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en donde R es una matriz diagonal cuyos elementos son los autovalores de C.
También, :

b

C=PRP!=pRPT

Ahora, para encontrar una solucién de la ecuaciéon B BT = C, basta definir
B=PR"
en donde Rl/2 es una matriz diagonal cuyos elementos son las raices cuadradas de
los autovalores de C. En efecto,
BT = @R") P RM)T PRZRYPT
=SPARFPIS=1C

: : : T
Si By es cualquier matriz ortogonal (o sea B; B, = I) de orden n, entonces
B B, es también solucién de la ecuacion que se viene estudiando. En efecto,

@ B,)®BB,)T =B B; B] BT =B BT =¢C

lo cual prueba que la ecuacién en cuestion no tiene solucion unica.

Otro procedimiento para resolver la ecuacion puede encontrarse en [8]; en don-
de se supone que B es una matriz triangular inferior.

Al comienzo de este Apéndice se dijo que la matriz C debe ser semidefinida
positivamente. Como en las aplicaciones practicas se tiene que

L | VS

AT ~ A ~
B B" = C = Syy—Syx Sxx Sxv

debe sefialarse un procedimiento para estimar estas matrices de covarianza de una

manera tal que se obtenga una matriz C semidefinida positivamente. En el Capitulo
IV de [1] se dan condiciones suficientes para que aquello se cumpla, indicando los

estimadores que deben emplearse.

APENDICE 111

PRESERVACION DE TRANSFORMACIONES LINEALES

Se va a demostrar que si X es una transformaci6n lineal de Y (osea X = QY, en
donde Q es una matriz de constantes), esta transformacion se preservara cuando una

vez dado X se generen valores de Y mediante el modelo
Y=AX+BV

Antes de presentar la prueba, conviene discutir el sentido practico que entrafia
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esta propiedad. Para ello, se vuelve sobre el modelo de desagregacion dado por la
Ecuacion (9), y se pone de presente que

_Ynt“
X1t e Ll 1 000 40400 e 05000 ) Y 18t
Xt oo Yiat
& 0L 0RO TOEINg L . 040 Yiat
OROROSOEOEN SO0 ul o el 1

Xmt 3

ekl | Ymat|
0 sea Xi= QY :

lo cual expresa que la suma de las 4 precipitaciones estacionales en un sitio, para un
afio t, da el valor anual en el sitio. Como aqui podria aplicarse la propiedad citada
anteriormente, se concluiria entonces que los valores estacionales generados me-
diante el modelo dado por la Ecuacion (9) conservarian aquellas relaciones lineales
con los correspondientes valores anuales.

Para empezar la demostracién, se encontraran expresiones para las matrices de
covarianza Sxx , Sxy Yy Syx teniendo en cuentaque X = QY.

Syx =E[YX 1=E[YWQVT}
=E[Y YL QT ]=syy OT

T
Sxy = Syx = Q Syy

Sxx = E[(@V QYT ]
= Q Syy QT
Las ecuaciones para A y B, derivadas en el Apéndice I, se convierten ahora en

-1
A = Syx Sxx = Syy QT (Q Syy QT)~!

0 sea que QA

Il

Q Syy QT (Q Syy Q7)™ =1
BBT = §yy— =
YY —Syx Sxx Sxy

= Syy —Syy QT (Q Syy QT)™! Q Syy
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oscaque Q B B' Q' =Q Syy Q' —Q Syy Q" (@SyyQ')™ QSyy Q"
(QB) (Q B)f =0
lo que implica QB =0
Si ahora en la Ecuacién (9) se premultiplica por Q en ambos lados, se llega a
QY:=Q A X; + QB V;
=1X, + 0V,
utilizando las dos relaciones antes obtenidas. De modo que

QY =X Q E. D.
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