Las ecuaciones de Navier-Stokes

Por: Jorge A, Naranjo M_*
(Para Marina, estas musicas del agua)

PRESENTACION

Las Ecuaciones de NAVIER STOKES son el punto de
partida de cualquier trabajo analitico referente al flu-
jo de fluidos viscosos. En lo que sigue hacemos un
breve repaso de las condiciones historicas de su for-
mulacion, como respuesta a una ‘‘crisis” de pensa-
miento bien expresada por la famosa Paradoja de D’
Alembert; y, tras deducirlas, a la manera Stokesiana,
repasamos también someramente algunas de las conse-
cuencias inmediatas de las mismas, conocidas desde el
siglo pasado; finalmente hacemos una reseria de los
principales logros alcanzados por la hidrodinamica del
siglo pasado. con base en las Ecuaciones referidas, lo-
gros que prepararon la emergencia, a comienzos de
este siglo, de lu teoria de capas [imites.

Tal vez el mejor indicio de los limites de las Ecuacio-
nes de Euler para tratar el flujo de fluidos sea el proble-
ma conocido clasicamente como ‘“La Paradoja de D’
Alembert”: un cilindro inmerso en una corriente unifor-
me de un flujo euleriano, padece un arrastre nulo por
parte de la corriente. “No veo, lo admito, como pueda
explicarse satisfactoriamente, con la teoria, la resisten-
cia de los fluidos. Por el contrario, me parece que la
teoria, con todo rigor, da en muchos casos resistencia
nula; una singular paradoja, que dejo para su elucida-
cion a los futuros Geémetras”, escribia D’Alembert. Por
su parte Euler, sensible a esta misma paradoja, y a varias
otras desviaciones notables de las predicciones teoricas
respecto de las observaciones experimentales, comenta-
ba: “Si no somos capaces de obtener i:n conocimiento
mas completo de las leyes de movimiento de los fluidos,
no es debido a la mecanica y a la suficiencia de los prin-
cipios sino s0lo porque el anilisis nos abandona aqui...”

El siglo XVIII, segin expresion de Rouse, fue “el Ad-
viento de la Hidrodindmica”, Adviento cargado de pro-
mesas, es cierto, pero solo el Adviento: pues desde sus
comienzos los hidrodinamicos supieron ponderar los li-
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Figura 1

mites de la teoria euleriana. El siglo XVIII deja abierta
una grave pregunta: ;como deben modificarse las ecua-
ciones de movimiento para dar cuenta efectiva de los
flujos reales? El siglo XIX responderia a esa pregunta.
Era uno de esos problemas insoslayables, y los propios
fundadores de la Hidrodinamica lo habian advertido:
mientras no pudiera darse explicacion tedrica a fenéme-
nos tan importantes como la resistencia de los fluidos,
la Hidrodinimica y la Hidrdulica permanecerian escin-

didas.

El siglo XIX se inicia con un trabajo memorable. En
1800 Coulomb publicd un estudio titulado: “Experi-
mentos destinados a determinar la cohesion de los flui-
dos y las leyes de su resistencia en los movimientos muy
lentos”, donde analizd los resultados'de sus experimen-
tos con péndulos de torsion amportiguados en un medio
fluido, pudiendo correlacionar las resistencias observadas
con la resistencia, ya propuesta en cierto modo por
Newton en su estudio sobre los péndulos cicloidales
(Principia II, 6), proporcional a las potencias primera y
segunda de la velocidad del mévil relativa al medio flui-
do. “Deberia haber —escribio Coulomb— dos clases de
resigtencia: 1a una debida a la coherencia de las molécu-
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las y consecuentemente ala velocidad; y la otra debida a
la inercia de las moléculas detenidas por las irregularida-
des contra las cuales chocan, es proporcional a su niime-
mero y a su velocidad, y consecuentemente al cuadrado
de esa velocidad”. Y mostré céomo las variaciones en “la
viscosidad” del fluido solo afectaban al primer coeficien-
te de resistencia, mientras el segundo era fijo para un
cuerpo dado.

Los andlisis de Coulomb los prosiguieron Girard,
Chézy, Du Buat, Meyer Prony, extendiéndolos a flujos
en pipetas y canales abiertos, y estableciendo los valores
de los coeficientes de resistencia en flujos muy diversos.
Estos resultados, obtenidos entre 1800 y 1820 fueron
decisivos para el control de las modificaciones teoricas
de las ecuaciones eulerianas, las cuales sobrevendrian en
las tres décadas siguientes: fueron los fenomenos de refe-
rencia para controlar la pertinencia de las ecuaciones mo-
dificadas, y, puesto que las mediciones no siempre ha-
bian sido afortunadas, dificultaron la toma de confianza
de los hidrodinamicos en las ecuaciones modificadas,
hoy conocidas como Ecuaciones de Navier-Stokes. Y
‘solamente la discusiéon de los resultados y la repeticion
de los experimentos permitieron, finalmente, aceptar la
justeza de las modificaciones de las ecuaciones de Euler,
muy avanzado ya el siglo XIX.

En 1822 Navier presentd en Paris, ante la Academia
de Ciencias, un trabajo titulado “Memoria sobre las leyes
de movimiento de los fluidos” donde, siguiendo las li-
neas analiticas de Euler, pero agregando entre las fuerzas
actuantes sobre el volumen de fluido una hipotética fuer-
za de atraceion o repulsion entre las moléculas adyacen-
tes, produjo la primera expresion de las ecuaciones mo-
dificadas. Si llamamos Fx a la fuerza impresa en direc-
cién x sobre el elemento fluido; p a la presion media que
reina en el elemento; p ala densidad del fluido;u,v,w a
las velocidades medias del elemento en direcciones x,y,
z; v si identificamos d/dt, d/dx, etc. con derivadas par-
ciales relativas a t, x, etc., la expresion obtenida por Na-
vier se escribe, para la direccion x:

dP du du du du
Fx——=p(—+u —+v —+w —)
o dx dt dy dy dz
d?u d%u d%u
S|y Ly, L (1)
dx? dy? dz?

La hipotesis subyacente, en palabras de Navier, era la
siguiente: “Tomamos como principio, en la investiga-
cion, que por efecto del movimiento de un fluido las
acciones repulsivas de las moléculas aumentan o dismi-
,nuyen en una cantidad proporcional ala velocidad con la
que las moléculas se aproximan o receden mutuamente”,
Fuera de esta suposicion, no muy diferente de la ley de
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Newton de la viscosidad, Navier no pudo hacer otra cosa
que expresar la magnitud de la fuerza en términos de una
funcién desconocida, E, del espaciamiento molecular. Y
no tuvo fortuna en la aplicacion de sus leyes al anlisis
de flujo uniforme en pipetas. Asi escribia: “la velocidad
media toma el mismo valor en pipetas cuadradas o cilin-
dricas cuando su tamafo es el mismo y muy pequefio.
Estos resultados muestran, ademas, que el valor de la
velocidad es sensiblemente independiente de la accion
mutua de las partes fluidas, esto es, de lo que uno llama
ordinariamente, la cohesion, o la viscosidad del fluido:
ese valor depende casi inicamente de la adherencia que
existe entre el fluido y el borde; y es mayor cuanto me-
nor la adherencia. Cuando las pipetas son muy pequenas
la velocidad media crece, con las demas cosas iguales, en
proporcion con el didmetro; pero tiende a crecer mas
riapidamente que el propio diametro, y entonces la in-
fluencia de la cohesion del fluido se hace sentir mas y
mas, y termina por determinar, ella sola, la velocidad me-
dia del fluido cuando el didmetro se hace muy grande”.
Estas interpretaciones solo podian asentarse en el analisis
de experimentos incorrectos. Navier dedujo las ecuacio-
nes pero no pudo en cambio mostrar su potencia anali-
tica. )

La segunda deduccion de las ecuaciones se debe a
Poisson; quien adapto las ecuaciones de equilibrio del so-
lido eldstico al movimiento de fluidos compresibles. En
su estudio de 1829, titulado ‘“Memoria sobre las ecuacio-
nes generales del equilibrio y del movimiento de los cuer-
pos sblidos elasticos y de los fluidos’, supuso que la pre-
sion en el fluido en movimiento no es isotropa, y consi-
derd a la viscosidad como la responsable de esta anisotro-
pia de la presién. Sobre este supuesto se basa la deduc-
cion. Como puede verse, por incorrecto que sea, su efec-
to en la teoria es, de nuevo, modificar las fuerzas actuan-
tes sobre el fluido en movimiento; luego se procedia por
analogia con la teoria de Elasticidad. Pero Poisson, como
Navier, tenian un concepto imperfecto de la resistencia
de los fluidos: se confundian viscosidad, cohesion, adhe-
rencia. Las deducciones de estos sabios son atomisticas,
pero el modelo atomistico, en la década 1820-1830 era
aun muy pobre para que las ecuaciones resultantes esgri-
mieran algiin poder predictivo.,

En 1843 Saint-Venant produjo la tercera deduccion
de las ecuaciones, en un trabajo titulado *“‘Adicion a la
Memoria sobre la dindmica de fluidos”. La hipotesis de
Saint-Venant evadio las consideraciones sobre la natura-
leza atomistica de la viscosidad apelando a la teoria de
los esfuerzos sobre el elemento de fluido. Saint-Vena‘nt
escribié: “Supongo que en un fluido en movimiento no
hay componente tangencial de presion en las direccio-
nes en que no hay deslizamiento. Esto equivale a admitir
que la direccion en la cual la friccién es nula es, en cada
plano, aquella en la cual el deslizamiento es cero; o que
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la principal componente tangencial tiene la misma direc-
cion que el deslizamiento principal; o, si se quiere, que
la friccién producida por el deslizamiento depende de el,
pues es una resistencia al deslizamiento ejercida en 12 ver
dadera direccion del deslizamiento...”. La concepcion
de Saint-Venant es de movimiento de un element® n’nate-
rial de un medio continuo, y su hipotesis es de caracter
molar. Rouse, con mucha razon, resalta lo injusto de.?l’
vidar la contribucién de Saint-Venant en la construccion
de las ecuaciones. Pues no solamente la hipé‘?es.ls de
Saint-Venant es mas razonable que las de Na‘v1er y
Poisson, sino que tiene un punto de partida ol‘ig"fal- Y
no solamente dedujo las ecuaciones de Naviet‘POlfson’
sino que, de camino hacia la deduccion, encontro las
expresiones para los esfuerzos normales-cizallantes sobre
el elemento de fluido:

du du d'ly
X X
= — + —_— = —_— 4 /_—) (2)
Sxx pt+2e€ %’ Sxy e(dy dx

de manera que si las ecuaciones de movimiento 19 llevan

su nombre, al menos los esfuerzos deberian llamars€ “es-
fuerzos de Saint-Venant”. Por lo demas esta dedll'cclon es
independiente de las condiciones de flujo, y admite la va-
riacion del parametro € de espaciamiento molecular con
el espacio, variacion ésta que Saint-Venant, corr
te, hizo proporcional a la intensidad local de fo
de olas en el campo de flujo. Todo indica que este trate:
miento del movimiento de fluidos “a la Saini:-Vem“ft
adquiere hoy en dia estatuto principal en los trabajos
Hidraulicos e Hidrodinamicos.

ectamen-
ymacion

e las Teo-

En 1845, en un trabajo titulado “Acerca de '3
vimiento,

rias de la Friccion Interna de los Fluidos en Movif =H-
y del Equilibrio y Movimiento de los Sélidos Elasticos™,
produjo Stokes la cuarta deduccion de las ecuaciffneS ha-
lladas por Navier. Por su elegancia, por su capac“'ifld de
dar cuenta de las hiptesis previas, por su afinacion de
los conceptos fisicos involucrados en la formulacion, lf‘
deduccién stokesiana ha sido la preferida de mUCI}OS hi-
drodinamicos, y se convirtié en la forma cané'nlca de
construccion de las ecuaciones. Es notorio, inclfienta]'
mente, que en esta formulaciéon desaparece el parametro
€ de espaciamiento molecular, sustituido por ur_} coeff-
ciente 7; nombrado desde Stokes como la viscosidad di-

namica del fluido.

La deduccion de Stokes puede consultarse en el trata}-
do de Lamb. Nosotros, por razones de economia eXposi-
tiva, usaremos la notacién tensorial para‘ la deiluf:
Pero seguiremos de cerca la argumentacion canon-lc
Stokes. Antes de proceder a ello, y para concluir e‘ste
apartado sobre la Historia de las Ecuaciones de Navier-
Stokes relievemos que las ecuaciones no habian produ-

cion,
a de

cido todavia ningin resultado seguro. Cuatro pensadores
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llegaron al mismo resultado desde cuatro hipétesis diver-
sas, y esto era.indicio seguro de la pertinencia de las
ecuaciones, pero no aparecia ain el ajuste de la teoria
con los experimentos. La primera mitad del siglo XIX
puede considerarse pues, desde este punto de vista, como
el “periodo de formulaciéon® en la Historia de las ecua-
ciones. Es el periodo francés de la Hidrodinamica. Con
Stokes, en la segunda mitad del siglo XIX, comienza el
que podemos llamar periodo inglés de 1a Hidrodinamica,
que se extendio hasta 1904. En relacion con la Historia
de las Ecuaciones, desde Stokes en adelante hablaremos
de un “periodo de elaboracién’. Antes de examinarlo,
deduzcamos sin embargo las ecuaciones,

En lo que sigue nombramos Sij al esfuerzo sobre la
cara normal al-eje Xi, y actuando en, direccion Xj. El
conjunto de los esfuerzos, como se sabe por la teoria de
elasticidad, conforma un tensor de nueve componentes,

| /{ _ ""," X1
/ P

X3

X2

Figura 2

(o de orden dos, con la componente Sij en la fila i, co-
lumna j). Este tensor lo simbolizamos [Sij]; es un tensor
simétrico (Sij = Sji), y los tres términos Sii de su diagonal
principal suman una cantidad invariable. El tensor de es-
fuerzos representa todas las fuerzas.de superficie que ac-
than sobre el elemento por accion del medio circundan-
te. Ademas de estas fuerzas sobre el elemento pueden
eventualmente actuar fuerzas de volumen, como el peso,
que consideramos posteriormente. Y el estado de esfuer-
zo en cada punto del medio queda completamente espe-
cificado por cualquier conjunto de nueve componentes
del tensor. Sus componentes con respecto de otro con-
junto de ejes se obtienen mediante la regla de transfor-

.2 ). —
macioén de tensores S'mn = a; ajnsij ,con a; el co-

seno director del angulo-entre Xi y X’m, y con la con-
vencién de suma, que indica una sumatoria sobre las tres
componentes para cada indice repetido. Y entre dos
puntos vecinos se supone una variacion continua del ten-
sor, componente por componente. En la figura se mues-
tra esa variacion sobre las caras normales a las direccio-
nes X; y X,. Los lados AB y AC se consideran perpen-
diculares entre si, de longitudes respectivas dX;, dX,.
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de Newton produce . ..
La Segunfla ley P > €0 la direccion X, ,

la ecuacion

0S5y,
p dx, .dX2.d%s 3, = 3_}—(_ dX, .4x, dX; +
1

S a S31
8/2’1 dX,dX;.dX; + —;(_ dX, ‘dxl.dX2

X2 CRS
o bien,
_1_ asu + 9 Sy + 5831
a; p X, 93X, E . Esto
i escribes en general, para la direccidn j de movimiento
_ L %%
B ax

. 4s, actla sobre el elemen
Si, ademas, %0 una fuerza exter-
a COMO el peso, entonces, claro, hemgg
n nente en direccién X; como fuerz,
compoO .. 1 .
1 ecuacién de movimiento se escribirg
a

de agregar su
impresa. Asi,

: 0 1 38
g =— — (gn) + — L 3)
1 9 Xi p 0Xj

La expresion vale para cualquier materig] continuo so-
bre el que la unica fuerza externa actuante sea el peso.

En un fluido, la desviacion del estado de esfuerzo, de-
signado por Sij’ de un estado de presién uniforme en to-
‘das direcciones depende enteramente del movimiento de
distorsion en la vecindad del punto central de] elemento
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de fluido considerado en estado de desviacion. Analiza-
mos ahora como describir ese estado de.distorsion. Para
ello, consideremos el movimiento del punto P relativo a

Xz 4

du

(U, + dx)dt

X
Figura 4
0 (cf figura). Designemos u;, u,, u; a las componentes
de la velocidad en 0. La diferencia en componente de ve-
locidad seglin X, , entre los dos puntos, es
0 uy o u, ou,
dul = - Xm + dX2 +
: X, 0X, 0X,

dX;.

Esto se escribe, en jerga tensorial, para la direccion
genérica X

ou.
du, = —1

i dXj

9 Xj

El comportamiento del elemento relativo a0 depende
entonces de las nueve derivadas parciales d u; /9 Xjenel
punto. Estas derivadas de las componentes de un vector
forman, como se prueba en analisis tensoriél, un tensor,
que simbolizamos como

aui

3 Xj

Para examinar el sentido fisico de este tensor, lo des-
componemos en uno simétrico y uno antisimétrico. De-
finimos pues los tensores:

[ ] o du s
gl= ~ (e s 2o
|V 2 2% a Xi
L ]. 1 au, oy
| 2 3 Xj d Xi
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Y claramente

oy

2 %] j ij @)

El tensor antisimétrico R;; responde por las rotacio-
nes solidarias del elemento. gus componentes no diago-
nales son, .precisamente, las velocidades angulares de la
rotaciéon. Por ejemplo: si hacemos u; = u, X; = X,

1 Oou 0dv
u, = v,X; =y,entonces R, = — (—- —)=—Wz
dy 0x
Explicitamente, con sus componentes,
0 - W3 -_ w2
\\p) Wy 0

Pero, puesto que ésta es una rotacion solidaria, el
elemento no se deforma por R;;. La distorsion se confina
pues a los Qi-. Para verlo, consideremos la posicién del
elemento después de un tiempo dt. Durante este tiempo,
el elemento incrementa su longitud, en la direccion X;,
en la cantidad

: U
dX, + (U, + — dX,)dt-U,dt| - dX; =
3 X,
U,

— dX,dt

3 X,

Por lo tanto la rata de deformacion longitudinal en di-
reccion X; es d U; / 0 X; =%,;;y lo mismo puede mos-
trarse para las otras direcciones:

a0 U,

L2

representa la rata de deforma-
9 X,

cion longitudinal en direccion X,, ete. Estos son los tér-

minos en la diagonal principal del tensor £;;. Para exami-

nar los términos laterales en su sentido fisico, conside-

remos los giros angularesda y d 8 en la figura anterior.

Puesto que da ~ d (tana), podemos ver que

ou,
(u; +

dX,) dt —u,dt
da ~ aXl 1) 2

Q

9u,
Xm + (ul +—-—dX1) dt-uldt
3 X,
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(@ u, /8 X,)dX,dt

ou,
dX, + — dX,dt
9 X,

du, /3X,) dX,dt )
(0 u, / 1) 1 s oda = gx—') dt,
1

Q

dX, 1+ ou dt)
! 3%,

i df odu
da Bu2 N - _ 21
o bien % a_X? ;y de igual modo " = 5y

La deformacién por cizalla es do + df, y laratade

dae + dg .
deformacion cizallante es T . Esto brinda:
da + d u ou
u ﬁ = 9 ! + —‘—'2" = 2212
dt 3 X, 9 X,

En general, pues, 2 &;,1 # ], representa una rata de
deformacion cizallante. él tensor simétrico [£;;] se llama,
por lo mismo, tensor de rata de deformacioén en el punto
0. {Incidentalmente: si se observa, en la figura anterior,
el angulo rotado por la diagonal OP en torno del eje X3
normal a la pagina, se encuentra que este angulo es

da — d
"—-ﬁ— , por lo tanto la velocidad angular w3 del

2 1 (au2 du,

elementoes w = —|— - ————) mostrando el
: 2 \aX, 03X,

sentido fisico antes enunciado del tensor [Ri']} . Y p.ues-
to que ¢; es un tensor simétrico, 1a suma de i(')s términos
de la diagonal principal es un invariante bajo transforma-
cién de los ejes; puede mostrarse que representa la rata
temporal de incremento fraccional de volumen en el ele-
mento. Y por su forma se obtiene inmediatamente:

aul auz +au3

e

L0 + 8 + R =4 = 5?1+8X2 3 X,

ouj

-
— = V.V
0 Xj

.

En un fluido incompresible, el volumen €S constan-

te, por lo que la divergencia dg la velocidad debe fer rfu-
la: esta es la ecuaciébn de continuidad para un fluidoin-

compresible.

* * K

El tensor de esfuerzos, como el tensor de rata de de-

formaciones, por ser simétricos se dejan diagonalizar.
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Ahora bien, una hipotesis principal de la Elasticidad es la
igualdad de los ejes principales de los tensores de esfuer-
zos y deformaciones de los materiales isotropicos. La hi-
potesis hidrodindmica es muy semejante (y podria lla-
marse hipotesis de Poisson-Saint Venant): para un fluido
newtoniano, se postula la linealidad de la relacién entre
los esfuerzos seglin los ejes principales y las ratas de de-
formacion seglin esos ejes principales. Esta hipotesis de
linealidad puede escribirse:

Siu =—p t ey +A®Ry + 3)
S22 =—-p + AQ“ + 0222 + >\Q33 (5)
S33 =—-p + )\Qu + Asz + CQ33

La analogia con las leyes de la Elasticidad es muy
grande. En el caso del solido isotrope los esfuerzos y las
deformaciones se ligan por relaciones como las llamadas
“formulas de Lamé”:

ME (21 + 2, + %3) + EQy,

Sy =
1+ w@a-2p 1T+

etc., en donde se expresa de manera muy semejante Ig
hipotesis de linealidad, privilegiando la contribucién de
la deformacion principal paralela al eje principal, y sime-
trizando la contribucion de las deformaciones normales
al eje principal donde se desarrolla el esfuerzo. En e] caso
del fluido isotropo, una componente del tensor de es.
fuerzo con respecto de los ejes principales se relaciona
con la componente de la rata de deformacion en 1a mis-
ma direccion por un coeficiente, y con las componentes
de la rata de deformacion en las otras dos direcciones
por otro coeficiente. Como lus médulos de Young y de
Poisson de los sdlidos, en los fluidos estos dos coeficien-
tes se suponen propiedades de los materiales; Y, en el
fluido, independientes de la distribucion de velocidad de
flujo —por lo menos mientras no sean comparables las
velocidades con la de 1a luz...

Hagamos ahora C = 27 + A. La relacién (5) entre
esfuerzos y rata de deformaciones se puede escribir

S11 :—p+x(Qll + 922 + Q33) + 2anls

etc. Y si recordamos que Q representa una rata de defor-
macion cizallante para i =# 15 ¥ que debe, seglin la ley de
Newton ser proporcional al esfuerzo cizallante S;;, sien-
do [6 ,,] el tensor de Kronecker, con elementos g, =1

sii=j, 8,] 0sii##j, podemos en general escnblr para

el esfi
1 esfuerzo Smn’ la relacion

Dmn ='—p 6mn +)\ (Qll + 922 + Q33) 6mn + Zann
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Si queremos encontrar el esfuerzo S’ segun otros ejes
diferentes a los X m’ Xp la transformacmn S =
3mi 3pj Sm S produce una expresion forma]mente ldentl-
ca. Esto nos asegura que las expresiones valen en cual-
quier conjunto de ejes. Asi podemos escribir la ley gene-
ral de esfuerzo-rata de deformaciones para un fluido

newtoniano:

ou. 6
= 0B i 5. 4+ 2nRs: ©6)
Sll pS’J A 0x; 1 )

5
Si, ahora, hacemos’ = A + .5. n , entonces pode-

. .. hi a forma
mos sustituir A en la relacion, ¥y escribirla en 1

2 oy
sj=—pd; + - _m L & + 2 (7

3 axi

ndo
M, M, se conocen como viscosidad dindmica y segu

do
coeﬁclente de viscosidad, respectivamente. Un resulta

u;
inmediato es que si el fluido es incompresible (===0)

el movimiento del fluido queda determinado %

por la viscosidad dindmica del material. Estas dos viscosi-
dades parecen asi caracterizar, entre los fluidos, a los
liquidos y a los gases. Esencialmente corresponden a dos
mecanismos diferentes de ejercerse la resistencia del flui-
do a la distorsion, cohesion y difusion molecular de
noementum.

* * K
Para volver a la ecuaciéon de movimiento necesitamos

calcular la derivada parcia! del esfuerzo Sij relativa a Xj,
esto es:

3S:: ap d 2 au;
—i — +— - —=mn
OX. X, 9X. 3 3x;

) i i )

0 au-
o n(—— -—l) . (8)
Xj Xj aXl

Y por otra parte la aceleracion del elemento en la di-
reccidn X; se escribe:

Dui aui . aui

Dt at L ax;

©)

con el primer término de la expresién final representan-
do la variacion temporal de la velocidad y el segundo las
convecciones, Asi, finalmente, la ecuacién de movimien-
to, formula (3), se escribe, con ayuda de (8) ¥ (9) como:
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. ou; 1 9 1 dp
iu—' tu, — =- ————(pgh)-—g; +
ot ) axj p 0x; p 0%

3 2 du,
e
p % %]

ou.
0 ( ou; j ) (10)
. . 0X;
pr‘l 6)5 i
r-Stokes para fluidos

T avie
Esta es la ecuacion de N bles. Si el fluido es

. . . resi
newtonianos compresibles e incomp .
stante ¥ 5_L es nula.

X.

incompresible, la densidad es con ,

Entonces (10) se vuelve

! u it =— _a, 2 +gh| +

ot j 0%; ax | P

0 { P S ay
axj P an axi

iscosi inemati-
i rado viscosidad cine
B el & simboliva finalmente, supone-

. . . Si,
ca por Maxwell; se simboliza V. St 3 .

1,
BXja-Xi 0%; axj
érmino se anula,y las

e

mos ¥V constante, puesto que

¢l fluido es incompresible, estf:' t.
toman su forma familiar:

ecuaciones
P
ot Jox 3, p
o oy (12)
v .
an be

sel laplaciano de la veloci-

1 térmi v vece
{l término final es = 0 se recuperan Jas

i G mo
dad en la direccion u;. Si hace
Ecuaciones de Euler.

* * K

i te, re-

El andlisis realizado nos permlte.,’ por otra gz‘i'do’ s

considerar el significado de la presion en 1]m definiéio-
sumamos los términos en (5), y recordamos 1as

nesde Ay ', tendremos:

:'5_1—11

0x.

——3p +(3A+2m) :
j

S;i = S;; + Sz +83 =

ou,
=—3p + 3n' —&
B
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Si el fluido es incompresible, resulta pues

Sll + 822 + 833 S.

-p= =

3 3.

como es bien conocido; si es compresible, sin embargo,

S . .o .
I R T T S S|
d 3 T =3 15

X] xj

Stokes, y siguiéndole, Lamb, supusieron ' = 0, con
lo que la ecuacién (10) se modifica un poco,y en todos
—2ii

los fluidos la presion resulta ser —p = Pierre

Duhem mostrd, sin embargo la necesidad de considerar

= = 0; para que la funcién de disipacién no
tomase valores negativos. De todas maneras la relacion
stokesiana, 3\ + 2n = 0, sigue teniendo la ventaja, como
sefiala Bateman, de presentar como nulo el trabajo de las
fuerzas viscosas cuando el fluido se dilata permaneciendo
semejante a si mismo.

* k K

Las expresiones cartesianas de las ecuaciones de
Navier-Stokes de un fluido incompresible son las siguien-
tes:

du ou du du
— +u — +v — F+w — =
ot 0x ay 0z
o p 0%u 9%u 9%u
- —(—+gh)y+y (— + — + —).
ox P ox? oy 0z? /
ov ov ov av
— 4+u — +Vv — +w — =
ot 0X ay 0z
) p ' o%v 9%v 9%v
- — (—+¢gh) tv(— +— +—).
oy p ox? oy? 922
ow ow ow ow :
— 4u — 4V — +w — = ¢
ot ax ay 0z
b ’w a*w w
-2 (i v (= — )
9z P ox? oy? 0z
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a deduccién stokesiana estuvo acompanada Por el
r esfuerzo posible para encontrarles aplicaciones.
ay? os de Stokes en primer término, y de los grandes
Lo lodgr-nénﬁcos de la segunda mitad del siglo XIX fue-
Hidrol; notables. Uno de los problemas era, sin duda,
ron meita de las observaciones hechas por Chézy, Du
dar cuetc Y en esto la fortuna fue relativa, excepcion
pust, de.haberse logrado concatenar muy bien lo obser-
hech? or Hagen y Poiseuille en flujos en pipetas con las
Vaqo pciones brindadas por las ecuaciones. Pero el otro
estm:ama era ampliar el universo hidrodinamico, tratar
robiemas tericamente insolubles con la teoria euleria-
robsfokes tratd concienzudamente los dos tipos de pro-
’ as. Tras sus huellas, Kelvin Rayleigh, Reynolds,
blemweil Lamb, terminaron por encontrar pruebas sufi-
sientes d,e la pertinencia de las ecuaciones.

En el Cuadro No. 1 se presentan algunos de los pro-
mas mas importantes que fueron tratados por estos
bl,e odindmicos durante este periodo 1845 - 1904 que
Hid! mos “inglés”. El tema central de este periodo es el
llamI:en de las ecuaciones de Navier-Stokes, segiin lo que
aré «gesgos” de las mismas. De hecho, las ecuaciones
tan complicadas que apenas se han encontrado unas
so” s soluciones correspondiendo a fenémenos hidro-
'oc’amicos complejos. ;Y ninguna de estas soluciones se
dind tro en el siglo XIX! Durante el periodo de elabora-
e.n’conse encontraron soluciones exactas para casos sim-
cion o soluciones aproximadas. Por una u otra razon, se
l.e[:’maban la mayoria de los términos; asi rumiaban los
el,ldrodm{,micos los sesgos de las ecuaciones, y las domi-
i pan a trozos. El siguiente problema, que llamaremos
2 la placa oscilante, y que fue resuelto por Stokes en
1;50 jlustra bien este modo de proceder.

* Kk K

El Problema de la Placa Oscilante. La superficie plana

finita que se muestra en la figura de la pagina siguiente
in

- dadu. = U cos (2Th
oscila en su propio plano convelocidad u, = U cos ( T ),
donde U es la amplitud de su velocidad y T es el pe-
ez) do, © duracion de cada ciclo en las oscilaciones. Se pi-
fjle hallar 12 distribucion de velocidades en el fluido new-

yoniano en oscilaciones estacionarias.

Asumimos movimiento laminar, con una u, p/p, gh
funciones de la altura ‘‘y”’ sobre la placa, y del tiempo
“t”/-’ Las demas velocidades se suponen nulas. Entonces
a8 ecuaciones de Navier-Stekes para el problema se pre-
sentan pajo este sesgo (cf ecuaciones (13):

0%u ] p
M -y — 0= — (= +gh) (19)
at ay ay p
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Figura 5

La ecuacion es, formalmente, como la ecuacion del
calor, y los métodos de solucion analogos. En el tratado
de Lamb podra verse cuinto aprovecharon los hidro-
dinamicos estas analogias, y la exposicion detallada de
los métodos de solucion de (14). Para abreviar, escoge-
remos sin embargo otra via, muy directamente fisica:
es razonable suponer, en un vaivén estacionario una os-
cilacion de las sucesivas laminas de fluido a una misma
frecuencia, con amplitud decreciente con la distancia a
la placa, y con un desfase de oscilacion de la lamina de-
bido al retardo temporal de recepcion del efecto de os-
cilaciéon de la placa. Per tanto trataremos la solucién

-k t— 7T
u(y,t). = Ue ycos (-2—17—(,1‘——-—-—),

con k, una constante por ser determinada; T (y), el retra-
so temporal, con T= 0 en y = 0; con u (o, t) = u,. Y
cuando este valor tentativo de u(y,t) se lleva a (14), se
obtiene, tras de un algebra que no realizaremos aqui,

kT T
T = = yk=V—= ;
2m vT
1Y
- Vo ; v
u = Ue - cos2M ( — — —————
¢ N i

Los perfiles de velocidad, en diferentes tiempos, se
muestran en la figura anterior. Un hecho notable, que no
paso inadvertido a Stokes y 'Lamb, es el confinamiento
de los efectos de la viscosidad en una delgada capﬁ de
fluido encima de la placa oscilante. El espesor de esta ca-
pa es del orden de v/ VT . Si las oscilaciones son rapidas
la capa se adelgaza. La amplitud de la velocidad en la os-
cilacién de la lamina fluida a alturay = / VT es menos
del 200/o de la amplitud de la velocidad de la placa.
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Puede mostrarse que, si llamamos L = ur a la Ampli-

m
tud de desplazamiento de la placa, el espesor 8 =/ VT es
tal que

s _ [ 2m
L (UL/v)

es decir, es inversg con el niimero de Reynolds UL/v de
este flujo. Esta es yna de las sefias més notorias de un
efecto de capa limite como los que cincuenta afios mas
tarde, describiria prapgtl En rigor, todos los problemas
resefiados en el Cuagdro No. 1 mostraron sefiales de estos
confinamientos de Jos efectos viscosos en delgadas capas
limites. El periodo ge elaboracion de las ecuaciones de
Navier-Stokes fue también, simultaneamente, un *“tempo
de acumulacién® ge jndicjos de la formacion de capas li-
mites, Una preparacisn conceptual para formular expli-
citamente una teors de capas limites.

En el problema de 1a placa oscilante, como se ve, las
condiciones permitey, anular ficilmente 25 de los 27 tér-
minos de las ecuaciones: nada de convecciones, equili-
brio hidrostitico de a5 presiones, verificacion trivial de
la continuidad, lap)aciano reducido a la minima expre-
sion. La ecuacién paradigma del problema de la placa
oscilante,

ou a2u

ot SV 2

oy

la designamos pues de “sesgo difusivo”. En el libro de
Lamb se pueden egqydiar varios problemas con este ses-
go caracteristico,

* k K
Otro sesgo de las ecuaciones lo brinda este problema,
tambiéu clasico. Un fluido liquido viscoso fluye laminar-

mente Por un largo plano inclinado una pendiente S. Se
pide encontrar la gjstribucién de velocidad. Para ello,

0

©
n

Figura 6
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como antes, hemos de usar las ecuaciones de movimien-
to v =w =0, con u funcion de y. Esto anula todas las
conveceiones, y el caricter permanente ‘del flujo anula

. ou .
el restante factor de aceleracion, 3 Los laplacianos se
simplifican como antes, y resulta la terna de ecuaciones

a%u p

p — = — (— + gh)
oy*? ox P
p

0 = — (— + gh) (16)

ay P

0 = 2 (2+m
oz P

Esta vez la difusion se balancea con los cambies en la
presién hidrostdtica. Este sesco 1o designamos *forzoso-
difusivo”, La difusi6én de la velocidad en el medio fluido
cambia la cabeza de presién hidrostatica a lo largo del
plano de flujo. Entonces podemos resolver el problema

suponiendo—a -4 . Asf,
0x dx
2 2
d - p 0“u d*u
— (— +gn) = V5 =V —

y como en la superficie del flujo reina una presion cons-
tante, hacemos el analisis en esa superficie:

d p dh g d*u
—_ —_— = —_— =p

con S la pendiente del plano. (Note que la direccion h
apunta en el segundo cuadrante, donde dx es ne%ativo).
. u _

Integrando, con la condicidn de cizalla, Sxy =y 67 =0
en la superficie libre, a altura y = L, se obtiene una ex-

presion para -%;— como § §-(-L/V:ﬂ la cual, vuelta

aintegrar,con u = 0 en y = O (porla hipotesis de

K

adherencia), produce, finalmente:
S y
= 2 oya- 2 (7)
v 2

°

una velocidad inversamente proporcional a la viscosidad,
y directamente proporcional a la pendiente: la viscosidad
frena el flujo, a partir del lecho, mientras la componente
gS del peso lo acelera. La velocidad u muestra asi un ca-
racter de velocidad 1imite de un flujo en equilibrio hidro-
dinamice. Si el analisis se hubiera hecho considerando
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una linea de corriente no superficial, la solucion proce-
deria de manera muy semejante. De este mismo tipo de
sesgo son, por otra parte, los flujos de Covette planos,y
el flujo en el aparato de Hele-Shaw. Pero las ecuaciones
son mas complicadas por la puesta en juego de mas di-
mensiones de movimiento. Y las soluciones, por lo mis-
mo, mas hermeosas.

Lamentablemente no podemos detenernos ahora en
el examen de otros sesgos de las ecuaciones de Navier-
Stekes examinados y comprendidos profundamente por -
los Hidrodindmicos del siglo pasado. Creo que los dos

ejemplos presentados —sin duda alguna entre los mds
sencillos que haya— pueden servir de modelos para una
clasificacion sistematica de esos rasgos. El Cuadro No. 1
es una primera clasificacion, y no pretende ser exhausti-
vo: el acento se puso prioritariamente en las contribucio-
nes inglesas. A partir de 1904, como se ve en el apartado
C del cuadro, las contribuciones germanicas son las mas
frecuentes. Todos los problemas fuertes se resolvieron
en este siglo, y en un sentido, a destiempo, pues la teo-
ria de Capas-Limites abri6 una via alternativa para tratar
los flujos hidraulicos que, por sus resultados eficientes,
desvi la atencion de los hidrodindmicos de su preocupa-
cion principal por las Ecuaciones de Navier-Stokes.

FLUJO HAGEN-POISEUILLE

LA PLACA OSCILANTE 1850
FLUJO TURBULENTO EN PIPETAS 1855
LA CUERDA TORBELLINOSA 1880
ESTABLECIMIENTO DE REGIMEN 1880
AMORTIGUACION DE OLAS 1880
FLUJO DE COUETTE LINEAL 1890
FLUJO DE COUETTE CIRCULAR 1890
FLUJO DE HELE SHAW 1898
CAPAS LIMITES DE ECKMAN 1905

LEY DEL FILTRO, de Darcy 1846
LEY DE CAIDA DE ESFERAS, de Stokes 1851
LEY DE CAIDA DE CILINDRO, de Lamb 1911

ESTABILIDAD DE CHORROS, de Rayleigh 1890

CUADRO No. 1

Las Soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes

A: Soluciones exactas-en casos simples; principales artifices.

1840-1860 Hagen,

B: Soluciones aproximadas en casos complicados; artifices; sesgos.

C: Soluciones Exactas de las Ecuaciones en casos complicados

LA PLACA PLANA; 1908
FLUJO HACIA UN PUNTO DE

ESTANCAMIENTO 1911
FLUJO ENTRE PLACAS NO

PARALELAS 1917
FLUJO CELULAR ENTR CILINDROS

COAXIALES 1920 - 1930
FLUJO CENTRIFUGO INDUCIDO

POR UN DISCO ROTATORIO 1934
CHORRO CONTRA UNA PLACA 1957

Poiseuille, Stokes, Duhem, Lamb.
Stokes, Rayleigh, Kelvin (Encke?)

Darcy, Kelvin, Rankine

Rayleigh, Carslaw

Stokes, Greenhill

Lamb, Basset, Rayleigh

Couette, Reynolds

Couette, Mallock, Reynolds

Shaw, Stokes

Eckman

op
u = = —_—
ax;
k constante Anulan
convecciones
Vip* = 0 v? (Ax_l;)= o| Lineales
2 % 2 L o=
Vipt= 0 (\Y oxv
du du 9%u No anulfa
U — +py—= p —0 convecciones,
ox ay ay? No lineal

Blasius

Hiemenz, Howarth

Hamel

Taylor

Karman - Cochran

Squire, Yatseyev
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Desde este punto de vista me parece que se justifica
perfectamente considerar las ecuaciones de Navier-
Stokes como un tema de un cierto periodo de la Histo-
ria de la Hidrodinimica, la segunda mitad del siglo XIX.
Se examinaron por sesgos, y las hipotesis subyacentes,
especialmente la condicion de adherencia, se mostraron,
en general, pertinentes. Pero estos exdmenes no fueron
exhaustivos, y se encontraron varios tipos de flujos que
no verificaban la condicién de adherencia. El propio
Stokes oscilé entre asumir o rechazar esta hipotesis du-
rante veinte afios. Sin duda las ecuaciones generales ha-
bian rendido ya sus frutos —el cuadro anterior es una
muestra de ello— pero en la conciencia de los hidro-
dindmicos seguian existiendo dudas serias sobre su vali-
dez general, y un cierto desencanto: pues el fenoémeno
hidrodindmico completo parecia rehusarse a un trata-
miento teérico riguroso. El siglo XIX, el siglo de Stokes,
concluye de manera semejante a como, en palabras de
Euler, concluia el siglo de Adviento: con la sensacion,
sin duda melancélica, de que el andlisis los abandonaba
en sus especulaciones. Las hermosas ecuaciones seguian
guardando sus sesgos mas penetrantes. La Hidrodinamica
y la Hidréulica seguian escindidas. El siglo XX, el sigle
de Prandtl, encontrd vias propias para romper la esci-
sién, para leer el fenémeno hidrodindmico con marcos
de interpretaciéon nuevos. Esto dicho con el debido res-

peto a los Hidrodinamicos del siglo XIX.

Las ecuaciones, por su parte, habrian de complicarse
mas, y llegaron enriquecidas al final del siglo con los tér-
minos debidos a la presencia de turbulencias en el medio
fluido. En 1894, como una corona para este periodo in-
glés, el gran fisico Osboine Reynolds establecié un mo-
delo estadistico para tratar los movimientos turbulentos,
segiin el cual podia tratarse un conjunto muy amplio de
movimientos no laminares COmo la superposicion de un
flujo medio estacionario O casi-estacionario, y un flujo
con las fluctuaciones o pulsaciones de las velocidades co-
mo variables caracteristicas. El efecto estadistico de la

superposicion se resume en las ecuaciones

i d
51. = iﬁ + l_l~ au} = —_ gh +
ot ]axj axl
L 2g oy (18)
pOX

,1a componente ij del “Tensor de Es-

=7 .7
con T, = — pU; U
fuerzos Turbulentos”, Estas se conocer como las Ecua-
ciones de Navier-Stokes-Reynolds-Orr. Enriquecen las

anteriores (cf formula (3)), Pero las complican al exigir
la medida de las pulsaciones medias de velocidad. Hoy

por hoy son ecuaciones centrales de la Hidrodinamica,
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punto de partida de innumerables aproximaciones teori-
cas alos flujos reales, tan raramente laminares. Y al pare-
cer, también nuestro siglo concluira, por una especie de
recuperacion tardia del sentimiento inglés de fines del
siglo XIX, instalado en la meditacion principal sobre las
Ecuaciones del Movimiento de Navier-Stokes. Lo vemos
en Astrofisicos, Mecano-Cuénticos, Hidrodinamicos.

Quisiera, para concluir, plantear dos problemas teori-
cos de la mayor importancia, referentes a las ecuaciones
que hemos tratado:

1: son invariantes lorenzianas bajo su forma de expre-
sion en coordenadas cartesianas, pero no se ha proba-
do que en su forma de expresi6n mas general, en
coordenadas curvilineas ortogonales, exista una inva-
rianza. El estudio de estas cuestiones pertenece a la
Magneto-Hidrodinimica, pero un criterio definitivo
acerca de la invarianza lorenziana seria una contribu-
cion teorica de la mayor importancia para muchas
otras ciencias.

2: al parecer, si se quiere deducir las ecuaciones por mé-
todos variacionales, a partir del Principio de Hamil-
ton,y se asume la Lagrangiana del sistema funcion ex-
clusiva de u, v, w, p y las primeras derivadas de las ve-
locidades, es imposible hacerlo a menos que se agre-
gue una hipotesis ad-hoc sobre la estructura del flui-
do. Este problema, planteado per Millikan, es merece-
dor de una investigacion mas profunda.
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