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1. INTRODUCCION

En muchos problemas de casi todos los campos de las Ciencias Aplicadas, apa-

rece la necesidad de estimar funciones de densidad f(.) de una variable aleato- i
ra X. Dentro de los métodos de estimacion de densidades, el Histograma es el ‘
mas antiguo y, posiblemente, el mas utilizado en la actualidad. Esto Gltimo se |
debe principalmente a su simpleza y"bondad. |

La primera referencia de uso del Histograma se encuentra en el trabajo de
John Graunt (ver [6] ) presentado ante la Sociedad Real de Inglaterra en
1661. Desde ese entonces poco se avanzo, hasta la aparicion en 1895 de la Fa-
milia de Distribuciones de Karl Pearson [3]. A pesar de que en el presente si-
do han aparecido otros métodos como el de Maxima Verosimilitud, Familias
de Johnson y Series, es solo a partir del surgimiento del método Kernel en
1956 cuando se genera un nuevo progreso en la estimacion de funciones de

densidad.

El autor intenta hacer en este trabajo una introduccion que motive el uso del
método de los Kerneles el cual, con el avance de los computadores, puede ser
de gran utilidad para los investigadores en las Ciencias Aplicadas.

* En literatura matematica se ha traducido el término Kernel por el de nucleo.
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En lo subsiguiente sélo se considera la estimacion de funciones de densidad
solutamente continuas en un intervalo finito de la forma [ a, b ].

2. HISTOGRAMAS

Para la elaboracion de un- Histograma con base en una muestra X1, . . . Xn
sobre un intervalo (a, b) “‘normalmente’* se procede de la siguiente forma:

Primero se hace una particion de (a, b) en m subintervalos iguales, de longitud
(b—a)/m, y finalmente se determina la proporcion de los Xi's en cada uno de
los subintervalos. En una forma mas general, un Histograma esta definido por

una particion a = to < ti... < tm = by una funcién fH (.) tal que

Ci < t.< 1,1 i = 01,.m1
(1) fylt) = (Gughen t =

0 t& [ab]
Con fy(t)= 0, e e T

b
Y [ fH (t)dt = 1
a

Se puede demostrar (ver [ 5 ] ) que los estimadores de maxima verosimilitud
de los parametros C, . . ., C,y de (1) estan dados por

gj =0 S - 1

/\
Ci =
n(ty 4+1-ti)

Donde n es el tamafio de la muestra y q; representa el nimero de observacio
nes en el i-ésimo intervalo.

También se puede demostrar ( ver [ 5] ) que bajo ciertas condi

: ; ciones :
les, fiy (.) es un stimador consistente de f (.). Es decir T

(2) E [ (fy)-fx))2]—> 0 culando n —sy oo

Es importante anotar que para una particion éptima del intervalo [a,b]la
welocidad de convergencia de (2) es del orden de n~ 2’3
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3. ESTIMADORES KERNEL

Como pudimos observar en la seccion anterior, los Histogramas no son ‘‘ma-
los™ estimadores de las funciones de densidad. Sinembargo, fyy (.) es discon-
tinuo, completamente Ad-hoc, dificil de actualizar y requiere de muchos pa-

rametros. Una generalizacion del Histograma se debe a Rosenblatt [ 4], quien

propuso el estimador

Fo (X + hn) - Fn - hn
(Blua Fo fx) = 1)
2hn
Donde hp, € R . Vn y
No de puntos muestrales < x
(4) Fn (X) T

n

Para este estimador, la velocidad de convergencia en (2), cuando se sustitu-

YeRR g
ve fy () por f,, (.) es del orden de n-* /5 (més veloz que la del Histograma),

1/5
9 f(x) n—1/5

hn =
2 (£ (x)-)?

En general no se puede encontrar hy, ya que esta expresado en funcion de f(.)
que es precisamente la densidad que se pretende estimar. Sinembargo, en la
practica, se hacen diferentes ensayos hasta obtener un Histograma que se ajus-

te a la muestra.

Con el estimador (3) se sigue teniendo muchos de los obstaculos que se tenian
nian con los Histogramas clasicos, como la discontinuidad y la forma-arbitra-

ria de determinarlos.

E. Parzen [ 2 | propone una generalizacion del estimador (3) de Rosenblatt.

Este esta dado por
1 n

6) Fx) = < (5
nhp G
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La funcion K(.) debe cumplir las siguientes propiedades:

K(x) = 0, -oe<x<o® y 5 Kix)dx = 1
Ademas
Sup K (x)<e
- x <oo
y lim xK(x) = 0
X —» o0

A K(.) se le denomina Kernel, y por esto a fj, (.) se le llama estimador Kernel.

Se puede observar que este estimador cumple con las propiedades de una fun-
cion de densidad, es decir:

@ x> 0 VW

oo}

y (b) | F(x)dx

N:
x
=

alin I = (.

- oo - oo hn

n oo
e Z y Kiy)dy = 1
i =1 - 00

n

Ademas los estimadores f, (.) son asintoticamente insesgados y consistentes

en el sentido (2) (con una velocidad de convergencia del orden n -27/(2r-1) .
para scogencias

para escogencias optimas de h,y de un entero positivo r que depende de cier-
tas propiedades de K(.), [ 56 ] ).

Algunos de los Kerneles mas conocidos son:

1/2 x| < 1 5
6) K(x) =
0 x| > 1
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(7) K(x) =
0 | ol e y

(8) K(x) = ——  Exp( - x?) - x < o

(2m)1/2 2

Nétess que el Kernel (6) genera el estimador (3)- definido por Rosenblatt
ya que

# {Xi/x-hn < Xj <x %hn}

# de puntos muestralesen ( x - h, x +h, )

2n hy,

= = fn (X)
2 hpy

La literatura escrita acerca del estimador Kernel es bastante extensa y aqui
s6lo hemos esbozado algunas de las propiedades mas elementales : de este es-
timador. Para un estudio mas profundo se recomienda el libro de Tapia y
Thompson [ 5 ]; para un andlisis de lo. publicado en este campo el articulo
de Fryer [ 1 ] puede ser orientador.

4. EJEMPLO

Con base en una muestra del peso de cuarenta recién nacidos en un hospital
& Medellin (ver Tabla 1), se ilustra por medio de las Figuras 1, 2, 3y 4 el
grafico del estimador Kernel (8) para diferentes valores de su parametro h,. Se
puede observar como en la medida en que hp, crece el estimador es mas suave.
En la Figura 3 se pueden observar conjuntamente un Histograma y un estima-

dor Kernel.
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CONCLUSIONES
Se ha presentado un método relativamente nuevo (y no conocido en nuestro

medio) de estimacion de funciones de densidad. El estimativo fn (.) expuesto
aqui es continuo, diferenciable en todas partes, facil de actualizar y con un so-

lo parametro por estimar.
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