Series Temporales Autorregresivas

de Orden Tres

Por: Gabriel Poveda Ramos*.

0. Lospocoslibros conocidos en nuestro medio sobre
Series Temporales (ver bibliograffa, al final) estudian el
proceso temporal autorregresivo de orden uno -llamado
Proceso Temporal de Markov- y el proceso de orden dos
-llamado Proceso Temporal de Yule-, pero no van m4s
alli. En este artfculo estudiamos el proceso (o serie)
temporal, discreto, de orden tres, tanto para llenar ese
vacfo de la literatura usual entre nosotros, como también
para llamar la atencién sobre el gran interés que presenta
el estudio teérico de las Series de Tiempo, que no es muy
familiar a nuestros estadfsticos profesionales.

1. Llamamos Proceso Temporal Autorregresivo, de
orden tres a aquel cuyos valores sucesivos, ordenados en
el tiempo pueden describirse por unaley de recurrenciade
la forma

X, SoaX m X X ,+e, (01)
endonde x , x,, X,, ..., X,, ... S0n 10s términos sucesivos que
forman la serie, y donde los coeficientes a,, a,, a, son
mimeros reales constantes. En cuanto a e es una variable
aleatoria que tiene una distribucién estadfstica conccida
con media nula M(e,) = 0 y varianza constante V(e ) = ¢”.
Dicha distribucién puede ser normal, o rectangular, o de
Laplace, o cualquiera otra. Admitimos siempre que la
distribucién, cualquiera que ella sea, es la misma, con los
mismos pardmetros, para cualquiera de los valores que
tome t a o largo de la serie.

En el lenguaje m4s modemo podrfamos decir que (01)
es una ecuacién en diferencias finitas, ordinaria, lineal,
con coeficientes constantes, no homogéneay estocéstica,
de tercer orden. Desde el punto de vista estadfstico esa
ecuacién expresa que cada término de la serie presenta
una regresién lineal, miiltiple, conlos tres términos que le
anteceden, salvo los términos primero y segundo, eviden-
temente.

* Ingeniero Quimico y Electricista- Profesor Universitario
Director del Centro de Investigaciones U. de M.

DYNA No. 111 - MAYO/88 - MEDELLIN

La forma general y explfcita de cada término de la
serie x, dependiente de la variable discreta t, se obtiene
resolviendo la ecuacién (01). A partir de esa solucién se
puede simular toda la serie, asf como extrapolaria para
hacer pronésticos, y se puede también deducir otros
elementos asociados a la serie temporal, lo mismo que
muchas propiedades cualitativas de la misma.

2. La ecuacién (01) puede también escribirse en la
forma

“tax +ax +ax,=e (01A)

t

que €s a veces m4s usada.

:ieﬂdo una ecuacién no-homogénea, su solucién general
estd formada por dog partes:

a) }a Parte_complementaria, que es solucién general de
a €cuacién homogénea asociada

*tax +ax +ax,=0 02)

Fr:?-ipane complementaria contendr tres constantes arbi-
as.

b) Una solucién particular que depender4 de los valores
que tomen e, Lk,

y La teorfa de las ecuaciones en diferencias finitas,
lineales, homogéneas, con coeficientes constantes, como
loeslaecuacign (02) sefiala varios puntos esenciales para
resolverla, Dichog puntos son los siguientes:

i. Laecuacign (02) tiene soluciones de la forma m'.

ii. Los valores m son las rafces de la ecuacién
3
m +a,m’+a2m+a3=0 (03)

que se llama ecuacién auxiliar o caracterfstica




iii. Toda combinacién lineal de soluciones de la ecuacién
(02) también la satisface a ella misma.

iv. La solucién general de 1a ecuacién (02) debe contener
tres constantes arbitrarias.

3, Formamos pues laecuacién auxiliar (03) que tiene
p rafces. Dichas rafces se pueden calcular, rigurosa-
mente: por el método de Tartaglia y Cardano. Como se

cordard, el método parte de construir los mimeros Hy G
‘r;;e en este €aso valen

H= (3212 - a,z)/9
G =(2a2:9aa +27a,)/27
Luego € calculan el mimero

u=3 ‘G+V G.2+4I_I3/ \3/2_

v=—wu

Entonces las tres rafces de la ecuaci6n algebraica (03)

son
m, =u+v-a/3 (04-1)
- (u+v) + (u-v) V3i a
m,= e
2 3 (04-2)
- (u+v) - (u-v) V3i a,
m, = SN
2 3 (04-3)

gilas tres rafces son distintas, lasolucién general de 1a
ecuacion (02) es

A,mn' i Azmzt + Aamst (05)

Si hay una de las rafces que sea doble (por ejemplo,
m.), 1a soluCiéﬂ serd

t t
Am; +m (A, +A)
Y si m, s rafz triple, la solucién serg
m,' (A +At+AD)
Supondremos, en lo que sigue, que las tres rafces
caracterfsticas, m,, m,, m, sondistintas y que, por lo tanto,

la solucién complementaria de la ecuacién (01A) es la
expresién (05).
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4. Para obtener la solucién particular de la ecuacién
(01A) usamos el operador de desplazamiento E, definido
como ;

2, 2 —
Ext =X, E’x, =x,,,, etcC.

E'x =x_, E’x, =X, etc.

t-1°

Con este operador la ecuacién (01A) puede escribirse
[1 +aE'+aE’+ a,EJ:I - X, =€,
o bien
E? [ E’+a,E’+azE+a3.] x, =€,
o bien, factorizando el polinomio de tercer grado en E:

o [5-n][em][2-m] 5o

es decir

[l -m,E-‘] [l - sz-‘] [l -ng-‘] x =€

De aquf se deduce, usando las reglas operatoriales que

1
X, = e, (06)

" ee ]

El operador - fraccién del lado derecho se puede
descomponer en tres sumandos:

1
[1 . mlE-‘] [l-sz'] [ it m,E-']
Cl CZ C3
= + + 07)
1-mE! 1-m,E! 1-m,E!

En donde los numeradores C,, C,, C, cumplen la
condicién

C,(1-m E)(1-m,E")+C,(1-m E)(1-m,E')+C,(1-m E")
(l-—sz'l) =1

Haciendo las operaciones indicadas y reorganizando
los términos se tiene 2

é

(Cmm, + Cmm +Cmm,)E?+
+ [Cl (m,+m,) + C, (m,+m,) + C, (m|+mz)] E!

+(C,+C,+C)=1
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Por lo tanto, se debe tener
C, (m4m) + C, (m,+m,) + C, (m;+m,) =0
C,mm, + Cmm +Cmm, =0
G fi 0 G rhrnCppater=x 1

Al resolver este sistema, por ejemplo por la regla de
Crémer, se obtiene

C, =m} (m,-m,)/D
C,=m,’ (m,-m)/D (08)
C,=m,(m-m)/D
en donde el denominador D vale
D = m,m, (m,-m_)+m_m, (m,-m,)+ (m,-m,)
Por otra parte, como se Sabe bien

: =1+mE'+ l‘“.zE'2 + mle-a +.. (09)

1-mE!

giones (06), (07) y (09) se

i e
Combinando las exp puscada:

obtiene la solucién particular

+
X, =C, (1+mE" + mE* + ) &

+
+C,(1+mE" + mE” + ) &

¥ e,
+C,(1+mE" + m B+~ )

+mSCJ) el—l +
=(C4CAC)e + (m|C,+m,Cz
; aforee (10)

+(mC, + mC, + m/C) &~

ral buscada es
En resumen la solucié? gene

11
X = A|m|' + Azn‘z‘ + Asm; * x' ( )

en donde

k=t 'C)e (12)
. m, %) Yy
X= > (mC+mG?

k=1

dan la ley de
Estas ecuaciones (11): oo/ (0? na?a ez;( teg;ién
formaci6n de la serie temporal propuesta e p
: nm, m,m,
(01), cuyas rafces caracterfsticas 50
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5. Es necesario ahora considerar el aspecto de la
condici6n estacionaria que se le pueda exigir a la serie.
Esta condicién significa, como se sabe, que considerando
las variables aleatorias x,, x,, ..., €s necesario que las
esperanzas probabilfsticas (o medias) sean todas iguales.
Es decir:

M(x,) = M(x,) =M(x,) = ... (13)

También es necesario que sus varianzas V (x,) sean
iguales:

Vx)=VX)=VX)=... (14)
Si tomamos valores medios a ambos lados de la

ecuacién (01A) tendremos

M(x) + aM(x,) + aM(x ) +aM(x ) =0 (15)

Las condiciones (13) y (15) exigen que
M(x,) = 0 = M(x,) = M(x) para todo t, (16)

como condicién necesaria para que la serie {x} sea
estacionaria. Si alguna de las rafces caracterfsticasm,, m,,
m, es, en valor absoluto, mayor que uno (jm/>1), la
ecuaci6n (11) muestra que el proceso no puede cumplir la
condicién (11) y, por lo tanto, ese proceso no puede ser
estacionario (salvo que hagamos nulas las constantes
arbitrarias A, A,, A)). Cuando dos de las rafces carac-
terfsticas son complejas (y mutuamente conjugadas), por
ejemplo m,, m,, entonces la expresién

&m; + A!m;
es igual a la expresién
XRt. cos (Dt - €)

donde

R=Im|=Im),K=/(A+A)y - (A-A),
e= fan" [i(A,-A,)/(A,+A,)]

En este caso, la serie (11) describe un proceso de la
forma

Am; +Ka.cos (Dt- €)+X (17)
donde las constantes arbitrarias son A, K, € . Aestesele
1lama un proceso con periodicidades ocultas, y desde el

punto de vista grdfico se caracteriza porque presenta
ciclos estadfsticos, de longitud de onda igual a 2r/@, con
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amplitudes crecientes (si a> 1) o amplitudes decrecientes
(cuando a < 1). Pero este proceso, obviamente, no es
estacionario porque sumedia variarfa conel tiempo segiin
la ley

M (x)=Am'+Ka. cos (Tt - g)
Para que el proceso sea estacionario se requiere, pues:

a) obienque hagamos A =0=A =0=A,

b) obienquelm,|I<l,ylm,I<1,yIm l<1,yqueademss,
t sea grande en valor (m4s rigurosamente, cuando t
tiende al lfmite t + + =) para que la parte complemen-
tana

t t t
Am'+ Azm2 + A,m3

pueda considerarse despreciable. Asf pues, bien sea en Ia
condicién () o en la condicién (b), 1a serie queda descrita

por
x, =X

es decir, por la solucidn particular (12) (18)

6. Lacondicién de que los médulos Im|,im 1|, Im, |
sean menores que la unidad (sean complejas o reales las
rafces caracterfsticas) se suele llamar condicién de esta-
bilidad del proceso (01). Un teorema derivado de la
condicién de estabilidad de Routh-Hurwitz sefiala como
condicién necesaria y suficiente para que las tres rafces de
1a ecuacion (02) caigan en el interior del cfrculo unidad
del plano complejo, que los tres determinantes siguientes
sean estrictamente positivos:

1 3, |
>0 (19-1)
a, 1
1 0 ag a,
1 0 a
a 3
! ; >0 (19-2)
ag 40 ]
a, a3 0 a3
] 0 0 ag a, a)
1 0 0 a a
a
1 SR (19-3)
1
8 F} OLs (20,9 g5
33 0 0 1 al a2 >0
82 83 O O aO al
8 a, ag 0 0 ag
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Por esta raz6n, cuando se investiga un proceso auto-
megresivo de tercer orden, que deba ser estacionario,
antes de buscar las rafces caracterfsticas, es necesario
buscarlos coeficientes a,, a,, a, y verificar si cumplen o no
las desigualdades (18) escritas con determinantes. Si
alguno de los determinantes resultare ser nulo o negativo,
el proceso no puede ser estacionario salvo que anulemos

A, AL A,

7. Consideremos pues que estamos en las condi-
ciones en que el proceso autorregresivo es del tercerorden |
y es estacionario. Podemos asf escribir

t
x=X= > (m<C,+mC,+mCe, (20)
. k=1

Tomando valores medios a lado y lado, y recordando
que M (e) = 0 para todo t, tenemos que

Mx)=0

como lo exige la condicién estacionaria. Recordando
c6mo se forma la varianza de una combinacién lineal de
variables aleatorias, tenemos

t
V(X) = E (m,*C+mC+mC ) V(e ) 1)
k=1

en donde V(e,) = ©2 Si formamos el cuadrado del
trinomio de la derecha resultan seis términos. Tres son
como C’m,*; y tres son como C,C,m‘mp}. Al aplicar la
sumatoria resultan seis series geométricas que se suman
usando la férmula muy conocida para este caso. Asf se
tiene

1-m > 1-m,> 1-m >
V(x') =02 Cll -}-(:2 +C) /
1-m? 1-m;? 1-m
1-(m,m )* 1-(m,m )»
+2C.C, +2CC,
1-m,m, I-mm,
1-(mm, )=
¥2C6.C =75 (22)
l-mlml

En esta expresién se observa que al transcurrir el
tiempo (aumentando t), la varianza va disminuyendo,
porque m , m,, m, son todas menores que 1 en médulo.
Pasando al lfmite, cuando t aumenta a infinito, obtenemos
como varianza de la serie.

DYNA No. 111 - MAYO/88 - MEDELLIN




C, C, C,
=0 — <+ + +
l-m'z 1-m22 1-m;
2CC, 2C,c, 2cC
+ 1 + —_— 23)
-m.mz l-mzm! l-m m
Comola serie llega a adquirj o
. IIr un régj . .
s6lo alargo plazo, la varianza ( CODSMif)n;: estacwn.ano
es la que da la expresién anterior @3)y sus términos
que vale 7.

8. Partamos nuevament
A): € de laecuacign original (01-

xc + a|xs-l + axx‘.z + agx“ =e
' (01-A)

Cjon.stnnmos las tl't?s eCuacioneg
muluphc{mdola,respectwa,m,'meporx d: Yule-Walk:r
w X, X, ; tomando

luego el valor esperado o ;
Media probabigs;
stica; recor-

dando que M(X“ e.) = O, ydi s 20
Obtenemos asf Vidiendo Porv(x) vix ) =1

p'+al+azpl+alpx=0

<pz+a|pl+az+a,P|=0

(4)
P:+a|Pz+azP.+a,=0
endondep, =M(xx,)/ T = M
de autocorrelacién de ordep l():!‘;x') / T es el coeficiente
estacionario. aserie ya en régimen

. De las tres ecuaciones (24) o0 den
primeros coeficientes de auto Obtenerse los tres

o 0
de p,, del cual se sabe que Siem:l'eeh::?:u l;,l, P. p;, aparte
a uno.

Resolviendo el sistema anterior ge encuentra:
p,=(aa,-a)+B
p,=2a(a+a)-a(l+a)+ B
p, = (1+a) (a,a,-a))-(a,+a) (az-n2) 25)
+a(a-aa) +B
en donde

B=1+a,-2a,(a +a,)

y asf quedan dados p, (=1), p,, p, y p,, los primeros
términos del correlograma de la serie.
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9. Los términos siguientes del correlograma pueden
calcularse como sigue. Partamos nuevamente de

x +ax, +ax,+ax, =e, (01-A)

1771

tomemos un sub-fndice h distinto a t; multipliquemos
toda la ecuacién por x;; tomemos valores medios; y
tenemos asf

M(xx +axx, +axXx,+2axx,)
=M(x, e) _ (26)

Recordemos que M(x,x,,) = M(x, x,,,) para cualquier
entero j.

Pongamost- h-3 =iy asfenlaecuacién (26) anterior
puede escribirse

M(x‘x.) = M(KXM.:) =P, T

M(xx,,) =Pp,, T
y asf sucesivamente. Dividiendo por T se obtiene
P, +ap,,+ap, +ap=0 27
Esta es una ecuacién en diferencias ﬁ[.ﬁtas, lineal,
homogénea, de la misma forma, con los mlsm(?s coefi-
" cientes, de la ecuacién (02). Por lo tanto, su soluciénesde
1a forma de la ecuacién (05), es decir:
(28)

p=Km/+Km/+ Km/
dondé m,, m,, m, son las rafces de la ecuacién carac-
terfstica (03).

Puesto que ya conocemos a p, (=1), p,» P. (por las

ecuaciones (25) de arriba), las constantes k,, K, k, deben

satisfacer las condiciones iniciales:

1=K, +K,+K, /
p, =K,m, + Km, + Km, 29

p2 =I(lml’ + K!mlz + K!mJ’
Resolviendo estas ecuaciones se encuentra
Kl =[ m’ms(ms'mz) - (plmsz'pzl“s) +

+ plmzz -p.m, ] +F

’ Kz = [p,m,’-pzm,-m,m,%m,’m, .

+m|p1’m|2p] +~F (30)
K, =[mlp,-m:p,-m,p,+m,*p,+m,m,(m,-m,)] +F

(Contintia en pégina siguiente)
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en donde

F= mlml(mz-ml) + mzm:(mn'mz) + mel(ml_mJ)

En esta forma la solucién (28) queda determinada
puméricamente, en forma explfcita y completa. Podemos
asf calcular todos los términos del correlograma de Wold
para la serie.

10.La funcién de densidad especiral de la serie es-
tacionaria (x, = X) se define como

W (o) = i pje"f‘=1+2_§ P,. cos (o)

=-o00 j=l

“

En esta expresién “e” es la base de los logaritmos

peperianos.
O bien, si ponemos e'® = z, también es
o0

G@= Y pz

j=-oo
Escribamos la ecuacién (01) en la forma
el=xl+alxl-l +a’xl—2+ax

373

El profesor Maurice Kendall ha demostrado que para
series como ésta { e, }, (Ver, por ejemplo, su libro Time
Series), la varianza es

ve)=(1+az+az+az)l +az'+az'+az?)

x V(x) i P2’

de donde
V(e)
G@)=
V(x)
1
X

I+a+a’+a? + (a,+a+aa,) (z+z') +A

A= (a+aa) (z+z?) + a_(z’+2°)

Recordandoque V (e) =%,V (x) =12, z+2'= 2 cosa,
se tiene para la funcién de densidad espectral de nuestra

28

serie estacionaria, autorregresiva, de tercer orden, la
funcién

o |
W) =

T l+a? +ai+a42B+2C+2D

B = (a|+alaz+aza3)cosa
C (a, +a, a,)cos 2o
D a,cos3a

Dado que cos (180° + o)) = cos (180° - &) = - cosa,, Ia
funcién de densidad espectral w (o) tiene una grifica que
es simétrica respecto a la rectade abscisa o= 180°, en ese
gréfico. El coeficiente 0°/T*s€ calcula con la férmula (23).

11. Como ejemplo de lo expuesto, consideremos una

serie de tiempo, estacionaria, que acepte la represen-
tacién autorregresiva, de tercer orden, dada por la ecua-

cién.
x, = 0.6x,, + 0.4x,, -0.192x , + e,
parat=4,5,6,..., y que, por lo tanto tiene los valores

XL XS Koy or

mientras la variable aleatoriae, toma los valorese ,e,,

OREE

Su ecuacién caracterfstica (0 auxiliar) es la de tercer
grado

m’- 0.6m? - 0.4m + 0.192=0
que tiene los coeficientes a, = -0.6, a, = -0.4, a, = 0.192.
En este caso tenemos:
H = (3a,-a) +9 = -0.173333333...
G = (2a; - 9a,a,+27a,) +27 =0.096
VG + 41 = 0.1077720447 i, coni = -1
2u% = -0.096 + 0.1077720447i =
= (.1443288385e!13! 6%
u = 0.416333195e* %77 ‘
v = -H/u = 0.416333195e43278673% :

u+v=0.60

u-v=0577350266 i =i/N3
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de manera que las tres rafces son todas en médulo menor
que 1, porque:

m=u+v-a A =08

-(u+v) + (u-v)V3i a

m2= — =
2 3
-06-1 06
= —t— =-06
2 3
-(u+v) - (@-v)V3i a
m’ = -— =
2 3
06+1 0.6
S +— =04
2 3

Usando las férmulas (25) calculamos p,, p,, P,:

p, =0.5232+ 0.678336 = 0.7712991792
p, =0.4848-0.678336 = 0.7146900651
p, =0.369919488 + 0.678336 = 0.5453337107

U§mdo el operador E, nuestra ecuacién serial tiene la
solucién pax;icular (segiin las ecuaciones (06) y (07)):

c, C, c,

1-m B/ 1-m E-+ i-mE"

y los coeficientes C,, C,, C, est4n dados por las ecuaciones

(08). Sustituyendo allf los valores numéricos de m,, m,,
m,, se encuentra

C, =-0.64/-0.56 = 1.142857143
C, =0.144/-0.56 = 0.257142857
C, =-0.224/-0.56 = 0.40000000
Con esto podemos calcular la expresién
C, C, C,

+ +—+
I-m?  1-m?! I-m

3

2CC, 2CC, 2CC,
+ + + =
I-mm, 1-mm,
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=3.628117914 +0.103316325 + 0.19047619
+0.397131825 - 0.205714285
-0.914285714 = 3.199042254
y por lo tanto, segiin la ecuaci6n (23)
7 =3.199042254 &*

Para calcular la ecuacién (28) de los coeficientes de
autocorrelacién aplicamos las férmulas (29) y obtene-
mos:

K, = 1.123124823
K, =0.077950749
K, =0.201075573

y por lo tanto

P =1.123124823x 0.8/ + 0.077950749 x (-0.6) +

-0.201075573 X 0.4
Podemos pues formar asf 1a tabla para hacer el corre-
lograma:

j P,

0 1.0000000000

1 0.7712991792

2 0.7146900651

3 0.5453337107

4 0.4649868099

5 0.3599050779

6 0.2972336982

7 ©0.2330247826

8 0.1896065739

9 0.1499049895
10 0.121044861
12 0.07734685847
14 0.04945609775
16 0.03163505774
18 0.02024032099
20 0.0129515954
22 0.008288224116
24 ~0.005304176324
26 0.00339456945
28 . 0.002172487223
30 0.00139037842.
40 0.00014928899

Para construir la funcién w (o) de densidad espectral,
calculamos:




1+a+a+a? = 140.6:4+0.42+0.192* = 1.556864
2(a, +a,a, +aa)=-0.8736
2a, +aa)=-1.0304
2a,=0.384
y recordando que
o/ v =0.312593557

se puede escribir la densidad espectral:

0.312593557

w (o) =

1.556864 - 0.8736 cos o - 1:0304 cos 2a +0.384 cos 3 o

cuyos valores tabulados se dan enseguida hasta 190°:

o

una distribucién rectangular o uniforme, con recorrido

desde -3 hasta +3, conmediaigual a cero y condesviaci6n
tfpica igual a V3.

Lartabla final presenta los doscientos valores x, x,, ...,
X,00 Y 10s doscientos valorese,, e

2 -+ €,0otomados al azar
de la distribucién rectangular.

Reconocimiento. El autoragradece al Ingeniero David
Poveda su ayuda con el trabajo de computador.

FUNCION DE DENSIDAD ESPECTRAL
DEL PROCESO

Xy =0.6 X1 +0.4 X, 5 - 0.192

w (o) ‘1_”
0° 8.47964293 \
10° 5.138769853 \|
20° 2.255099034 \ .‘ :
30° 1.096418604 d T :
40° 0.6049567643 !
50° 0.3713844282 \ }
60° 0.2498222254 ; 1 1
70° 0.1822858519 1 \
80° 0.1432979211 g \ J
90° 0.1208201239 \ \
100° 0.1089623273 ’ L
110° 0.1049838755 \ ;
120° 0.1080567759 ; ‘\ e
130° 0.1188621042 _ﬁ\ \
140° 0.1396034613 . T 15 '
150° 0.173834624 \ Sasele) a0l Mg e
160° 0.2238491647 Sy
170° 0.2800066562 e M ST L] e
180° 0.3076514442
190° 0.2800066562
En el dibujo anexo se muestra la grifica de esta
funcién en dos escalas de las ordenadas para facilitar su BIBLIOGRAFIA
lectura.

Por otra parte en otro diagrama de computador se

muestra una realizacién de la serie de este ejemplo, con

BOX, George E. P. and Gwilym Jenkins. Time Series Analysis Forecast-
doscientos términos

ing and Control. Oakland. Holden Day. Inc. 1976. 575 p.

KENDALL, Sir Maurice. Time Serles. London. Charles Griffin and

Company Ltd. 1973. 197 p.
x,=0.6x, +0.4x_-0.192x , + e

en donde los tres valores iniciales de la serie son x =10,
x, = 10 y x, = 10; y en donde todas las variables e, tienen
%
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Mac FARLANE, A. G. J. Engineering Systems Analysis. London:
Addison Wesley Publishing Co. 1964. 272 p.
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t X, e, t X, e, t X, (5 t X, e,
0 10 0 51 6530001 2.680595 102  -1.61060  -0.88237 153  -0.22852  -0.67310
1 10 0 52 378878  -1.06154 103  -3.15227  -1.32637 154 2266192  2.679466
2 10 0 53 3552667° -0.52298 104  -177155 0507682 155  -1.37028  -2.53582
3 5808101  -227189 54 194327  -045008 105  -4.39030  -2.37570 156  1.336011  1.207828
4 6476026 0911165 55 325  1.390418 106  -4.69444  -195687 157  -0.37308  -0.19146
5 6502023 2213167 56  0.361501  -1.68369 107  -5.62703  -1.39438 158  -1.28992  -1.86357
6 6755045 1378575 57  -0.53472  -1.67852 108  -4.32481  0.086244 159  -3.29197  -2.11227
7 7.203558  1.793118 58  0.782210  1.582447 109  -1.67929  2.265081 160  -3.36565  -0.94613
8 3217953  -2.55781 59  1.281103  1.095076 110  -2.16571  -0.50861 161  -4.66820  -1.57968
9 3457103  -0.05812 60 2479807  1.295593 111  -3.49177  -235099 162  -6.16375  -2.64862
10 1705474  -0.27288 61  4.453972  2.603831 112  -2.34742  0.291506 163  -6.32732  -1.40799
11 -0.56822  -2.35650 62  1.993081 ~ -1.42525 113 -32464  -0.85705 164  -7.97192  -2.60632
12 2380553 2703062 63 2601425  0.100110 114  -2.33954  -0.12316 165  -8.58766  -2.45701
13 2096813 1223222 64 1337612  -0.16531 115  -1.31605  0.935530 166  -6.06942  1.057099
14 2510593  0.191184 65 = -0.71558  -2.17605 116 1501187  2.60333 167  -7.79246  -2.24636
15 4714984 2826969 66  -0.49159  -0.09781 ~ 117  0.016801  -0.80668 168  -4.88207  0.572342
16 2356237  -1.07440 67  -0.18358  0.654423 118  -0.86856  -1.73179 169  -5.36464  -0.48374
17 5554469 2736767 68  -2.10751  -1.93811 119  -1.16864  -0.36599 170  -5.56603  -1.89056
18 597699  2.607091 69  -227161  -1.02805 120  1.338406 2390242 171 - -5.36798  -0.81987
19 5565205  0.209620 70  -3.70130  -1.53058 121  2.187958  1.685607 172  -2.37481  2.042383
20 5049989  0.386528 71  -230575  0.419025 122 0804766  -1.26775 173  -5.14580  -2.64239
21 5135807  1.027313 72 -0.55867  1.869152 123  1.020173  -0.080.89 174  -3.67574  -0.66898
22 5248394 1215434 73 279993  -2.25307 124  -1.48288  -1.99680 175  -3.02922  0.778579
23 5678413  1.444651 74  -4.40656  -2.94583 125  2.305783 2941958 176  -1.34235  0.957484
24 5521591  1.001261 75  -6.22086  -2.56421 126 2771997 2177553 177  1.669593  2.98095
25 4300273 -0.27635 76  -6.95167 -1.99412 127  2.310355  -0.55987 178  1.901438  0.855012
26 2703405  -0.99514 77  -4.53758 1275704 128  3.421619 1369317 179  4.590884 . 2.524452
27 0.223125  -2.05888 78  -4.15789  0.150924 129  3.000888  0.555998 180  5.460799 - 2.266256
28 1.807206 1.417621 79  -0.37885 2596187 130  2.423818  -0.30177 181  3.663234  -1.08452
29 0911797  0.257277 80  -0.34662  0.672629 131  3.287427  1.289731 182  6.469719  2.968909
30 0782935  -0.44418 81  0.770404  0.331608 132  4.451463  2.085651 183 2228971  -2.06968
31 -2.17981  -2.66731 82 1711088 1314755 133  2.632065  -0.88841 184  3.527904  0.305975
32 0439828  1.609609 83  1.011431  -0.38993 134  0.146321  -2.58231 185 1.29049  -0.47565
33 -067713  0.081217 84  -1.24173  -2.38511 135  -0.24139  -0.52733 186  2.215718  0.458225
34 0572462 0384287 85  -1.61581  -0.94681 136  -1.57875  -0.98708 187  -1.81711  -2.98538
35 1434566  1.446389 86 0344627 2005007 137  -1.67032  -0.59842 188  .0.55540  -0.10365
36 2190879 0971144 87 2273232 2474368 138  -0.75496  0.832383 189  -1.76206  -0.27655
37 0.167141 -1.6113 88 1528825  -0.28320 139  1.056574  1.874562 190  -2.48023  -1.54971
38 0486768  -0.21443 89  -0.07661  -1.83703 140  -1.97809  -2.63075 = 191  0.684054  2.770383
39 -229037  -2.22864 90 2058178  1.929077 141 0527272  1.146546 192 2.6899  2.933244
40  -1.30178  -0.09017 91  1.352632  0.441904 142  -0.02214  0.655585 193  -0.43607  -2.79984
41  -445873 -2.66805 92  3.744511 2094951 143 1308053  0.730640 194  0.440915  -0.24205
42 357821  -0.82200 93  0.078814  -2.31377 144  1.998694 1323958 195  0.707680  1.134023
43 -3.25289 0427581 94  4.171547 2886159 145 294025 - 1.213559 196  3.167164  2.482463
44 0413706  2.940652 95 2305599  0.490091 146  4.473573 2161092 197  0.230804  -1.86791°
45 -1.625  -1.25908 96  3.778936  0.692090 147 2070988  -1.40550 198  0.992843  -0.27663
46 0761727 0946688 97  3.528375  1.169711 148  4.55878  2.091286 199  0.533977  0.454044
47 2362279 2634674 98 527692 2110995 149  2.039652  -0.66508 200  3.04668 237347
48 1313885  -0.72017 99  3.151251  -0.71029 150  4.676677  2.027003
49 392904 2342049 100  1.694957  -1.62911 151 2.5534  -0.19318
50 4.21676  1.787339 101  -1.33528  -2.59958 152  0.535231  -2.47586
%
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