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Significado del factor de longitud

—~—

eficaz K, en el disefio estructural de -
marcos planos elasticos

L .

Por el Ingeniero Gabriel Garcia M. *

ARTICULO 1

INTRODUCCION

Dos articulos recientes, uno en el Jnl. del ACI. de
Julio-Agosto del 86,y el otroen el Jnl, de la Structural
Division de la A.S.C.E. de Agosto de 1986>, traen de
nuevo sobre el tapete, el problema del factor de longitud
eficaz K que define la carga critica Pcr de un elemento
sometido a flexo-compresion, generalmente aceptada co-
mo dada por la expresion:

w2El : :
Per = =, 7E 1)
(K2u)? K*
donde:
y = longitud del miembro articulado
w2 El 3
P = Pt carga critica de Euler
2
u

En ambos articulos, y en muchos otros, como por
ejemplo los de las referencias (7), (10), (11), se muestra
como los valores que generalmente ofrecen los algorit-
mos suministrados por la técnica ordinaria, para calcular
a K, como por ejemplo las formulas de Furlong, dbacos
de Jackson-Moreland, Cranston, etc. no son satisfacto-

rios en algunos casos, para representar al fenémeno fisi-

co propuesto.

Este problema tiene gran importancia pues, algunos c6di-
gos, v.g. el A.C.1.%, proponen como férmula para calcular
el momento de diseiio (MD)7,de un miembro a flexo com-
presion, en un marco sometido a cargas laterales, la si-
guiente:

Mp = Mglp+MsSy )
con
8y =  factor de amplificacion para marco arriostra-

do,

* Profesor Titular, Profesor Emérito, Maestro Universitario de
la Facultad de Minas, U. N. de Colombla.
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factor de amplificacion para marco no arrios-

85 =
trado,

Mg = momentos de cargas de gravedad de primer
orden. -

My = momentos de cargas laterales de primer or-
den, .

donde:

‘ 1
) = —_—>1 : 3
s . TP ; (3)
¢ZPcr,

Pcr, = carga critica en pilares con desplazamiento la-
teral.

El factor Bb tiene una forma semejante:

& = —— . @)

¢P01'2

Pcr, = carga critica en pilares arriostrados contra
desplazamiento lateral.

En la expresion (3), las sumatorias se extienden a to-
dos los pilares del piso,y en la formula (4), que toma en
consideracion iinicamente al miembro que se disefia, Cy,,
representa las probabilidades de obtener una o dos curva-
turas en el estado eldstico. -

Algunos otros c6digos® han propuesto férmulas suce-
ddneas para la expresion (3), como por ejemplo:

1
85 = (5)
1-Qu
donde:
Qu = (ZPy/Hy) Au/f) (6)
con:
Hy = 2ZVy = esfuerzo cortante acumulado en el
' piso,
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Ay = desplazamiento lateral Gltimo del piso.

Obviamente, este procedimiento requiere ser aplicado
en forma iterativa, pues Ay es producido por Hy. Esto
alarga y encarece el proceso de disefio. Pero en el fondo,
ademds, este método se hace inaplicable cuando se quie-

re llegar a una simple relacion de desplazamientos de pri--

mero a segundo orden en el rango ineldstico’ .

ARTICULO 2

_..DISCUSION

Realmente, la esencia del factor K de la formula (1)
es correcta en sf misma, pues la reduccion de la longitud
del miembro* es una forma simple y sencilla, de dade
variabilidad a la carga critica para que represente la ines-
tabilidad eldstica de un miembro a flexo compresion,
con diferentes tipos de restriccion en sus extremos.

El autor ha mostrado en las referencias (6), (7), (8)
un método para representar a la carga critica de miem-
bros a flexo-compresién con desplazamiento lateral en
funcién de un factor 0 que es funciéon de los grados de
empotramiento de los extremos del miembro:

m2EId ‘

Pcr, = = PEa ‘, (7)
u |
donde '
{

5o 1 132 +1R) (@-£2) + 1R (2 + £2) 4-1B) ®

K? 2(4-13) (4 - B)

y donde fg y fg son los grados de émpotfalniento delos
extremos A y B del pilar: Fig. (1).

S N,

El Lu

\TB/MBA
Pu

FIGURA 1
L2

——

* La lohgitud reducida fue utitizada por Timoshenko en la re:
ferencia (5). )
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Como puede verse en las reg'erencias (8), (7), (8) los
grados de empotramiento fA, f pueden tomar todos los
valores del intervalo.

0<ff<1
9
i=AB

Cuando el valor es 0, el extremo tiene una restriccion
equivalente a una articulacién. Cuando es 1, el extremo
estd empotrado.

De la equivalencia dada por 1a ec. (8) deducimos:
_ 2(4-£3)(4-1B) M0
- 0

22 + 1) (4-£3) + B (2 + 1A) (4-1B)

Asi, pues, el (G.D.E.) nos proporciona una forma
simple de obtener el valor de K en cualquier situacion
de restriccion, para el caso de estructuras sometidas a
desplazamiento lateral o que posean poca restriccion
lateral, desde que se hayan determinado previamente los
grados de empotramiento de los extremos. Més adelante
veremos como se resuelven las paradojas de Cheong-Siat-
Moy? y algunos ejemplos tipicos de inestabilidad elasti-
ca, en una forma simple, rapida y elegante; pero antes, es
preciso recordar que en el grado de empotramiento, la

expresion (3) se cambia por® 78
8 = 1
1.8 ZPy (11)
¢EPCI']
donde:
2
¢ = = 0,82 12)
-12
‘Los demis términos conservan su significado previo.
EJEMPLO 1)

1) Vamos a resolver el ejemplo de Cheong-Siat-Moy?,
xepresentado en la Fig.(2).

‘mx {27 .22 ton) ;eox {27 22 ton) ‘GOK 127,22 ten)
8 c
82K @ <
b= 5800 in? (beB300 in*
k=428 In* to= 428 In* Ice 428 in*] 216" (8,49 m)
A o e
o720 0820m) | 720" (1829m) |
f . ] N

b= 5800 x {0,0264%) » 0,00248 m*
[

Es=2x 197 ton/m?
lo= 428x(0,0284') = 000018 m* )

. FIGURA 2
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Las rigideces relativas (I/2) para los pilares AB, DCy
EF geran:

0,00018 .
keBs = _ = 0,32x10"%m?

5,49

y para las/vigw i

0,00246
18,29

kp/Es = 1,34x10™* m?

Se deducen inmediatamente los G.D.E.fgp =1° y
p: o

(2B = fBA = fBc = DC = fEF = fFE = ffc = 0, por ser~

articulaciones).

o _ =
fcF Kp -
1+

4k, 4kp
+

(4-fDc)

(4-13¢c)

1
134

= 0,65633
1+
4x3,2 + 4x134
4 4

o 1
ke

1+

4ky 4k
b ,:
(4-fFc)

(4-fBC)

1

' — = 00,8933

3,2 .
4x 134 x 2

1+

L)

4./

Para ver la deduccion de estas ecuaciones véase las re-
ferencias (6), (7). De la ecuacién (8) se deduce enton-
ces: OAB=OEF =0,y ademds:

_ 1tp(@+ Do) (4-¢p)

204 -13) (4 -2

-0,8933
~ 08933 2x (4-0,8933) _ 0228

2 (4-0,8933) x 4
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- Kpc = = 232, es el factor K del pilar
v dpC DC, por la.ecuacion (10).
De la ecuacion (7):
: =
Pdc _ 7 (ke/Es) EsdpC _
cry -
pC

7* x0,32x 107 x 2x 107 x 0,2238
= —= 256,92 ton,

5,49 (566,40 Kips)
y de la ecuacién (11):
1
65 = i = = 1,35
. #1 ZPN 0,82 x 180
T Per 566,40

es el factor de amplificacién, 8 del marco, dado por

Cheong-Siat-Moy.
i

COMENTARIOS

En este resultado puede verse como, aplicando la
ecuacion (10), los factores K de los pilares ABy EF son:

1 :
KaB= — =>-Pip, = 0

0 1

1 ef
KEF = _0 =oco>Per, = 0

ya que sus extremos se encuentran articulados, o sea,
desde el punto de vista de la resistencia al desplazamien-
to lateral, los pilares AB y EF poseen unas Per; nulasy
por consiguiente son completamente ineficaces. Esto es
lo 16gico.

Sin embargo, para el disefio de los pilares ABy EF co-
mo si pudieran resistir carga vertical, las columnas deben
trabajar articuladas. Evidentemente, los pilares articula-

"dos AB, EF, solo podrian resistir carga axial inicamente

en el caso de tener desplazamiento lateral impedido, en -
cuyo caso, tal como lo veremos mds adelante,el K=1,0

sea: Pcr, = PEg.

En el caso del desplazamiento lateral impedido no se
pueden usar los K dados por la ecuaci6n (10),1a cual es
vilida Ginicamente para el caso de inestabilidad eldstica
con desplazamiento lateral, que es el caso de la mayoria
de las estructuras con que trata el ingeniero. Para el caso
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de los Per, , el K debe obtenerse de los dbacos de Jack-
son -Moreland, o por medio de un método mis exacto,
como el que veremos en el ARTICULO (8); pero antes
veamos ofro ejemplo para el caso de inestabilidad
eldstica con desplazamiento lateral.

EJEMPLO (2)

Ghali-Neville®, traen un ejemplo de inestabilidad
eldstica de una estructura, la cual resuelven por el
~método clésico de buscar la condicion que anule a la
matriz de rigidez de la estructura. Presentamos la estruc-
tura en Ia Fig. (3). .

. 5b K 5b .
r I I
': 0

A =0 ] . B ] |°.o ¢

-
14

' '
k ge k et « 02—
AB/Es" kge s . " . ®

X ' '
'8D/Ese — = 0,25 —
ad b a1

';nl__—
770777

FIGURA 3

Esta estructura se puede deformar lateralmente y por
consiguiente su inestabiliddd eldstica se obtiene por
medio de las férmulas (7),y (8).

Los G.D.E. se deducen como en el problema anterior:

5 1 1
BD = = =
k
| 1+ —“BD _, 0,25
2x 4kAB 2x 0,20
‘_ 4- 3
04
—— = 06154
0,65
1
0
fga = fpCc = =
k
1 4+ _"BA__
4kBC + 4kpp
4-0 4-1
_ 1 1
0,2 B 0,6
+ - 1+ —
4x02  4x0,25 1,6
| I +
f 4 3 ‘
16 . '
i =——= 0,7273
j 2,2 N
52 =

De la ecuacion (8) obtenemos:

,.Be+rdpe-b+ f8p (2 + D) (4 - fBD)
0 0
2 (4 - D) (4 - {BD)

_ 26154x 3+ 0,6154 x 3x 3,3846

- = (,6941
2x 3 x 3,3846

de acuerdo con la ecuacién (7)

T2EId
16b?

Pcr, -

EI
= 04281 ——
b’z
El valor proporcionado por Ghali-Neville es:

EI
Per, = 0,436 _bT-

Nuestro valor difiere en 1,819/o de este valor.

Este ejemplo corrobora lo que habiamos dicho antes:
El G.D.E. permite deducir en una forma rapida y elegan-
te la Per, de las estructuras con desplazamiento lateral.

ARTICULO 3

CASO DEL DESPLAZAMIENTO LATERAL
IMPEDIDO

Vamos a estudiar a continuacién el caso de piezas
prismdticas de seccidon constante, con desplazamiento
lateral impedido, siguiendo los pasos de Timoshenko®.

Este autor establecid que para estos miembros, con
extremos eldsticamente restringidos, la condicion criti-
ca estd dada por:

S E 1, W 2
P <u>] [_+_<u_>]_[¢_<w_] ~ o as
Q 3k B 3k 6k
donde:
3 1 1
\I'(u]= —_ (— - )
tg 2u

i 2u 2u

. Funciones de-Bérry * (14)

* Tabuladas en “Theory of Elastic Stability”. Timoshenko®

~——
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a y B son factores que dependen del G.D.E. (Grado de
Empotramiento) de los extremos del miembro; el G.D.E.
estd dado, realmente, por las rigideces de los miembros
que enlazan con los extremos de aquél; asi por ejemplo:
Figura (4)‘ =

L3 \g

@
o

FIGURA 4

fa =————# ' (15)

(e}
3 4K k f% \ (16)

*% Para una deduccién de esta expresion, véanse las referencias
6), (7), (8).
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Ahora bien, o y f son les=denominados “factores de
rigidez”® y equivalen a los momentos necesarios para
que un miembro prismético de rigidez k,rote un dngulo
unitario. En la referencia (6), hemos demostrado que es-
te factor tiene la forma para el miembro i que llega al

extremo A: , ko
12k;
aj = °
4-1%
i = 1,2,3

o :
siendo f%j, el G.D.E. del extremo opuesto al extremo A
del miembro i, de rigidez kj: Fig. (4).

El dngulo que gira el extremo A sera:

M, M, M;

0 = = = ¢
oy [+ 2} Qs
3
Mp = M,+M1+M3—0A(Oln tata)= 0 To
i=1
4kj 3kfo
¥ Ma = 307 Z = 0a ‘:,porla(le).
i=1 4 .f!Zi 1-fa
% (17)
S fo)?,
L gy =-—ALTA) (18)
o .
3k faA

o
3k fa
R a = o
1-fpo
3 fp

g = L1 | (19)
1-fp

La ecuacion de estabilidad critica (13) se puede escri-

bir, entonces: , . o~ |
£a 2(1-%5)
2C2) 4 sy + 2y -$2@=0 |
fA t'B (20) *

Comprobemos que esta ecuacion satisface algunos ca-
sos limites:
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10.) Piezarestringida simétricamente:

(] 0 o
fa=fg=1:

[+
[—2—(1;—“ + 2‘1’(u)]2 -¢2m)=0

£
0
2 (1-1)
- 2¥@u) + ¢(u) =- T
o .
L 2(1-f) (21)
u :3f°

1-a) Extremos articulados:

(o]
f =0
T '
E:_oo yp=—= — PcrzlEI
u 2 2
T EI .
- Per, =——=PE>K=1 (22)
Qz

L
1-b) Extremos empotrados: :

o
f =1

e
ﬂ =0->u =ﬂf—VPcr,lEI
u

2
. 4g’El _ PE 1 |
= Per, = =3 K=" @
2
2

20) Pieza con un extremo libre y el otro empotrado:
(6) ) .
fa = 1,fg=0, '

La ecuacién (20), arroja entonces el siguiente resultado:

vule+ v = %qs’ ()

&,

Esta ecuacion se satisface con la siguiente solucion:
Y@ = 0->2u=449->u=2,245

54 =

2016El 7 EI
Q2 (0,79)%
- K= 0,7 (24)

- Per, =

Veamos enseguida algunos casos particulares:

10) Buscar la Per, del pilar AB de las estructuras (a)y

(b) de la Figura (5).
1 =1 P fe=1
"’ Bc  ¢” l L
o Ely Ely
[ e | b b I
= ' I !
L
- El
f;:‘] ' foAno—>
w7z — —;""
A @ {b)
FIGURA 5
Para el caso (a):
o _ 1 _ 1 4I,%
fBA = = =
Ib 3Ib 45,2 + 3Ib
1+ —(1-0,25) 1+—
) 1121 41]2
1-f§ 3 Ib
13 4 L0

La ecuacioén (20) da para este caso, con foA =1

W (u) [3 b + \I’-(u)] 1 ¢2 (m) . (25)
4 1,0 4

La solucién de esta ecuacion se obtiene de las tablas
de Berry, por ensayo y error.

=
Parael caso (b):

Con foA =0,y f%A es idéntico al caso anterior. La ecua-
cion (20) queda entonces:

3 b
[‘I’(u)+°°][— — + ‘I'(u)] - =i¢2(u) (26)

cuya solucion es: | #
. 3 Ib 3 1 1
Y=- — — = —(—-—) @
4v7112 2u 20 tg2u

DYNA No. 109 MAY0/87 MEDELLIN
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Resolviendo esta ecuacion para u se obtiene la Per,.

—

EI,
Cuando —— = %o se obtiene la solucién dada por la
(24), para un extremo libre y el otro empotrado.

Hagamos Ib = ], ¢ y busquemos la solucion parau:’

!

14,67E1 2
2u=3,83>u=1915Por, = ——— = j‘l
L (0,829*

- K =.0,82

Deduzcamos el mismo valor por medio de los dbacos
de Jackson-Moreland: P
. g
Yp = o
- K = 0,87
¥g =1

0 sea un 69/o de error en K, lo cual implica un error de
119/o en la Per, del lado antiecondomico, pues hace apa-
recer a la Pcr, mas baja de 1o que en realidad és, aunque
el error es del 1ado de la seguridad.

20) Resolvamos el caso de la Figura (6)

o
fL=1
o -
f:=1 . L lk @ fL=1
L L
= . :g'
7] k A 4; k Vv
7
07 @,
f°l 1 f k =
: fo\ @ -
ﬁ k B g y k r-e
G
.@Tk N
] P
fLﬂ‘l i '
177774
FIGURA 6
Caso de simetria
1 I 4
o = — -— =
fAsz = . = — 1 = 0,8
1+ 14— 5
3 4k 3x —
.E - o 3
l=14_fgi
1-0 . %2 _ o2
- 0 _— ’
f - 08
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Utilizando la ecuacién (21):

tgu 2x1 1
—_— = =- —=-0,1667=2z
u 3x4 6
- u = 3,00 z = - 0,0475

u = 285 z = - 0,1053

u = 250 z = - 0,2988

u = 2,70 z = - 0,1751

u = 275 z = - 0,1502

u = 2,72 z = - 0,1649

u= 271 , z = - 01699

u = 2,715 z = - 01676

u = 2,716 z = - 01669

u = 2,7165 z = - 0,1666

295175E1  2,990772EI m2EI

Per, = = = :

. [ Q2 (0,5782¢)?
- K= 05782 (29)

H

2a) Supongamos los extremos de los miembros (1),
°(2), (3), (1), (2)’, (3) articulados en lugar de em-
potrados: ‘
0
foi = o0 |
i=1,2,3,1’,2°, 3 .

Se'tendré:
o o 1 ot 3
f,= fg= —— =— =075
A~ 'B 1 PR
1+ —
3
12 025 1
»>——=——=—= 03333 u=2,60 2z=-02014
© 075 3 u=2,656 z=-02021
tgu 2 u=2,62 z=-0,2193
‘*—=‘9_='°'2222=z u=2,61 z=-02253
u .
u=2,605 z=-02283
u = 2,615 " u=2616 z=-0,2223
27,3529 E1  2,777°El
?cr; - Qz T QZ
_ w2 El
(0,608)*
K = 060 (30)
55
\




L]

2-b) Resolvamos el problema por medio:de los abacos
de Jackson-Moreland:

Y k columnas .

\I[A =\I!B = = 1

N

Z k vigas
K= 015 (31)

Pero si se supusiése que los miembros (1), (2), (3),
(1), (2)’, (8)’ trabajan a flexion, se tendria:

1
Wy = ¥g =—= 033 > K= 064 (32)

3

el cual es un resultado mds conforme con los valores da-
dos por las ecuaciones (29), (30).

La suposicion se justifica por el hecho de que la falla
por inestabilidad eldstica de 1a piezano puede alcanzarse
sin giro de los extremos A o B, giro que somete a los
miembros (1), (2), (3), (1)’,(2)’, (3)’ a flexidn.

En esta forma se advierte la importancia relativa que
tienen las restricciones de los extremos de los miembros
(1), (2), (3), (1), (2)’, (3)’ en el comportamiento del fac-
tor K para el caso de desplazamiento lateral impedido.

{

Para miembros externos émpotrados se obtiene K =
0,58 y si éstos estdn articulados, 0,60, o sea un 3%o de
diferencia, aproximadamente.

En cambio la diferencia con los dbacos de Jackson
Moreland puede llegar a valer el 250/0, del lado de la se-
guridad, pero del lado antieconémico.

CONCLUSIONES

1o.) El factor de longitud eficaz, K, es una forma expe-
dita y simple de determinar la carga critica Per,,
Pcr, , para miembros con desplazamiénto lateral pro-
bable y para miembros con desplazamiento lateral
impedido respectivamente. Su utilizacion en la
técnica del disefio estructural, ha sido amplia, pero
ha dado lugar a algunos resultados inconsistentes o
paradbjicos, que se pueden imputar a un célculo
erréneo del factor.

20.)Los miembros sometidos a flexocompresion, per-
tenecientes a estructuras con desplazamiento la-
teral, tienen una Per,, que puede ser calculada por
medio del G.D.E., ecuacién (7), con un factor K,
_calculado con la férmula (10), con buena exacti-
“tud, en una forma expedita, ripida y elegante, sin

o o

dar lugar a ambigiiedades o a resultados paradéji-

" cos’,

56

30.)Los miembros sometidos a flexocompresion con

desplazamiento lateral impedido, pueden ser calc}J-
lados con las Pcr, obtenidas a partir de la ecuacion
(20), o en su defecto a partir de los ébacos de
Jackson-Moreland, con resultados por encima de la
seguridad, pero antiecon6micos.

40.)Los resultados de.los dbacos de Jackson-Moreland

2)

3)

4)

5)

6)

7)

9)

10)

11)

pueden mejorarse para miembros con desplaza-
miento lateral impedido si se permite incluir a
todos los miembros confluentes a los apoyos del
pilar en estudio como miembros de flexion, salvo

naturalmente el propio pilar.
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