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Un ejemplo interesante
de espacio vectorial

R, 3
£4

Por: 1.Q.,1E. Gabriel Poveda R.

1. Consideremos un sistema constituido por dos “apa- pondiente paré A, , es fdcil deducir 1a probabilidad

ratos” A;, A, como los que aparecen esquematiza--
dos en la figura anexa, conectados o articulados en
paralelo y que pueden funcionar independientemen-
te el uno del otro. Supongamos que el sistema cum-
ple sus funciones si uno siquiera de los aparatos o
unidades A;, A, estd en funcionamiento o en con-
diciones de funcionar. Un ejemplo familiar de esta
configuracion o sistema es el caso de -un aparato,
o pieza, o equipo para el cual se tiene una unidad
que puede reemplazarlo en caso de que falle, Otro
ejemplo muy conocido es el de que A;, A, sean dos
aparatos eléctricos conectados en paralelo.

Ay

—C 11—

Ay

La configuracién que describimos es una de las més
elementales (si no es la més elemental) que se estu-
dian dentro de la disciplina técnico-cientifica que
hoy se denomina Teoria de Fiabilidad (en inglés,
“Reliability Theory’’; en francés *Theorie de
Fiabilité ).

. Si uno y otro de los dos aparatos A;, A, estdn ex-

puestos a riesgos de fallas o dafios o parélisis que im-
pidan su funcionamiento, entonces el sistema como
conjunto también corre el riesgo de fallar en su ope-
racién o funcionamiento, lo cual ocurriré cuando (y
sélo cuando) ambas unidades constituyentes fallen

simultaneamente.

Si p; es la probabilidad de contar con A; en estado
de funcionamiento, y p, es la probabilidad corres-
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de que el sistema esté en estado de funcionamiento,
usando reglas elementales de la teoria de probabili-
dad. En efecto:

2.1 La probabilidad de que A, no esté en operacién

esl—p;.

2.2 La probabilidad de que A, no esté en operacion
es1—p,. t

2.3 La probabilidad de que ni A; ni A, estén en
operacion, o sea de que el sistema en conjunto
no esté én operacion es (1—p; ) (1 —p2).

2.4 La probabilidad (ie que el sistema esté en condi-
cidn de operacion es, entonces:

P=1-(@1-p1){(A-p2)=p1 +P2 —P1 P2

En esta nota queremos llamar la atencién hacia
el hecho de que la operacion entre p, y p, que
aparece en la anterior expresién, conveniente-
mente aplicada, permite construir una estructu-
ra de espacio vectorial sobre el cuerpo (o cam-
po) Q de los niimeros racionales,

Consideremos el conjunto C, de los niimeros com-

plejos, a excepcion del nimero z = 1, 0 sea, en la
nomenclatura muy conocida, el conjunto

¢,=C- {1+10] -v

Definimos en €y una operacion binaria (de composi-
cion interna) mediante la formula

(01)111 0 X3 = X3 + x, - X X

en donde las operaciones de suma (x; + x2)Yy pro-
ducto (x; X,) tienen el significado usual entre ni-
meros complejos. El simbolo “o” entre x; Y X
nos sirve para indicar la operacion que estamos de-
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finiendo, operacion que bien podria denominarse
“conexion paralela de x; con x;”.

Mostraremos ahora que (C,0) forma un grupo con-
mutativo,

4. Propiedad clausurativa-univoca. Esta propiedad se

sigue, sin mds, de la definicién por la formula (01),
y de las correspondientes propiedades, muy bien co-
nocidas, de la suma y el producto en C. Ademas x;
o x, # 1 € C, porque de lo contrario se tendria ne-
cesariamentex, = 1¢ C.y x, = 1 ¢ Cx. Luego
X; 0 X2 GC*. }

Asociatividad. Dados los nimeros X, , X, , X3 perte-
necientes a C,, tenemos:

51 (x; oxz)ox3=‘(x1 0 X3) + %3 — (X3 0X2) X3
=(x; + X — X3 X2) t X3 ~
(%1 + %2 — %1 X2) X3
(02) =x; + %X, + %3 — X X2 ~
X; X3 ~ X3 X1t X3 X2 X3
5.2 x, 0 (X, 0X3)=X, -i;(xz 0X3)—X; (X2 OX3)
¥xl + (x2 + xa. - X3 X3) —
X1 (xz' -i-x3 — X3 X3)
+x; + x3 — X3 X2 —

(03) =x,

X2 X:; - %3 X3 t X% X2 X3
5.3 Comparando (02) y (03), resulta

(%3 0x2) 0X3 =%; 0(X2 0X3)

6. Modulativa. El nimero complejo o +i.0 =0 € C,
es elemento neutro o modulo de la operacion:

Vxe Cy, x 00=x+0-x0=x
7. Inversion. Todo niimero x de Cy tiene un “inverso”,
que es el mimero — x/ (1 — x), en donde el signo me-
nos y €l cuociente indicados tienen el sentido habi-

tual entre nimeros complejos. En efecto, — x/
(1 -x) e C,,yademis

a VxeCy, xo0 (—x/(1—x)) =

= x+[x/A-0]-x[x/1-%)]
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x(1-x)—x +x°

(1 - x)

Tenemos pues que C, se estructuracomo grupo adi-
tivo-con la “suma” o.

Conmutatividad. Es evidente que

X; 0X3 =X +X2 —X; X3 Xy +X; —X3 X =X3 0X,

. Definamos ahora una operacion de composicion ex-

terna entre los nimeros racionales () y los nitme-
ros complejos de Cy, es decir una aplicacion.

(@x Cy) > Cs ‘

siendo @ x Cy el producto cartesiano de estos dos
conjuntos. Para cadan € Qy para cadax € C, defi-
nimos esta operacion porla expresion

(04) ndx= 1-1-x)"

y usamos el signo “A” para indicarla.

Obsérvese que, puesto que x € Ty, es decir x # 1,
setienel1 —x#o0oy1—(1—x)"+# 1,0 seaque
n A x € Cy efectivamente.

Esta operacion pudiera llamarse “multiplicacion de
% en paralelo de orden n”, evocando el modelo de
los elementos eléctricos en paralelo de que ya se
habld més arriba. Corresponde a lo que en espacios
vectoriales mas conocidos se denomina ‘“‘producto
escalar” por n (en el cuerpo Q de los niimeros ra-
cionales).

En la férmula (04) se tomaréa para el nimero com-
plejo (1 — x)™ su valor principal, es decir, arg (1 —
)" =n. arg (1 —x); siendo o< arg (1 —x) < 2 m,

Aditividad de la multiplicacion en paralelo respecto
al orden (en los racionales). Facilmente se calcula:

101 (n +m)Ax=1-(1-x)™ T
= 1-@A-x)M 1-x)™
102 (n Ax)o(n, Ax)=[1—-(1-x)M]

} +H1-a-x)")-[1—-a-x™]
C [-(1-x)f2] =

=1-@1-x™+1-Q-x" -1+

~—BYNA No. 109 MAY0/87 MEDELLIN

e — g -

H K



LM (3™ - @ (1
= 1o ol B )i

10.3 Por lo tanto: para toda pareja n;, n, de nu-
meros racionales y para cada x € Cx:

(ny +n3)Ax =, Ax)o (n, Ax).

11. ““Aditividad” para “los vectores” de C.. Calculemos

111 nAE, 0%)=nA(x; +x,- %, X5 )

=l 1 - x ch el

112 mAx))omAx;)=[1-1-x,)) +
= S
[ (= )P~ @ESsE R
=101 = 01— e
=1-(1-x, x5 +x, x2)"

11.3 Porlo tanto: para cada racional ny para ca-

i

13.

14.

da pareja de complejos x, , x, en Cy, se tiene

nh(x; 0x;)=(nA x,)o(nf‘\‘xz)

Asociatividad respecto al orden (en los racionaiés).
Para toda pareja (a, b) de nimeros racionales, y
cualquiera que sea x € C,, se calcula facilmente

aA(bAx)=1-(1-bAx)?
=1—-[1—(1—(1—x)P) 2 =1- (1 -x)P2= (ab) A x

Invariancia de los vectores respecto al elemento uni-
dad de los racionales. Evidentemente se tiene:

1Ax=1-(1-x)! =x

Las propiedades descritas en los numerales anterio-
res, desde el numeral 4 hasta el numeral 13 caracte-
rizan a (Cy, o, A, Q) como un espacio vectorial so-
bre el cuerpo Q de los niimeros racionales, que se ha
querido presentar en esta nota no solo por su posi-
ble interés téenico para ingenieros, sino por su inte-
rés pedagdgico en la ensefianza del concepto de es-
pacio vectorial,

- -

P =T X P W o7

una
imagen
vale mas
que mil
palabras.

DYNA No. 109 MAY0/87 MEDELLIN

63



