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Con el advenimiento de las computadoras electronicas y con su uso cada vez
mds extensivo en la solucién de problemas complejos de Ingenieria Civil, se ha
venido imponiendo la necesidad de un tratamiento compacto del Analisis Estruc-
tural, que sea susceptible de ser programado en forma adecuada en una computa-
dora. Ademads de ésto se plantea la necesidad de articular y unificar I6gicamente
los llamados métodos cldsicos para la solucidn de estructuras, usualmente trata-
dos en forma dispersa. Los dos objetivos arriba enunciados se han alcanzado me-
diante el empleo del analisis matricial en la formulacién y solucién de los temas
estructurales. En estas condiciones, los procedimientos de solucién de estructuras
hiperestaticas pueden agruparse en dos grandes categorias: Métodos de Flexibili-
dad y Métodos de Rigidez.

’

El Método de Flexibilidad consiste bdsicamente en:

1. Expresar los desplazamientos de la estructura en términos de las fuerzas in-
ternas y externas;

2. Reemplazar las relaciones anteriores en las condiciones de compatibilidad
que deben cumplir los desplazamientos, con lo cual se pueden determinar las fuer-
zas internas;

3. Una vez conocidas las fuerzas internas se pueden determinar |los desplaza-
mientos utilizando las ecuaciones establecidas en el numeral (1).

Este procedimiento se denomina también método de las fuerzas por ser éstas los
elementos hiperestaticos que primero se calculan. El operador que transforma
las fuerzas en los desplazamientos se denomina matriz de flexibilidad. A la catego-
ria de los métados de flexibilidad pertenecen la conocida ecuacidn de “tres mo-
mentos’” y el llamado procedimiento de las “deformaciones compatibles”.

El método de rigidez consiste esencialmente en:

a. Expresar las fuerzas internas en funcion de los desplazamientos de la estruc-
tura;

b. Reemplazar las relaciones anteriores en las ecuaciones de equilibrio que
deben cumplir las fuerzas, con lo cual se pueden determinar los desplazamientos;

¢. Una vez conocidos los desplazamientos se pueden determinar las fuerzas in-
ternas utilizando las ecuaciones establecidas en el literal (a).

Este procedimiento se denomina también método de los desplazamientos por ser
éstos los elementos hiperestaticos que primero se calculan. El operador que trans-
forma los desplazamientos en las fuerzas se denomina matriz de rigidez. A la cate-
goria de los métodos de rigidez pertenece la conocida ecuacion de '‘pendiente-de-
flexién’, cuyas soluciones iterativas mas importantes estdn representadas por los
métodos Cross y Kani.
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En el articulo que a continuacién presentamos se plantea la deduccion de la ma-
triz de rigidez para una viga prismética de eje recto, que posee un plano longitudi-
nal de simetria segtn el cual actiian las cargas externas. Se estudia ademds la inci-
dencia que, sobre la matriz de rigidez, tiene la variacién en las condiciones de apo-
yo extremo de la viga. La aplicacion se ilustra con varios ejemplos.

CORRECCION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ DEBIDO A LA
ELIMINACION DE RESTRICCIONES

Por Tomds Castrillén O.
Ingeniero Civil

I. INTRODUCCION.

En este articulo se estudia la influencia de la eliminacion de algunas restriccio-
nes en los apoyos, en la matriz de rigidez y el vector de carga de un elemento

lineal plano.

Se deducen la matriz de rigidez y el vector de carga corregidos, luego se hacen
unos ejemplos para ilustrar su aplicacién. Se supone al lector familiarizado con el
método de rigidez para el célculo de estructuras. ;

1l. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

En la figura 11-1 se indican las fuerzas que acttian en los extremos de un elemen-
to lineal plano.

WPiv

O) Pix

Fig. I1-1
Fuerzas aplicadas sobre la barra
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Fig. 11-2
Desplazamientos de los nudos

En la figura 11-2 se muestran los desplazamientos correspondientes a las fuer-
zas indicadas en la Figura 11-1.

En la figura 11-3 estén ilustrados los términos de carga (es decir, la fuerza de em-
potramiento debida a cargas aplicadas en el tramo).

Implicitamente se indica en estas figuras que las fuerzas esta referidas a coorde-
nadas globales aunque esto no constituye limitacién para las demostraciones.

Se supone conocida la relacién Fuerzas-Deformaciones o sea la ecuacion (Ref. 3)

IPl = [K||dl + [pFI (1)

que equivale a:

Pix Kip Ko Kz Kyp Kis Kig dix PI':t
Plv Koy Kz Kpz Ky Kps Kig dy Pl':
M, Koz, K3z, Ksa Kas K3s Kse o 7
PJx = Ktu Kiz Kaz Kag Kis Kye Ix + P]‘:c w2l
Py Ksy Ksz Ksa Kgq Kgs Ksg diy "15
Mj Ks 1 KG 2 K63 Ks 4 KG 5 Ka 6 ¢I M]F
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Fig. 11-3
Términos de Carga

Se han utilizado los coeficientes K|, para no restar generalidad a Ia.exposicién.
Es claro que por ejemplo esta relacién para un elemento espacial incluird una ma-
triz de rigidez de 12 x 12.

Se trata de establecer como queda la relacion Fuerzas-Deformaciones cuando se
elimina o modifica alguna restriccién en los apoyos.

Il1l. SOLUCION AL PROBLEMA
111-1 Eliminacion de las restricciones

La solucién consiste en lo siguiente:

a. Se iguala a cero la fuerza correspondiente a la restriccion eliminada. De la
ecuacion resultante se obtiene el desplazamiento correspondiente a la restriccion
que se elimind, en funcién de los otros desplazamientos.

b. El desplazamiento obtenido en (a) se reemplaza en el resto de las ecuaciones
(1) obteniéndose la relacién buscada.

Dicho de otro modo; se elimina como incOgnita, el desplazamiento correspon-
diente a la restriccién que se quita.

Quitando en i, por ejemplo, la restriccion correspondiente al giro o lo que es lo
mismo suponiendo el extremo i articulado. (Se eligié la restriccion correspondiente
al giro por ser el caso mas comin y conocido, ésto sin embargo no le quita generali-
dad a la demostracién, y se hace con el objeto de ilustracién).

Se tendra: (2)
M, =10 = K;,d,, Kiodyy + K330 + K3ad), + K35d]y + Kse®; + MlF
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De donde:
Kgdix T K3pd)y + Kgpd), + Kysd), + K36¢j) Mf

g o —_— (3)
% ( Kis Kis

Desarrollando la ecuacién (1) y reemplazando la ecuacién (3) en las ecuaciones
resultantes exceptuando la correspondiente a la restriccidn eliminada se obtiene pa-
ra la primera ecuacion:

Kaldlx + K32':’Iy g K34d]x + K35d]¥ + K35¢]

Pix = Kadjt Kizdyy — K3 Koz
M7
+ ‘. Vot Kygd +Kggd, + K, o6, P
de donde:
Ky3Ks, K3Ksz
P S _K;;_)dix + Ky, = _Ks;—) diy
Ki3Kag Ki3Kss
+(K14—_‘K33 )djx + (Kls_ “v)djy
K13Kse F I(13M::
+ {KIG_FK__?.;;_)Q)J+ Plx— Ks,

Algo semejante se hace para las demés ecuaciones (1a.). Es conveniente afectar
los términos con una sefal que indigque que ya es el término corregido. En este caso

o
se pondra P, v asi sucesivamente.

Sedeja al lector el desarrollo de las demas ecuaciones. Al final pueden ponerse las

ecuaciones asi:

Polx Ig11 £12 Ig14 I'2,15 I216 dix Plio
?y 02 1 'gz 2 '22 4 I22 5 E?_ 6 diy Plf;o
P;)k = 04 1 04 2 D4 4 |'()4 5 I€4 6 djx i Pj’;o (1b)
ﬁoy |?5 1 '25 2 05 4 I25 5 Ig5 6 dJ y Pl';u
“ﬁj I‘(36 1 KUG 2 126 a4 '26 5 '25 6 ¢ 5] ::0
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En donde las rigideces modificadas estan dadas por:

2 o e ) (4a)
ij 1j Knn
y para los términos de carga modificados
K
Fo_ ~F in F 5
TFo=1TF - - 2 2 (5a)

donde T es un término de carga (P, , P, , M)

El subindice n corresponde al numero de orden de la restriccion que se elimina.
Es facil comprobar que para la tercera de las ecuaciones (1a) se obtendrfia la
ecuacion M, = 0

Resumiendo:
Al quitar una restriccion se corrige la matriz de rigidez asi’:

1. Se eliminan la columna y la fila n, o sea las correspondientes a la restriccion
que se quita.

2. Los términos restantes de la matriz de rigidez se corrigen de acuerdo a la
ecuacion (4a).

3. Los términos de carga se modifican utilizando la relacion (5a).

El procedimiento descrito anteriormente puede seguirse utilizando para eliminar
otras restricciones. Si se supone, por caso, que la barra que se ilustra en la figura 1
esta articulada tanto en el extremo i como en el j.

Entonces: M, = I\J'lj =0

Si se supone que ya se ha hecho la correccion para tener en cuenta la articula-
cion en el extremo i, se tendré partiendo de la 1b:

o

o o (o] (s] o F
M= Kgydy + Kgpdiy +Kgady, +Kgodyy + Koo + M7 = 0

657y
De donde:
o o o °
6 =_K61dlx + Kgodyy + Keadjx + Kesdjy M';_c’
] = = =
Kes Kgs

Reemplazando seguidamente en las ecuaciones (1b) se obtienen las ecuaciones
corregidas (se hace Unicamente para la primera ecuacion).
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00 o [+] [s] o
Bl = KNG Ktk fdsstikidn
R gmies Iysen oW amun o Fo
o 61“ix 6241 64%] 65d M
= huod i p e e
Kee Kee
De donde:
o Ig (] o
L) 166
Pix = (Kyp — —=—2) d, + (K, - —=%) d_
KGﬁ KEG
o (o] o o
o le'"*64 16
T — o )dix + (K5 — = 65) d;y
Kee Kes
MF
A (pERe

Por Gltimo puede ponerse

[e]e] (o]o]

0o oo oo Foo
Pl Kl ldlx s KJ. Zdly it K14djx + Kldey it Mi

=

En donde, generalizando

o o
Eo %2 ig o Klprj
ij 1j o
KDD
K TiEo
Foo _ —Fo ip'p
Tiipen = Iigs TSNoE
Kop
00 I3 - .. . . - - -
K ij = Término ij en la matriz, corregido para tener en cuenta la eliminacién
de las restricciones n y p.
p = Ndmero de orden correspondiente a la restriccién que se elimina en la

segunda correccion.

Es importante anotar lo siguiente:

a. No pueden eliminarse tantas restricciones que hagan la estructura (el elemen-
to lineal y sus soportes) inestable.
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b. Tampoco deben eliminarse restricciones de tal manera que la matriz IKlen la

relacién IP| = IK|ldl sea singular porque entonces ocurrird que no p_uede obt.enerse
[dl en funcién de Iptlo cual quiere decir que el elemento puede sufrir cualquier gss-
plazamiento, como cuerpo rfgido, sin que ello modifique las fuerzas que actlian en

los extremos.
111-2 Apoyos Elasticos

Siguiendo la metodologfa descrita en I11-1, es fécil considerar el caso en que no
H . . . - I -
se elimina del todo una restriccién, sino que existe ésta en forma parcial.

En efecto, si, por ejemplo, en lugar de considerar el extremo i (en la viga de la
figura 11-1) articulado se tiene que hay un empotramiento elastico {caso frecuente
en las construcciones metélicas), se tendra: ( figura I11-1)

Mi

figura 111-1
Correccion Elastica

Notar que el giro de la articulacién eléstica es contrario al sentido del momento.
M, = =K,

en donde K, seré la rigidez de la restriccion (fuerza necesaria para que gire la uni-
dad). En lugar de la ecuacibn (2) se escribirfa:

= K¢y = Kgpdy + Kgpdyy + K30, + Kyudg, + Kygdy, + Ky, + M

(2a)
De donde:
Ka1dix T K3adiy + Kyad;, +Kygdyy + K369, A
_Kl _K:sa ‘“Kl“Kaa

¢ =

Si se sigue como ya se dijo con el mismo procedimiento, es decir reemplazando
@, en las ecuaciones (1a)
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Plx = I(11de + K12d1y

Kaldlx + K32diy + K:-Md_ix % Kasdly s K3G¢l 5 M'F
-K, - K ;

+ K

13(
33

t Kiadj +Kygd, + Kis®; + P,

Finalmente puede ponerse:

% Eoc c c c c
pe Ky it K12diy b K14djx 2 Klﬁdjy i Kig#; Pllrf

Siendo en general,

c K, .K
i i (4b)
b ki wrales
K
A in TF ;
: i Knn T KQ n {Sb)

En resumen se procede en la misma forma en que se dijo en la seccién Il recor-
dando que:

Ky = Rigidez del resorte del apoyo eléstico.

n = Namero de orden del apoyo eléstico.
El superfndice C indica correccién por apoyo eléstico.

IV. EJEMPLOS

—EI
dl'o @ @] d? @

Fig. IV-1
Viga Articulada en |
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- aral

Fig. 1V-2

Viga Articulada con nudos Rigidos

IV-1 Ejemplo

Se trata de obtener la matriz de rigidez para la viga ilustrada en la figura IV-1
partiendo de- la matriz de rigidez del elemento de la figura IV-2. No se tienen en
cuenta deformaciones axiales, ni deformaciones debidas a fuerza cortante.

Es bien conocida la relaci6n:

M, 43 —61? 212 6L2 ¢,

v, FIRERCIS R 1oL o0 —~6L° —12L d,

M, e 2L 62 sl 6L2 ¢,

v, 62 —12L Bl= . 4oL d,
Siendo:

E = mobdulo de elasticidad.
| = momento de inercia.
El significado de los demés términos se ve directamente en la figura |1 V-2.

Si se considera una articulacién en el extremo i y se aplica la férmula (4a) yel
procedimiento descrito en la parte |11-1 se obtiene sucesivamente sin tener en cuen-
ta el factor comGn EI/L4

o Ko1Ky —6L2 x —6L2
K22=K22"K—1=12LH( e = 3t
1
o K21K;3 —6L2 x 2.3
Kz = Kza—T=_6L2_(——TL—3—-} = —3L2
11
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® K21 Kia —6L2 x 6L2

3 Kag = Kaq — = =1l sll=———= = gL
|<11 4.3 )
o Kap Ky 213 x 213
Kag = Kgg— ———=4L3 - (——— ) = 313
K 413
o K31K1a 213 x6L2
Ksa = K3y — _K__ = BLZ—(’;} = 3L2
K 11 4.3
o Ka1Kia 6L2 x 6L2
K= Kye ~ = Pl (=== 5= 31
11 413

Quedando la relacién buscada ast?

O o
v 3L -3L2 -3L d,
[ El o
Ml = T i ¢,
o o
v, -3L 32, 3| d,

Esta ecuacién, bien conocida también, es vilida pues para el caso en que haya
una articulacién en el nudo i y no se consideren deformaciones axiales (fig. IV-1).

f Es interesante investigar que pasarfa si se pretende, en este caso, insertar una

articulacion en el extremo j. Volviendo a aplicar el procedimiento a la matriz ya co-
rregida por primera vez se tendr(a:

00 K12K21 —3L2X —3L2

K. =kl = FEEiEE=— 230 ) '=.0
11 11 7 33
OCIEE o % K;2Kz3 e —3L2 x 3L2} e
Kla SR T Y K—22' = T =
KoK 3L2x —3L2
1 31 K22 3'.3
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00 K32Kz3 312 x 3L2
K. = Ky5— = 3L —( ) =0
K, 3L3

33

Se obtiene una matriz singular. Este resultado era de esperarse, puesto que el ele-
mento que quedarfa seria un elemento cercha, para el cual es necesario tener en

cuenta el término correspondiente a las cargas axiales, el cual se despreci6 en este

ejemplo. Se deja al lector efectuar la correccidn teniendo en cuenta los términos de-

bidos a carga axial.
IV-2 Ejemplo

Se trata de modificar la matriz de rigidez para tener en cuenta articulaciones
elasticas en los extremos i y j (Figura 1V-3).

Siendo,
El g
Ky, = K'T = rigidez del resorte en nudo i.
|
El o
K = K o = rigidez del resorte en nudo j.

Este problema lo estudian en las Refs 1 y 2 para obtener las constantes modifi-
cadas que se usan en el método de Cross.

EI
EI ir = } —
4 Ki—L'=Kir K_'lr K] L

\ / cc
o\ N v
e, St ool

® ®
Mi Fig. 1V-3
Viga con Articulaciones Elasticas

Se partira de la relacion:
M | 2 ¢
L

M] 2 4 qfoj

58



Es decir que se consideran Gnicamente los giros de los nudos.

Para tener en cuenta la articulacion eldstica en el nudo i, se aplica la ecuacién
(4b).

}211 2 > KllKll - K11K|r - 4E| K
3 Kip T K, Ky K, L K, +4
k: e I STLSP 2 KioK;, - 2E| K,
£ 3% Ky t K, Kip T K, L K +4
e S Ka1Kin o KKy 2E) Ki
£ g Ky H K, Ky T K, L K, +4
KC = AR K21K12 o K22K11+K22Kir"K21K12
22 22 K11+Kir KllKir
__4E) K;+3
B o B

El superindice c indica articulacion el astica en el nudo i.

Para tener en cuenta la articulacion elastica en j, se repite el procedimiento.

Cc c c Cc c
cC e Ky2Kz, e K11K22+K“K”—K12K21
K11 Kii T = 3

Kzz + Kjl’ K22 + Klf
4E| KiK; + 3K,

" 'argark)—a!

c c <
'|=<° W Ig I'<12K22 o K12K!r = 2E| ( KIKI )
12 22 e £ L (4+K)4+K)—4
Kopataldn s KoanklSh i i
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cc cc ' | \ il d M "
K,;, = K;, segunel principio de Maxwe

c

22K, 4EI

c
K 'g K22K22 K s (
= Kop — % C = +K)—4
22 R Koz +K,, L (4+K)4+TK)

[+

K;K; + 3Kj

Estas formulas se obtienen por algunos autores (Ref:3) mediante otros procedi-
mientos.

Por Ultimo
ccC cc cc ccC
M, Kia Kia P
cc ¥ cc cC cc
MJ Kay Kzz ¢j

El superindice cc indica articulaciones elésticas en los nudos i vy j.

V. CONCLUSIONES

Se han obtenido unas férmulas generales, para tener en cuenta modificaciones
en los soportes de un elemento estructural.

Algunos programas de computador, utilizados en el analisis de estructuras, in-
cluyen esta metodologia, puesto que se presta muy bien para la sistematizacion.

También se han hecho unas aplicaciones sencillas, para obtener matrices de rigi-

dez modificadas para elementos estructurales simples, las cuales también han sido
obtenidas por otros métodos.
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