Seccion de Mineralogia

UNA INTERPRETACION DE PROYECCIONES
CRISTALOGRAFICAS EN COORDENADAS HOMOGENEAS

Por: Gabriel Poveda Ramos
1. Introduccion

Uno de los principios fundamentales en que se asienta el estudio de la geometria
analitica cartesiana es el de la correspondencia biunivaca de conjuntos (n—plas) de
nameros (reales) con puntos de un espacio (vectorial) de n dimensiones E . En esta
forma, a cada pareja de nGmeros reales (x,y) le corresponde un punto en un sistema
(plano) de dos coordenadas cartesianas; a cada terna de nimeros reales (x,y,z) co-
rresponde un punto en un sistema (triedro) de tres coordenadas cartesianas. Para
simplificar y unificar la notacién, en adelante nos referiremos a las coordenadas de
un punto usando las letras Sl, Sz, 83 en lugar de las convencionales x,y,z.

lano E =%
En esta forma, a todo punto del P : 2 euclidiano le corresponde una
espacio Ej
areja z S-S

pared de nGmeros reales Aees , teniendo en cuenta que todo

terna S;,5,.5;
plano E, s e g g :

punto del . euclidiano esta a distancia finita del origen de coorde-

espacio E,

nadas 0. Empero, en muchas ocasiones es necesario referirse a lo que se dicen “pun-

plano E, °

tos en el infinito” del :
espacio Eg

} , como, por ejemplo, cuando se tratan cier-

tos problemas sobre paralelismo de rectas y de planos. Estos “puntos en el infini-

E
to”’, por su misma definicién no pueden ser localizados sobre 2 , su distan-

3
cia al origen de coordenadas 0 no puede darse por ningln niamero real’, y en con-

- E
secuencia, no pertenece a = . Por tanto, a ellos no puede hacerse correspon-

3

TEs costumbre usar el signo oo para denotar el |imite de toda sucesién (mondtona, crecien-
te) de ntmeros reales no acotada superiormente. Es evidente que “‘co’’ no es un ndmero real
sino un simbolo cuya ytilizacién abrevia las locuciones del razonamiento. Es en este sentido en
el que se dice que dos rectas paralelas ‘‘se cortan en un punto a distancia co de todo punto del
espacio euclidiano en que ellas estan’’.
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pareja o 2-pla

de las que hemos mencionado y que |llamamos
terna o 3-pla

der ninguna {
scoordenadas cartesianas” del punto en cuestién. Ya es bien sabido que, sentados
estos principios, se deduce gue, en general, un lugar geométrico dado corresponde
a una ecuacion (Gnica) que se llama la ecuaci6n del lugar vy, recfprocamente, dada

S1: 5,

2
una cierta ecuacién en { . variables S ,ellaes representada por

L2 SS

E -
un cierto lugar geométrico (curva, superficie) en E2 . En particular, se sabe
3

narectar - E L3
a : gk en el espacio 2} le corresponde una ecuacion de
que

un plano @ E

3
la forma
aS, +bS, +k = 0
aS, +8S, +1S; Kk = 0
ar b' k' .. - . ’
en donde son coeficientes reales, denominados pardmetros de
a B v K
larectar : 2
gue determinan completamente en el lugar
el plano w 3

Ahora bien. Con el fin da dar una mayor simetrfa y generalidad a ciertos célculos
y para suprimir las diferencias que las coordenadas cartesianas imponen entre pun-

E ;
tos del espacio { EZ} y puntos en el infinito, se ha visto la conveniencia de in-
3

troducir en la geometria analitica las coordenadas homogéneas. Este avance fué pro-
piciado desde el campo de la Geometria Proyectiva por los trabajos de PLUCKER,
MOBIUS y VON STAUDT, principalmente.

2. Elementos impropios

Si consideramos en un plano una recta g y un punto P exterior a ella, alrededor
del cual gira una segunda recta, las dos rectas tienen un punto (real) de intersec-
cidn coman, salvo en el caso en que sean paralelas. Esta excepcién la salvamos con-
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Figura 1

viniendo en decir que, cuando las rectas son paralelas, tienen en coman el punto del
infinito o punto impropio. Con esta definicién, dos rectas en un plano tienen siem-
pre un punto comun, y el concepto de paralelismo pierde significacién. Al girar la
recta alrededor de P, el punto de interseccion se aleja cada vez mds a medida que
nos aproximamos a la paralela, lo cual justifica el decir que dos rectas paralelas tie-
nen comun el punto impropio (o del infinito). Un punto impropio representa, en
consecuencia, una direccion sobre su plano.

Dos planos en el espacio tienen una recta comin a menos que sean paralelos.
Evitando esta excepcion tienen en comun la recta impropia. Con esto, se cumple
que, en general, dos planos tienen una recta comun. Las rectas de un plano que pa-
san a distancia finita de un punto cualquiera se llaman rectas propias, y los puntos
de una recta propia que estan a distancia finita de uno cualquiera de sus puntos se
llaman puntos propios. La recta impropia de un plano cualquiera es formada Unica
y exclusivamente por los puntos impropios del plano. Al conjunto de todas las rec-
tas impropias en el espacio se le |lama plano impropio.

Mediante estos convenios se simplifican los enunciados, salvandose las excepcio-
nes. Por ejemplo: después de haber introducido los puntos impropios, la proposi-
cion “una recta queda determinada por dos puntos” incluye la proposicién “‘una
recta estd determinada por un punto y una direcciéon”.

3. Definicion
Sea P un punto de coordenadas S;, S,, S5 en un sistema cartesiano (triedro tri-

rrectangulo) de coordenadas. Se llaman coordenadas homogéneas de este punto a
todo sistema de cuatro niimeros X, , X5, X3, X, definidos por

Xi0= XSy , Xo = AS; x5 = NS5 xgr=tk (3.1)
en donde A es un factor positivo arbitrario (no nulo). Un punto P tiene, entonces,

una infinidad de coordenadas homogéneas; ademés, de las formulas (3.1) se dedu-
ce

S; = %3/ 8, = x/A S35 =x3/A A= x4 (3.2)
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de manera que el dato de cuatro nimeros (reales) ordenados x,, x,, X5, X, de los
cuales el Gltimo no es cero, fija el punto P por sus coordenadas cartesianas S, S,,
S, calculadas por las relaciones (3.2):

S, = x/%Xa, Sz = Xalxa, 83 = X3/x, .
Resulta de esta definicion que las condiciones necesarias y suficientes para que
dos puntos P (x;, X,, X3, Xg) ¥ P’ (x}, x5, x3, X3) coincidan son

e e (3.3)

Estas definiciones que preceden se aplican inmediatamente a la geometria anali-
tica plana haciendos; = 0 = x3

4. Coordenadas homogéneas en el plano
y

(1,0
) 2,1}

Figura 2
La ecuacion de una recta en el plano cartesiano (0 X Y) es
ax+by+c=0 (4.1)
que se puede escribir en la forma
-ax+by+c.1 =0 (4.1)
la cual, poniendo x = x,/x3, Y = X,/x3 ( x3 > 0), se transforma en

ax, +bx, +tcx; =0 (4.2)
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Esta Gltima es una expresion algebraicamente homogénea (en el sentido de
EULER); si en ella tomamos el divisor arbitrario X3 = 1, caemos nuevamente en [a
ecuacion originaria (4.1).

A cada conjunto. ordenado de tres nimeros reales (x,, x,, x5) que satisfagan |a
ecuacion (4.2) se le llama coordenadas homogéneas de un punto sobre la recta. Y
cada terna ordenada (x,, x,, x3) de coordenadas homogéneas corresponde a un
Unico punto que sera: (i) un punto propio en el plano, si x5 # 0, cuyas coordena-
das cartesianas son (x, /x5, X5/x3); (ii) un punto impropio, si X3 = 0, que no es
otro que la direccién de la recta cuyos cosenos direccionales con respecto a los ejes
cartesianos son proporcionales, respectivamente, a X1 Y X,. Asi, por ejemplo, en la
figura anexa, el punto del infinito de la recta que pasa por los puntos (0,0) vy (1,1),
sefialado como P_, tiene como coordenadas homogéneas (1,1,0); y el punto del
infinito Q.. de la recta que pasa por (0,0) y (2,1), tiene por coordenadas homogé-
neas (2,1,0); y el punto del infinito del eje x es (1,0,0).

En tales condiciones puede observarse que un mismo punto P en el plano, de
coordenadas homogéneas (x,, X,, X3) también estd dado por toda otra terna orde-
nada (Ax,, Ax,, Ax3), siendo A un multiplicador real arbitrario no nulo.

Puesto que para cada punto impropio del plano la tercera coordenada homogé-
nea es 0, la ecuacion de la recta impropia del plano es X3 = 0. Ademss, el eje 0Y
tiene por ecuacion x; = 0, y el eje OX tiene por ecuacién X, = 0. El origen de
coordenadas tiene por coordenadas homogéneas (0,0,1), y la terna (0,0,0) represen-
ta un punto indeterminado en el plano.

Puesto que toda ecuacion de la forma (4.2) representa (corresponde a) una recta
en el plano, cada recta queda fijada por los tres pardmetros a, b, c, en forma univo-
ca. De tal manera que existe una correspondencia biunivoca entre cada recta en el
plano y cada terna ordenada de ndUmeros reales (a, b, c). Por otra parte, como la
ecuacion (4.2) es una forma lineal homogénea respecto a los tres pardmetros a, b, c,
y guiados por la simetria de las parejas (a, x,), (b, x,), (c, x5), podemos decir que
la terna ordenada (a, b, c) son |as coordenadas homogéneas de una recta (Gnica) en
el plano.

El estudio mismo de la ecuacion (4.2) indica que las coordenadas homogéneas
(a, b, c) son las de una recta cuya forma candnica es

X + Y

—c/a —c/b

=1

es decir, una recta cuyos interceptos sobre los ejes de abscisas y ordenadas son, res-
pectivamente (—c/a) y (—c/b). Y si llamamos indices de MILLER a los inversos de
los interceptos de una recta sobre los dos ejes de coordenadas, puede verse inmedia-
tamente que los indices de MILLER de una recta de coordenadas homogéneas son:
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h=—-alc v k= —blec.
Escribiendo entonces la ecuacién de la recta como
—hx —ky+1=20

se observa que la terna (—h, —k, 1) constituye una terna de coordenadas homogé-
neas de la recta. Toda otra terna (—Ah, —Ak, A), siendo A # 0 un nGmero real,
serd también de coordenadas homogéneas de la misma recta.

Obsérvese que las coordenadas homogéneas de un elemento (punto o recta) pro-
pio o impropio del plano, no deben ser todas nulas. En efecto, teniendo en cuenta
las definiciones dadas, la terna (0, 0, 0) no representa las coordenadas homogéneas
de ninguna recta ni de ningln punto, propios o impropios, en el plano. Los ejes de
X y de Y tienen (0, 1,0} y (1,0, 0) respectivamente por coordenadas homogéneas.

5. Coordenadas Pliickerianas en el plano.

La ecuacién de toda recta en el plano cartesiano, que no pase por el origen es,
en coordenadas cartesianas

axtby+c=0con ¢ #0
y en coordenadas homogéneas

ax; +bx, +cx; =0 con ¢ # 0

siendo (a, b, c) las coordenadas homogéneas de la recta. Si reducimos a 1 la tercera
coordenada homogénea de |a recta, escribiendo su ecuacion en |la forma (cartesiana)

Ax+By+1 =20
(homogénea) Ax, +Bx, +1x3; = 0

esas coordenadas homogéneas serén (A, B, 1). Diremos entonces que (A, B) son las
coordenadas pliickerianas de la recta en cuestion.

De acuerdo con la anterior definicién, y puesto que la ecuacién de |a recta dicha
puede escribirse

—hx—ky+1 =0

se concluye que las coordenadas plickerianas de_la recta son los negativos de sus
indices de Miller, h, k, y por eso seran designadas (h, k).

Las coordenadas pliickerianas de una recta paralela al eje 0X seran (o,b),y en
general, sus coordenadas homogéneas son (o, b, c¢). Las coordenadas pliickerianas
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de una recta paralela al eje OY serén (a,0), y, en general, sus coordenadas homogg-
neas serdn {a, o, ¢}, siendo a, b, ¢, en los paréntesis, nimeros reales no nulos. La rec-
ta impropia (o del infinito) tiene, por lo tanto, (0, o) como coordenadas pliickeria-
nas, y, en general (0, 0, c) como coordenadas homogéneas, y por tanto su ecuacién
en coordenadas homogéneas es x; = 0, o tambiéncx; = 0 (c # 0).

6. Coordenadas homogéneas en el espacio.

En un espacio referido a un sistema de coordenadas cartesianas (0XYZ), cada
plano tiene una ecuacién de la forma
(cartesiana) ax+by+cz+d =0
(homogénea) ax +bx, +cx; +dx, =0

Se dice entonces que la cuaterna (a, b, ¢, d) de nimeros reales corresponde al
plano (Gnico) considerado. A esta cuaterna se llama, entonces, coordenadas homo-
géneas del plano. De lo dicho se desprende que (Aa, Ab, Ac, Ad), siendo X #* Qun

numero real arbitrario, es una cuaterna de coordenadas homogéneas del mismo
plano.

La ecuacion de todo plano que no pase por el origen, y cuyos interceptos sobre
0X, 0Y y OZ sean proporcionales a 1/h, 1/k, 1/ respectivamente, puede escribirse
en la llamada forma canonica

hx +ky+lz = 1

siendo h, k, [, los indices de Miller de dicho plano.

Asi mismo, para todo plano que no pase por el origen 0, su ecuacion puede escri-
birse en la forma

(cartesiana) Ax+By+Cz+1 =0 a b 8
' B o S STl S
(homogénea) Ax,; +Bx, +Cxg+1 =0

bajo la cual las coordenadas homogéneas son (A, B, C, 1). Entonces, tal como se di-
jo de la recta, diremos que (A, B, C) son las coordenadas pliickerianas del plano. Co-
mo la ecuacion del plano en forma canénica es

(cartesiana) —hx—-ky—lz+1=0

(homogénea) —hx;, —kx, —Ix3+1x, = 0
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se deduce que las coordenadas pliickerianas A, B, C de un plano son proporcionales
a los negativos de sus indices de Miller:

A=—-Ah, B=-kA, C=IA

7. La proyeccion Gnomonica

Como es bien sabido, todo cristal de un mineral puede representarse en un plano
mediante la operacién de proyeccion de cada uno de los planos que pasan por las
distintas caras del cristal, desde un centro O de proyeccién, sobre un plano que no
pase por ese centro. Esta operacion, que es del tipo de las que geométricamente
se |laman proyectivas, en esencia no es otra cosa que el establecimiento de una co-
rrespondencia biunivoca entre planos en un espacio y puntos en un plano. En con-
secuencia, esta correspondencia existird también entre los nimeros reales que defi-
nen un plano 7 en un espacio y los que definen un punto P en un plano.

jh,k,z)
\
\

A g \‘\ v

A(h,k,z)

z

Figura 3
Proyeccion Gnoménica de un Poliedro

Si, haciendo centro en un punto 0, origen de un sistema de coordenadas carte-
sianas (0XYZ) de tres dimensiones, se traza una esfera £ con radio R arbitrario, y
luego por el punto x = 0,y = 0,z = —R se traza un plano w tangente a Z, ha-
bremos construfdo el marco de referencia de una proyeccion gnoménica. Al punto
0 se le llama centro de proyeccién; a £ se llama esfera unitaria, porque, siendo su
radio R arbitrario, puede tomdrsele coma unidad de medida para los tres ejes carte-
sianos; y a w se le llama plano de 1a proyeccién.

Si colocamos un cristal en este sistema de modo que su baricentro coincida con

0, es evidente que ninguna de sus caras pasa por O (Propiedad del baricentro de todo
poliedro). Ademés, hagamos coincidir uno de los ejes cristalogrificos (mas concreta-
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mente, el mayor, si el cristal no es de sistema clibico) con el eje 0Z, Bajando la per-
pendicular de 0 a cada plano a del cristal, su prolongacién en ambos sentidos, corta
a @ en un punto A Unico llamado polo. Si a no es paralelo al eje 0Z, A seré punto
propio de w; mas si a es paralelo a 0Z, A serd punto impropio de . En esta forma
a cada cara a del cristal le corresponde un solo punto A en el plano de la proyec-
cion, punto que se llama la proyeccién o representacion gnoménica de a.

Designando cada cara a del cristal con sus indices de Miller en Ia forma
a(h, k, 1), y asignando estos mismos nameros (reales) a |a proyeccién A de a para
designarla A (h, k, 1) = A, podremos observar que tales indices, como representa-
tivos de la proyeccion A de cada plano a, cumplen las siguientes propiedades:

a. Si a es paralelo a 0, o sea, si | = 0, A es un punto impropio de w que gréafi-
camente se sefiala con una flecha que indica una direccién. De manera que toda ter-
na de indices de Miller de la forma (h, k, 0) representa un punto impropio de w;y
viceversa.

b. Si se considera una familia de planos paralelos de a, en el mismo octante de
a, familia cuya ecuacién genérica es

m1x+m2y+m32 = p

en la cual m,, m,, m; son los cosenos direccionales de la normal a la familia, y
p > 0 es el pardmetro variable sobre la familia, se observa inmediatamente que a
toda ella la proyecci6n gnoménica hace corresponder un solo punto cuyas coorde-
nadas homogéneas en el plano de la proyeccién son (m,, m,, m;), respecto al ori-
gen C (pié de la normal de 0 a w) y a ejes CX, CY que son proyecciones de 0X i
0Y sobre w.

Estas consideraciones muestran que los indices de Miller de cada cara del cristal
son proporcionales a las coordenadas homogéneas del punto que la representa en la
proyeccion gnomdnica, y por lo tanto, pueden tomarse directamente como coorde-
nadas homogéneas de dicho punto.

Este importante resultado permite deducir todas las relaciones estereométricas
entre los elementos de un cristal y establecer expresiones algébricas para sus pro-
piedades geométricas a partir Gnicamente de su representacion cristalografica gno-
monica, o simplemente, de la deécripcién del cristal por el conjunto de los fndices
de sus caras.

Los inversos de los fndites de Miller, o sea los pardmetros de Weiss son nimeros
proporcionales a las longitudes de los interceptos de cada cara a los tres ejes ortogo-
nales en el espacio.

Bajo esta interpretacion geométrica de la proyeccion gnoménica, los fndices de-
Miller dejan de ser medida de los inversos de los interceptos de cada cara sobre los
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Proyeccion Gnoménica del Cubo, el Octaedro y el Dodecaedro

tres ejes cristalograficos para ser simplemente coordenadas homogéneas de su punto
representativo en la proyeccion de la cara.

De los otros dos tipos comunes de proyecciones cristalograficas, o sea la esférica
y la estereogréfica, la proyecciéon gnomonica sobresale por sus ventajas de construc-
cién e interpretacion, por una parte; y por la comodidad del estudio de los elemen-
tos cristalograficos bajo su consideracién como diagrama plano de elementos geo-
métricos determinados por los fndices (y los parémetros) del poliedro cristalino.

9. La Ley de los indices racionales

La observacion de los cristales de los s6lidos ha demostrado que, tomando como
origen de coordenadas rectilineas (tridimensionales) en el cristal un punto adecua-
do, como por ejemplo, el baricentro o un cierto punto del eje de simetria y orien-
tando convenientemente los tres ejes, toda cara a de todo cristal, determina inter-
ceptos sobre tales ejes cuyas longitudes estdn entre si en razén de niimeros raciona-’
les, si son finitas. Esto quiere decir que los pardmetros de WEISS se expresan por
nameros racionales (y/o el sirmbolo =, para designar el intercepto con un eje que
sea paralelo aa). Y por tal razén, los indices de Miller (o sea las coordenadas homo-
géneas del punto A, proyeccién gnomoénica de a) siempre serd una terna de nameros
racionales. Para mayor comodidad, y teniendo en cuenta el caricter de estos {ndices
como coordenadas homogéneas que hace que ésto siempre sea posible, suele dérse-
les como terna de nimeros enteros, sin divisor (entero positivo) coman. Para ésto,
si fuere necesario, se multiplican los tres {ndices (si estuvieren en forma fracciona-
ria) por el minimo comun multiplo de sus denominadores, lo que no altera la vali-
dez de la terna como coordenadas homogéneas.
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Es bien evidente que si las coordenadas homogéneas de un punto en un plane
son-siempre-nimeros enteros, sus coordenadas cartesianas seran nimeros raciona-
les. En consecuencia, la proyeccién gnoménica de toda cara de todo cristal referido
a ejes ortogonales convenientemente adoptados, es un punto de coordenadascarte-
sianas racionales. Esto es: la representacién gnomoénica de un cristal es un conjunto
finito de puntos (propios o impropios) del plano que pertenece a la red de MOBIUS
completa, en todo el plano OXY  (incluyendo la recta impropia ‘‘del infinito’’).

Los indices de Goldschmidt no son otra cosa que las coordenadas cartesianas del
polo representativo de cada cara, respecto a los ejes rectilineos del plano del diagra-
ma de la proyeccién gnoménica. De acuerdo con la ley de indices racionales, estos
indices se expresardn siempre como una pareja de nimeros racionales.

10. Angulo diedro entre dos caras

Se dice que dos caras de un cristal son contiguas si su interseccion coincide con
una arista del mismo. En caso contrario se dird que estidn separadas. Posponiendo
por lo pronto el establecimiento de un criterio de contiguidad o separacién de dos
caras, trataremos de calcular una expresion para la medida del dngulo diedro forma-
do por los planos de dos caras (contiguas o no), a partir de sus proyecciones gnomo-
nicas, es decir, de sus coordenadas cartesianas en el plano de proyeccién, y, por
ende, de sus indices de Miller.

Sean A, y A, los polos de dos caras a,, a, de un cristal en su proyeccion gno-
ménica, de indices (h; ky,1;), (hy, Ky, I,). En el correspondiente sistema de coor-
denadas cartesianas en el espacio, las ecuaciones de los planos a,, a,, en forma
hessiana (0 normal), tal como ya se vi6, son

a,;xt+tb;ytc,z—p; =0 (p, > 0)
a,x+b,y+c,z—p, =0 (p, > 0)
siendo a,, by, ¢, y a,, b,, ¢, los respectivos cosenos direccionales de las normales,

desde O (orfgen de coordenadas en el espacio) aa, y a,, y siendo P;. P, las distan-
ciasdedaa, ya,

Como 0 no esta sobre ninguna cara, p, y p, son siempre positivos (no nulos).
Asi pues, |as ecuaciones de a, y a, se transforman en

a b Cy
——lx——ly-——z+1=0

p1 p1 pl

a, b, Cy
——x—-——y —-——z+1=0

P2 P2 2
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expresiones en las que en sequida se reconocen las coordenadas Plickerianas de am-
bos planos como los coeficientes de x, v, .

Es una identidad clésica en la geométrica anal(tica del espacio la que dé el angulo
0 entre dos vectores normales a los dos planosa, , @,, y cuyas orientaciones respec-
to a los ejes estan ya fijadas:

cosf = aja, +b,b, +c,c,

Se comprende enseguida que el dngulo ¢ (diedro) entre a, y a, es el suplemento
de 8 (llamado &ngulo de normales). Por eso, a menos de un cambio de signo, se tie-

ne:

cos ¢ = a,a, +b,b, +c,c,

Figura 5

Ahora bien: en virtud de las conclusiones del No. 6, los indices de Miller y las
coordenadas pliickerianas estan interrelacionados por las férmulas

h, = €a;/p, k, = €b,/p,; I, = ecy/p,

h, = 8a,/p, k, = 8b,/p, I, = 8¢c,/p,

siendo €, §, nimeros (racionales) oportunamente elegidos, de modo que las ternas
(hy, ky, 15), (hy, ky, 1) lo sean de nGmeros enteros, primos entre si.

Entonces
cos¢ = (h h, +k k, +1,1,) p,p,/€d
siendo
pyVREHKZ +12 fe =1

2 2 2 i
poVhZ +Kk2 +2 /8 = 1
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de donde
hyh, +k k, + i

cos ¢ =

P Z 12 2 25 2
\/hl + k3 vilky \/hz k£
sera la expresion buscada para el dngulo diedro de las dos caras.

Para tener en cuenta la posibilidad de emplear escalas métricas diferentes para
los distintos ejes, conviene dar a la formula anterior la forma

2 2 2
hyhy/m2 +k k /m2 +1 1,/m?

sen¢ =

2, 2 2y 2 2 2 2002 2y 2 2,2
V (hi/m? +Kk2/m2 +12/m2) (h2/m? + kZ/m2 + 12/m?)

en donde m,, m,, my, son médulos de escala para las coordenadas respectivas. Es-
tos modulos de escala tienen importancia en las representaciones cristalograficas de
sistemas con ejes desiguales, para las cuales se suele adoptar como unidad de escala
la longitud de cada eje (cristalografico). En los apartes correspondientes més adelan-
te, se vera la forma particular que adopta la dltima expresion en los distintos casos,
de acuerdo con la observacion general de que cada médulo de escala puede tener un
distinto valor.

1—cosa
s = tgaf2 = ——
sen a

1 — 1/\/1+r2

§ = ——— 8 8

r/nf1+r2
v/ R r R

r

Figura 6

Relaciones de distancia al punto central entre la proyeccion gnoménica (r) y la
proyeccion estereografica (s)

11. Formas Cristalograficas

Una forma cristalogréafica es el conjunto de caras que en un cristal tienen posi-
ciones similares respecto a planos, ejes y centro de simetria y de acuerdo con pres-
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cripciones espec(ficas. Se llama forma unitaria o fundamental aquella en la cual los
pardmetros de Weiss corresponden a la unidad adoptada sobre los ejes. Veremos en-
sequida que a cada forma corresponde una ecuacién que los (ndices de las caras que
le pertenecen estdn obligados a cumplir. A los coeficientes de que van afectados los
indices en dichas ecuaciones los llamaremos parametros de la forma.

El pinacoide es la forma constitufda por dos caras que son paralelas. Si, ademés,
son paralelas a un par de ejes dados, en un sistema con ejes ortogonales, son norma-
les al eje restante. Si el cristal es un poliedro convexo, un pinacoide esté constituido
solamente por dos caras. Esta serd la situacién que consideraremos. Un pinacoide
puede ser:

a. Pinacoide a o pinacoide frontal: si es paralelo al plano O0YZ. Sus elementos
son pues, lascaras (1 0 0),( 10 0), cuyos indices satisfacen la ecuacion

OhitdkA-1ile=20 , Z

Figura 7

Los pardmetros de esta forma son pues (0 1 1). En la proyecciéon gnoménica los
polos de estas caras son puntos impropios sobre el eje 0X.

b. Pinacoide b o pinacoide lateral: si es paralelo al plano OXZ. Sus elementos
son pues, lascaras (0 10 ), (0 10 ), cuyos indices satisfacen la ecuacién

Z
1Th+0k+11 =0 ]

V] Figura 8
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Los pardmetros de esta forma son pues, (10 1). En la proyeccién gnomonica
los polos de estas caras son puntos impropios sobre el eje Y.

c. Pinacoide ¢ o pinacoide basal: si es paralelo al plano 0XY. Sus elementos son
pues, lascaras (00 1), (00 1), cuyos (ndices satisfacen la ecuacién

1Th+1k+0l =0 -
p4

et
l,//

Y

Figura 9

Los pardmetros de esta forma son pues, (1 10). En la proyeccién gnoménica,
los polos de estas caras coinciden con el origen.

En los sistemas rombico, monoclinico y triclinico, pueden existir los tres pina-
coides. En el sistema hexagonal solo puede existir el pinacoide basal, asf como en el
tetragonal. En el sistema isométrico esos tres pares de caras paralelas se funden en
una sola forma: el cubo.

La forma de caras prismaticas (antes |lamada domo), esta constituida en un cris-
tal por las caras que sean paralelas a uno de los ejes 0X u 0Y; pero cortan al tercer
eje. Si las caras prismaticas son paralelas al eje 0Y (tomado como el eje mayor del
cristal) —en sistema ortorrémbico— y .cortan a los otros dos, la forma se |lama pris-
ma de segunda especie (antes, macrodomo). Siendo convexo el cristal, tiene 4 caras,
a las cuales les corresponden indices del tipo (h o 1), (hol), (ho 1), (ho 1);estos
fndices satisfacen la ecuacién

Oh+1k+01 = 0

Los pardmetros de esta forma son, pues (01 0). En la proyeccién gnomoénica,
los polos de estas caras son puntos propios sobre el eje OX, distintos del origen.

Si las caras del domo son paralelas al eje 0X (tomado como uno de los ejes me-
nores en el sistema ortorrombico), y corta a los otros dos, la forma se llama prisma
de primera especie (antes, braquidomo). Siendo convexo el cristal, esta forma tiene
4 caras, de indices (0Okl), (O k1), (0kT), (0k 1). Tales indices satisfacen la
ecuacion

1Th+0k+0l =0
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Los pardmetros del braquidomo son pues (100). En la proyeccion gnomonica,
los polos de sus caras son puntos propios sobre el eje dey, distintos del origen.

El prisma de tercera especie esté constitufdo por caras paralelas al eje "vertical”’
0Z pero cortan los otros dos ejes. Sus caras, naturalmente, tiene indices de forma
general (h k0).

12. Los sistemas cristalinos

Es bien sabido que los cristales se clasifican en seis sistemas cristalinos identifica-
dos por la longitud relativa y la disposicion de los tres ejes cristalograficos a que to-
do cristal puede ser referido. La literatura en cristalografia no da definiciones bien
precisas de lo que son ejes cristalograficos, y se refieren a ellos como a ciertas [(neas
imaginarias que conviene adoptar como base de referencia para la descripcion del
cristal, especialmente en cuanto a la posicion de las caras. Tales ejes deben ser para-
lelos a aristas presentes o potenciales del cristal, y se toman (por conveniencia) a
través del centro de simetria (si lo hay), o de un punto situado sobre uno (o més)
ejes de simetrfa (si los hay). Aqui'se propone tomar como punto de interseccion de
los ejes cristalograficos el baricentro del cristal que es siempre interior a su volumen
{por ser convexos todos los cristales conocidos). En caso de existir simetria, el bari-
centro coincide con el centro de simetria o estd sobre los ejes y los planos de sime-
tria.

En tal forma, definiremos como ejes cristalograficos a un sistema de rectas no
coplanares que pasan por el baricentro de un cristal, coincidentes con ejes geométri-
cos naturales, orientados a través de aristas o de vértices o normales a caras opues-
tas, de manera de constituir un sistema conveniente de referencia para las caras y
demds elementos del cristal. La longitud de cada eje entre los puntos en donde per-
fora la superficie exterior del cristal se Ilama longitud axial, habiendo definido pre-
viamente el médulo de escala adecuado para ese mismo eje.

Resulta asi que todos los cristales pertenecen a uno de estos seis tipos, descritos
en términos de longitudes axiales y de posiciones relativas:

1. Isométrico: tres ejes ortogonales de igual longitud axial (a) designados a,, a,,
a,, dispuestos en triedro recto y derecho.

2. Tetragonal: tres ejes ortogonales, dos de ellos de igual longitud axial (a) y
uno de longitud axial diferente (c), designados a,, a,, ¢, que se orientan en triedro
recto y derecho.

3. Ortorrémbico: tres ejes ortogonales, de diferentes longitudes axiales (a, b, c),
orientados en triedro recto y derecho.

4. Monoclinico: un eje (clinoeje), de longitud axial a, oblicuo a un piano dedos
ejes ortogonales: ortoeje b, y eje transverso c.

78



5. Triclixico: tres ejes mutuamente oblicuos, de longitudes diferentes o iguales
(a, b, ¢) en triedro derecho, denominados frecuentemente braqui-eje, macro-gje y
eje vertical.

6. Hexagonal: tres ejes en un plano “horizontal" desplazados a 120°, y que se
designan a, , a,, a3, con la misma unidad de medida, y un eje “vertical”, c, perpen-
dicular a los anteriores.

Todos los ejes de simetria de cualquiera de los sistemas, cuyas proyecciones pa-
sen por el origen o punto central del diagrama, o en general, toda recta que cumpla
esta Gltima propiedad, tiene las coordenadas homogéneas Ay, A, 0).

13. La Representacion de los sistemas

Una vez reconocidas las principales caracteristicas de los diversos sistemas crista-
linos, y teniendo en cuenta la forma como la representacién gnomaénica hace co-
rresponder un sistema de puntos en un plano a planos en el espacio, y |ineas rectas
en aquel plano a rectas en el espacio, es relativamente simple establecer los principa-
les resultados analiticos concernientes a tales representaciones, en términos de coor-
denadas homogéneas.

Conviene sefialar que la mencionada correspondencia, que se establece a través
de las proyecciones estereo-cristalinas, puede interpretarse como una realizacion
del principio de Dualidad en el espacio, establecido por J. D. GERGONNE (1771-
1859) a propésito de los teoremas de Pascal y de Brianchon, y que ha constituido
uno de los métodos de estudio mas fecundos en Geometria Proyectiva. De acuerdo
con este principio, toda proposicion acerca de las propiedades proyectivas en el
espacio, referente a elementos entre los cuales se cuentan puntos y planos, tiene una
“dual” que se obtiene (y subsiste) intercambiando las palabras “punto’’ y “planc’’.

A. lsométrico. Ya definido el sistema isométrico (regular o cbico) su proyec-
cion gnomonica da lugar a un diagrama que se construye haciendo coincidir los
tres ejes principales del cristal con tres ejes ortogonales en el espacio. Dos de estos
Gltimos se proyectan en el plano como un par de ejes de coordenadas cartesianas,
con respecto de los cuales puede localizarse cada uno de los polos a los que la pro-
yeccion de lugar. Ya se vié que si las coordenadas cartesianas (sus indices de
Goldschmidt) de un polo P son (£, n), sus coordenadas homogéneas, es decir, sus
indices de miller son (h, k, I}, siendoh/l = ¢ ,k/l = n.

Estos diagramas tienen todos simetrfa central respecto al origen 0 (0,0) (con in-
dices 0, 0, 1), y cuando presentan simetrfa respecto a una recta r,, ésta pasa por
0 (0,0) y tiene coordenadas homogéneas (a, 3, 0), representando un eje de simetria
del cristal.
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Figura 10 (O,T,O)

Gnomograma de los tres poliedros regulares del sistema isométrico

Los s6lidos geométricos regulares que tipifican este sistema cristalino son: el cu-
bo, el octaedro y el dodecaedro. El cubo, orientado segin los tres ejes normales a
sus caras, viene representado por el conjunto de polos1 cuyos indices de Miller
sean un ‘1" (positivo o negativo) y dos “ceros”; en consecuencia los polos asi ca-
racterizados (correspondientes a sendas caras) dan lugar a un punto propio (coinci-
dente con el origen), doble (coincidencia de (00 1) y (00 _TH y cuatro puntos im-
propios ‘‘coincidentes * con las cuatro direcciones de los ejes. El octaedro orientado
sequin las diagonales de sus planos medios (cuadrados) —o ejes diagonales— da lugar
a ocho (2® = 8) polos cuyos fndices son ternas de “’1°', s (positivos o negativos);
por tanto, ninguno estd sobre alguno de los ejes y todos son puntos propios, dis-
puestos sobre los vértices de un cuadrado de lados paralelos a los ejes, circunscrito
al circulo de proyeccion (ver figura). El dodecaedro, orientado seglin tres de sus dia-
gonales ortogonales, da lugar a 12 polos que quedan representados por cuatro pun-
tos impropios (las cuatro direcciones dadas por las rectas que cortan los ejes del dia-
grama a 45°) y por 4 puntos propios dobles; como se vé, los fndices de los polos de
este solido son todas las lunas® formadas por un ““0’" y dos ““1"s (positivos o negati-
vos).

La distancia entre dos polos P ( hkl), Q( par ), en el diagrama, se caicula facil-
mente, a partir de sus respectivos indices. En efecto, siendo .Y T, los planos del
cristal correspondientes a P y Q respectivamente, ya se mostrd que sus ecuaciones
respecto a la terna cartesiana en el espacio, en la forma normal o hessiana, son:

: Esos polos son en nimerode 6 = 2 x 3.
2 Estos polos son en nimerode 12 =23 x 3/2
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a.x + B,y + z—p, =0
1 TEVRRIET 1 S

0-2""'32‘/—'}’22—92 =0

siendo a,;, B, ;. p; los cosenos direccionales y la longitud de la perpendicular 01;:
bajada de 0 a m;. El vector O, puede escribirse enteiices

7 = = e
0'1 :pi(aq' +B|] +7|k)
- > - §
siendo i, j, k los vectores unitarios de los ejes cartesianos en el espacio. Asi:

- - > —-
0l, = p, (a,i Aol +7, k)

= = —> -
0l =pyfa,i +8,j+v,k)

- -
Llamando @ el éng_Lg)Io con_1’prendido entre Ol, yOl, , el producto escalar de estos
dos vectores es (0l , * 0l,) = p,;p,cosf:

PP, C0s0 =p,ya;p,a, +p,B;p,8, + 7,057,

cosf = a,a, +,61ﬁ2 +7172

Teniendo en cuenta la conocida identidad
2 2 (]
ai g =1,
puede ponerse
a,a, + B8, + 7,7,
2 2 2 /2 2 2
\/a1+ﬂ1+71 a, +6; + 1,

cosf =

Ahora bien, ya sabemos que

‘h a, p a,
0 e e e 0 ap =X, {8,
| 71 r 72

proporcionalidades que, substituidas en la igualdad anterior, dan

hp + kg + Ir
V2 +12 pP+at+ 3

cosfl =

Notese que esta deduccion es idéntica a la dada més atrés al calcular el dngulo
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interfacil entre m,, m,, teniendo en cuenta que los madulos de escala para los tres
ejes son iguales.

B. Tetragonal. La representacion gnomoénica de este sistema se obtiene haciendo
coincidir los tres ejes principales del cristal con tres ejes ortogonales en el espacio.
Los ejes cristalinos se designan a, b ( = a), c, y éste Gltimo se hace coincidir en di-
reccion con la normal al plano del diagrama. Los ejes cartesianos de éste Gltimo se-
ran paralelos a los ejes cristalinos a, b.

Estos diagramas tiene un centro de simetria de 40. orden en el punto 0 (0,0),
Yy cuatro rectas de simetria binaria: las rectas h = 0,k = 0,h = k, h = — k,
es decir, aquellas cuyas coordenadas homogéneas son (1,0,0), (0,1,0), (1,1,0),
(1,~1,0).

Cuerpos estereométricos que son tipicos de este sistema, son el prisma y la do-
ble piramide de base cuadrada y los de base octogonal regular.

Adoptando para el trazado del nomograma la fongitud comin (a) de los ejes
transversales iguales y siendo c el eje vertical (c ¥ a = b), los médulos para los
ejes 0X, 0Y del diagrama, son m, = 1, m, = 1, y el mddulo para el eje vertical
0Z es m; = 1/c. De tal manera resulta gue el angulo entre dos caras P(hk,l), Q
(p.a.r) es ¢ :

hpc2 + kgc2 +r
Vv (h2 +k2) ¢ + 12 +/ (p2 + g2)cZ + 2

cos ¢ =

N. de la D. Invitamos a los lectores a discutir este articulo. Se reciben comentarios hasta Sep-
tiembre 30/77.
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