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Cuadriculas Planas
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Por: Gabriel Poveda Ramos

0. Las cuadriculas o redes ortogonales planas y las
cuadsiculas ortogonales espaciales son objetos geomé-
tricos bastante familiares en la Geometrfa elemental y
en el Andlisis. Se usan extensamente en Cartograffa y
en Nomograffa. Se emplean también para definir el in-
tegral definido de Riemann en dos dimensiones (o inte-
gral doble) y en tres dimensiones (o integral triple).
Pese a esto, no es comin encontrar en la literatura ele-
mental corriente sobre Geometrfa, ni sobre Andlisis, un
estudio mis o menos sistemitico y cuidadoso sobre
cuadrfculas planas ni sobre cuadrfculas (o redes) tridi-
mensionales. En este articulo se desea aportar algunas
ideas sencillas al estudio del tema.

1. Una cuadricula plana es un par de familias, A, B,
de rectas paralelas (o de segmentos de rectas), situadas
en un mismo plano, con las siguientes condiciones (Ver
Figura 1): ‘

FIGURA 1. Una cuadricula plana finita,

a.) Tanto A como B son discretas. Es decir que cual-
quier porci6n finita de plano que contenga rectas de
A o de B, solamente Ias tiene en mimero finito.

b.) Cada rectade A es perpendicular a lags rectas de B y
viceversa. o

/
c.) Cada recta de A corta dos o m4s rectas de B y
viceversa, a distancia finita. —

—
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d.) Hay al menos un par de rectas de A que cortan a al-
gun par de rectas de B y viceversa.

El mimero de rectas de A puede ser finito o infinito
(numerable). Lo mismo puede ocurrir con el mimero de
rectas de B. En cuanto a la longitud de las rectas puede
darse los siguientes casos:

1. Todas las rectas de A y todas las de B son infinitas
en longitud. Se dice en este .caso que la cuadricula
es doblemente infinita.

2. Todas las rectas de A son infinitas y algunas de B
son finitas, o viceversa.  {

3. Todas las rectas de A son ﬁﬁmtas y todas las rectas
de B son finitas, o viceversa.

4. Algunas rectas de A y algunas rectas de B son fini-

tas, pero las demds son infinitas, o viceversa.

5. Todas las rectas de A son finitas y algunas de B son
finitas, o viceversa.

6. Todas las rectas de A y todas las de B son finitas o
viceversa. En esta situacién puede darse dos casos:

. 6.a.) Que ningin cfrculo del plano contenga en su
interior a ambas familias A, B; y

6.b.) Que algin cfrculo del plano contenga ambas
familias A, B. En este caso diremos que la
cuadricula es finita.

2. Una recta de A que se corta (normalmente) con
una recta de B determinan, juntas, un nodo. Decimos
que dos nodos son contiguos cuando pertenecen a una
misma recta y entre ellos no se interpone ningin otro
nodo. Si A tiene mimero finito de rectas y la familia B
también, el nimero de nodos es finito. En ese caso el
mimero de pares de nodos contiguos es también finito.
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Cada par de nodos contiguos determinan un trozo de
recta que llamaremos una cuerda. Hay tagtas cuerdas
cuantas parejas de nodos contiguos haya.

Dada una recta r llamaremos su vecina (a cada lado)
a la recta que sea paralela a r y que sea la m4s cercana
(por ese lado). Cada par de rectas vecinas de la familia
A cortar4 una recta de B en dos nodos contiguos. Ade-
més, cada par de rectas vecinas de A que cortan a un
par de rectas vecinas de B determinan, en conjunto, un
rectdngulo o celda elemental. Cada celda estd formada
por cuatro cuerdas. :

Una sucesién finita de cuerdas consecutivas formair .

un camino en la cuadricula. Cada camino tiene dos no-
dos extremos.

; En una cuadricula finita hay un nimero finito de
cuerdas. El mdximo de las longitudes de esas cuerdas se
le llama calibre maximo de la cuadricula. Al minimo
de esas longitudes se le llama calibre minimo. Si en
una cuadrfcula coinciden el calibre m4dximo y el calibre
minimo, se dice que esa cuadrfcula tiene calibre uni-
forme, o bien que es una cuadricula isométrica.

3. En lo que sigue de esta riota- vamos a hablar de
cuadriculas de calibre uniforme que tengan ademés 3
condiciones: ‘

a) Cada recta de la faniilia A comienza en un nodo de
la cuadrfcula y termina en otro nodo distinto. Lo

mismo ocurre con cada recta de la familia B.

b) Entre dos nodos c_halesquiera hay al menos un ca-
mino en la cuadricula.

c) Entre dos nodos cualesquiera hay al menos dos ca-
minos que no pasan por un mismo segmento ni por
un mismo nodo. Decimos que se trata de dos.cami-
nos sin superposiciones.

Una cuadricula como ésta se llamar4 "simplemente
conexa", de calibre uniforme. Un ejemplo de esta clase
de cuadrfcula se muestra en.la Figura 2. Se dice tam-
bién que se trata de una red. En lo que sigue, al refe-
rimos a "una red" se subentiende que se trata de una
cuadricula isométrica y simplemente conexa.

Un momento de reflexién basta para darse cuenta de

- que una red conexa puede construirse partiendo de cual-

quiera- de sus rectdngulos (que.son cuadrados) yuxta-

poniéndole un mimero conveniente de otros cuadrados

en las cuatro direcciones, en la disposicién que sea
apropiada. .
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FIGURA 2. Una cuadricula de calibre uniforme, simplemente conexa

(UNA RED)

Toda red conexa tiene un borde exterior que es una

- poligonal simple, cerrada, sin puntos dobles ni multi-

ples. La red conexa mi4s sencilla consiste en un simple
cuadrado, con una celda elemental y 4 nodos.

4. Un momento de reflexién imaginativa permite
darse cuenta de que en un nodo puéden incidir dos cuer-
das, siendo una de ellas perpendicular a la otra. En este
caso €l nodo pertenece a una sola celda. Otro nodo pue-
de recibir tres cuerdas incidentes, de las cuales dos son
colineales y la tercera es perpendicular a las dos prime-
ras. En este caso el nodo en cuestién pertenece a dos
celdas vecinas. En fin, otro nodo diferente puede recibir
cuatro cuerdas incidentes en él, de las cuales dos son
colineales y las otras dos son perpendiculares a los dos
primeros y colineales entre sf. Un nodo como ese puede
pertenecer a tres celdas, en unos casos, o puede pertene-
cer a cuatro celdas, en otros casos.

Cada cuerda incide en dos nodos, que forman sus
extremos. Las cuerdas que estdn sobre el borde exterior
de una cuadricula, pertenecen a una sola celda. En cam-
bio las cuerdas que van por el interior de la cuadricula

pertenecen, cada una, a dos celdas que yacen a lado y
lado de la cuerda.

En cuanto a las celdas, cada una de ellas contiene 4
cue1:das que forman sus lados, 4 nodos que forman sus
vértices, y 4 dngulos rectos que forman sus esquinas.

5. Sean:

N = Nimero de celdas elementales de una red co-
nexa.
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N; = Nimero de nodos que pertenecen a 1 sola celda
(o nodos tipo 1, 0 nodo convexo).

N, = Nimero de nodos que pertenecen a 2 celdas (o
nodos tipo 2 o nodo plano).

N3 = Nimero de nodos qhe pertenecen a 3 celdas (o
nodos tipo.3 o.nodo céncavo).

N, = Nimero de nodbs‘que pertenecen a 4 celdas (o
nodos tipo 4 0 nodo interior).

S, = Nimero de segmentos, que pertenecen a 1 solo
rectdngulo (segmentos exteriores).

S, = Nimero de segmentos que pertenecen a 2 rectén-

gulos (segmentos interiores).

Cada celda tiene 4 4ngulos rectos, luego en toda la
red hay 4N 4ngulos rectos. A un nodo tipo 1 le corres-
ponde 1 dngulo recto. A un nodo tipo 2 le corresponden
2 rectos; y asf sucesivamente. De aquf se deduce que
Ny + 2N, + 3N; + 4N, = 4N 6.1
que es una de Jas ecuaciones fundamentales de una red.

Mi4s abajo hablaremos de redes miiltiplemente conexas,
y en ellas tambtén vale 1a ecuacldn indicada en (5.1).

6. Es unponante exammar qué le ocurre a N Nl, ey
S;» S, cuando a una red conexa se le yuxtapone una
celda adicional y sigue siendo conexa. Esto depende de
la forma geométrica del borde exterior de la red en el
sitio donde se agregue la nueva celda. Hay 9 casos que
se ilustran en las figuras 3.1, 3.2, ... , hasta 3.9. Enlas 9
figuras la celda adicional aparece marcada con una cruz

llx"'

Caso 1 (Fig. 3.1). En este caso se presenta lo siguiente:

AN=1 ANy =0 AN,=2 AN;=0 AN;=0

AS;=2 AS;=1

Caso 2 (Fig. 3.2). En este caso se presenta lo siguiente:

AN4=0

AN=1 AN;=1

AS; =2

AN,=0 AN;=1
ASz=l

Caso 3 (Fig. 3.3). En este caso sucede lo siguiente:

\ .
AN=1 AN;=2 AN,=-2 ANj=2 AN,=0
AS;=2 AS;=1

PR

DYNA Nos. 113/114 - MAYO/SEPTIEMBRE/89 - MEDELLIN

—d —q *—
X X
w0 8
—e ' S
Dol s
FIG.3.1 FIG.3.2 FIG.3.3
P—‘
4 4 -
—
x 11
FIG. 34 . FIG.35 FIG. 3.6
p—eq p—q
x X
x
FIG.3.7 FIG. 38 FIG.39
FIGURA 3

Caso 4 (Fig. 3.4). En este c,ag;o sucede lo siguiente:

AN=1 AN;=1 ANy=-2 AN;=1 AN,=1

AS;=0 AS;=2
Caso 5 (Fig. 3.5). En este 'cas'ovsuo_ede lo siguiélite:'

AN=1 AN;=0 AN,=0 AN3—0 AN, =1

. AS; =0 ASZ=‘2 :
~Caso 6 (Fig. 3.6). En este caso sucede lo siguiente:
AN=1 "

ANj=-1 AN2 '2 AN3—-1 AN,=1

AS;=0 A'sz'_.—.,z
Caso 7 (Fig. 3.7). En este caso sucede lo siguiente:

AN=1 AN]='2AN2=2 AN3=-2 AN4=2
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Caso 8 (Fig. 3.8). En este caso sucede lo siguiente:
AN=1 7
AS;=-2 AS,=3

Caso 9 (Fig. 3.9). En este caso sucede lo siguiente:
AN=1 AN;=0 AN;=-2 ANy= 0 AN =2

AS;=-2 AS;=3

7. Ya se dijo que toda red puede construirse yuxta-
poniendo sucesivamente sus celdas elementales, par-
tiendo de una cualquiera de ellas. Combinando este he-

cho con el estudio de los 9 casos mencionados podemos’

deducir algunas observaciones elementales.

Obs. 1.- En toda red conexa se tiene, N > 4, porque
para N = 1 se tiene N; = 4 y para todos los nueve casos
de AN =1 sucede que AN, =- 1 0AN,; =-2séloen
aquellos tres casos en que ya era N, =5 o N, = 6. Esto
significa que cada red tiene al menos 4 esquinas an-
gulares convexas, lo cual es casi obvio.

Obs. 2.- Excepto enel caso de una simple ‘celda unii-
taria -en que N= 1y N, = {0- en toda otra red se tiene
N,>2. ' S o

Obs. 3.- En toda red qpe tenga sfquiera 1 nodo in-

terno (es decir Ny > 1) el mimero N, de nodos tipo 2 (o,

nodos planos) serd N, >4.

Obs. 4.- En toda red que tenga siquiera 1 nodo tipo
3 (o nodo céncavo), es decir cuando N3 > 1 se tendrd
N, >2.

Obs. 5.- Examinar:ido los 9 casos citados se gbserva
que AN, + A N; es un mimero par. Adem4s, para N = |
se tiene que N; + N; = 4. Luego para toda red se tiene
que N, + N, es un mimero par. ‘

Obs. 6.- El mimero N, + 3N, es par porqué
N, +3N3= (N, +N;)+ 2N,
¥y ya vimos que el lado derecho esun imimero par.
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AN;=-1 AN,;=0 ANj=-1 AN,=2"

Obs. 7.- Cuando a una red se le yuxtaponga (A N =
1) o se le desprenda (AN = - 1) una celda elemental, el

mimero de nodos cambia segin la ecuacién.

AN, +2AN,+3AN; +4AN, =4 AN,
/

' que sale de inmediato de la ecuacién (5.1). Estudiando

cada uno de los 9 casos de yuxtaposicién\cl:xe se anali-
zan arriba se puede comprobar que esta igualdad se
cumple efectivamente en todos los casos.

8. El mimero N de celdas unitarias contiene 4N
costados de celdas, que sean interiores a la red. Al nu-
mero S; de segmentos del borde le corresponden S, de
esos costados; y al niimero S, de segmentos internos le
corresponden 25, costados. Luego

S, +25, = 4N (8.1)

Ademds, recorriendo el perimetro o borde exterior
de la red en el sentido contrario al reloj, podemos esta-
blecer que

Por otra parte: cada cuerda interna tiene dos termi-
nales internas; las ‘S, cuerdas intemnas contienen 2S,.
Cada nodo interior (tipo 4) es apoyo de 4 terminales de
cuerdas internas. Cada nodo céncavo (tipo 3) es apoyo
de 2 terminaciones. Y cada nodo plano (tipo 2) es
apoyo de una terminacién. Por lo tanto

2S, = 4Ny + 2N; + N, ‘ (8.3)

" Combinando las tres ecuaciones (8.1), (8.2) y.(8.3),
se vuelve a obtener la ecuacién (5.1). .

9. Obs. 9.- En los nueve casos de yuxtaposicién
(Ver Fig. 3) se puede comprobar que A N; = A N,.
Ademis en el caso N = 1, o sea la celda unitaria, se
tiene Ny =4 y N3 = 0. Por lo tanto para cualquier N, o
sea para toda red se tiene

Ny=N;+4 ©.1)

Obs. 10.- Combinando las ecuaciones By @D
se encuentra que

2N, =4 (N-N, - N)) + 12
El lado derecho es miltiple de 4, luego N, es cero o

un nimero par.
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Obs. 11.- Puesto que N, > 0, la ecuacién anterior di-
ce que en toda red se tiene que

N>N; + N, - 3

Obs. 12.- También de la ecuacién (5.1) se obtiene
que ,

N, + 2N, + 3N; = 4 (N-N,)

es decir que el nimero Nl + 2N, + 3Nj; es divisible
por 4 en toda red.

Obs. 13.- Una red que no tenga nodos tipo 3 (o no-
dos céncavos) se llama red convexa. En ese caso se tie-

ne N; =0 yresultaque N, =4,y por la ecuacién (5.1)

se deduce que
N, + 2N, = 4 (N- 1)
Es decir, que el mimero N, + 2N, es divisible por 4.

Obs. 14.- En una red sin nodos interiores (N, = 0) el
mimero de cuerdas interiores es

segiin las ecuaciones 8.3 y 9.1

Obs. 15.- El mimero de nodos convexos N; debe ser
siempre

N; | >4
por la ecnacién (9.1) y pn;esto que-: N3 > 0.
Obs. 16.- La longitud del perimetro de la red es
N, +N2+N3=2Nl +N2;4=N2+2N3+4

que es un nimero par, en toda red, porque Nz es mime:
YO par. S

Obs. 17.- En toda red el nimero N de celdas unita-
rias es mayar que-el mimero N, de nodos interiores

N; >N,
' i
En efecto las ecuaciones 5.1 y 9.1 dan ]a igualdad

~—

4N; + 2N, - 12 = 4(N-N,)
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(porque N, > 0).

Por lo tanto, segin la ecuaci6n anterior resulta

4N-N)24yNN, +1.

10. Si subdividimos la red original partiendo en dos
partes iguales cada segmento y partiendo en cuatro par-
tes iguales cada celda unitaria original, obtenemos una:
nueva red cuyo calibre es la'mitad 'del calibre anterior.
La nueva red tiene mas nodos, més cuerdas y més cel-
das que la original. Llamemos

- N;" = Nimero de nodos tipo 1 en la nueva red.

N," = Nimero de nodos tipo.2 enla nueva red,
etc. o ' o

S," = Nimero de cuerdas exteriores de la nueva
red. :

S," = Numerode cuerdasiinteriores de la nueva red
- f

N" = Nimero de celdas ile la nueva red

Es fAcil darse cuenta que, con relacién a la red origi-
nal, se tiene

Nlll = N>l
Ny = NS
N3“x = N3 1

N/ = N, +N

SI" = zsl
S;" .= 28, +4N |
N' . = 4N

Es facil comprobar que para todas estas expresiones
también se cumplen las ecuaciones y las desigualdades
deducidas m4s arriba para la red original.

11.Si subdividimos la red original partiendo cada
segmento en n partes iguales, y paruendo cada celda en
n? celdas 1guales resulta una nueva red, més fina que la
primera. El mimero de sus eleniéiitos serd




N

N® = N

N,® = Ny + (a-1) S,

Ns(;') = Ny |

N,® = Nj + (n-1?2N

Si('.'). A=. nSl |

sz(t;) ="nS, + (n; 1) h x 2N ‘
N = nZN

A tftulo de ejemplo mostramos cémo se cumple la
ecuacién (8.1). Formemos el lado izquierdo

S,™+25,®™ = nS, +20S,+(n- 1)n x 4N

= n(S;+2S;) + 4n (nfl)N

40N + 402N - 4oN = 40°N

y el lado derecho de la ecuagién 8.1 serd, para esta nue-
va red: ! ‘

[
"

ANM™ = 4n2N

y, comparando los dos resultados anteriores obtenemos
1a igualdad

$,® +25,0 = 4N®

que es la igualdad (8.1) en la nueva red.

12. El nimero N, de nodos interiores de una red es-
tablece una cota inferior méxima pa‘rh el mimero N, +
N, + N3 de nodos perimetrales. En la celda unitaria
simple, donde N = 1, se tiene Ny = 0y N; + N, + Ny =
4. Y en cualquier red que tenga'N,', = 0 se puede com-

4.0).
'En una red cualquiera que tenga un solo nodo inte-
- rior (N = 1) puede verificarse grificamente que se tie-
ne N; + N, + N; > 8. (Ver Fig. 4.1).
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probar grificamente que N, + N, + Nj > 4, (Ver Fig.

Ne s 0
Ni# NatNs 4

d
F1G. 4.0

Ne l‘;
Nyt N2 #'N3 212

FIG.44

~ Ne s 7
"NI N2 +N3 2 16

FIG.4.7 .-

Ne s 1O
Ni+Nz +N3 218

FIG.4.10

Nercs I3
Ni¢+Ns¢tN3220

FIG.4.13

Ne o) | h
Ny tNatNy 8 N #Ng ¢R3Z10 NitN2t N3 212

Nae 02

F‘IG.M.i .

FIG.4.2

Nes$
NitNzt N3 214

FIG. 45

Ner8
Ni+Na# N3 2 16

FIG. 4.8

Nes )Y
Ni#N2 éN3218

FIG. 4.11

Ne s 14
NI ¢#Nz ¢Ns 220

Ne =3

FIG. 4.3

N

Ni4NadNs2I14

FIG.4.6

Ne =9
N1+ Nz ¢Ns 216

FIG. 4.9

Nas 2
Ni4N2z4N3 218

FIG. 4.12

Na 13
N1 Nz ¢ N3 2 20

- FIG.4.14

FIGURA 4

. FIG.4.15

Este procedimiento de representaciones gréficas,

que se ven en la Fig..4 nos muestra que.

Si Ny= 2, entonces N;+N,+N,; > 10

3,

Ny +N,+N; > 12
N;+N;+N; > 12
N;+N+N; > 14

Ny +N,+N; > 14
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En general, se puede ver en la Fig. 4, que se cumple
la siguiente tabla de acotaciones para N; + N, + N, :

Ny = Ny + N + Ny>
0, ' 1.
1 4
2 6
3 8
4 -9
5 11
6 12
7 14
8 15
9 16
10 18
11 ’ 19

12 20
13 22

23

...,_,
N

En general, entre dos cuadrados sucesivos, K2y
(K + 1)2, los valores de N, determinan las siguientes
acotaciones paraK > 1: '

N, = N, + N, + N; >
K2 -1 4K +4
K2 4K +4
K2+1 4K +6
K2+2 4K +6
K2 +K-1 4K +6
K (K+1) 4K +6
K2 + K+l 4K + 8
(K+1)2-1 4K + 8
(K+1)? 4K +8
K+1)2+1 4K + 10
(K+1)2+2 4K + 10

En esta forma, al hacer recorrer a N4 todos los va-
lores entre K2 y (K+1)2 para todos los mimeros
K=1,23, ..... , hacemos recorrer a N, toda la sucesién

de los ndmeros naturales, Aplicando la tabla anterior
podemos hallar la m4xima cota inferior comespondxente

13.El mimero N de celdas unitarias es igual al 4rea
de la red cuadricular isométrica, tomando el 4rea de ca-
da celda como unidad. Pues bien, el mimero de nodos
interiores, N, obliga a una cota inferior al mimero N.

En la Fig. 3.1 puede verse que en una red que carece
de nodos mt iores (N, = 0) podemos poner siempre
N > 1. En una red con 1 solo nodo'interiof (N = 1) se
tiene forzosamente que N > 4 (Ver Fig. 4.1). Y asf mis-
mo podemos continuar para construir la siguiente tabla

e

de acotaciones: —
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N4='

K2
K%+1
K2+2
K2+3

K2+K-1
K (K+1)

K2+K+1
K2+K+2

K+1)2-1
K +1)?

X+ 1)2+ 1

N;+N,+N; >

(K+1)?

K+1)2+2
K+1)2+3
X+1)2+ 4

K+1) (K+2)- 1

(K+1) (K+2)

EK+1)K+2)+2 -

®+1) (K+2) +3,

(K-l»2)2 -1
K+2)?
K+2)% +2
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que se deduce de la ecuacién (8.1).

14. Obs. 18.- Si se agrega, o se le desprende una cel-

da elemental a una red, el aumento de sus cuerdas ex- -
teriores, A S;, y el aumento de sus cuerdas interiorés,”

A S,, estdn ligados por la relacién

';Yfi.‘b'
Cae ;h-\ A .n ,;

As,+2 ASz-4 AN’

v *’)/[ 4o

MY r"'/yf\}l:"\)rr‘p‘da S
Obs. 19.- Combinando las ecuaciones (5 1), 8.1 y
(9.1) se deduce : o " -

4N, +2Ny+ 4Ny - 12= 8, #2855 .-

0 sea

vt L1 ey LT

de donde se sigue que el mimero S, de cuerdas exteno-

resesunnumeroparentodared. o St
15.La ecuacién (5.1) ‘se ‘ha’ dedncndo hacxendo un

"balance" de 4ngulos rectos a través de toda la red. Para

establecer otros balances es necesano séﬁalar Jlas i

guientes observacmnes i Bt

- En un nodo tipo 1, que pertenece a una celda ele-
mental, inciden: !

T AR

1 4ngulo recto de la red -
2 extremos de cuerdas exteriores, o de tipo 1™~

- Enun nodo tipo 2 inciden:

2 4ngulos planos rectos oo ool

2 extremos de cierdastipol -~ > oL
1 extremo de cuerda tipo 2
.‘Jl-
- Enun nodo tipo 3 inciden: TR LN
(AR R { VA
3 4ngulos rectos e
2 extremos de cuerdas tipo 1 .- : - iy
2 extremos de cuerdas tipo 2 '

- Enun nodo tipo 4 inciden:

4 4ngulos rectos ‘
4 extremos de cuerdas tipo 2'

- Sobre un segmento tipo 1 se apoya un borde de una
celda elemental.

- Sobre un segmento tipo 2 se apoyan dos bordes de
celdas elementales S

r-\f [T A ST
#hose

I TN FETR
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A et

[ IR R

. N2+2N3 +4N4

16. Un balance de extremos de cuerdas tipo 1 da la
ecuacxén e

2NI +2N2+2N3 = 25, | ~as)
"'t bilance de extremos de cuerdas fipo 2 da la

i ecuacuSn.
ZSI N (16-2)

Un balance de bordes de celdas da la ecuacion

"sl + 232 = 4N ~163)

Esta wltima ecuacién también puede deducirse com-

o "_bmando las ecuaciones (5 l), (16.1)y (16.2).

.17. Observando los 9 casos de la Fig. 3 puede obser-
varse que A S;'y A S,, pueden tomar como valores los

némeros 1,2 6 3, segn el caso. Esto significa.que S, y
. S3,pueden ser mimeros pares o impares, segin la cua-

dricula especiﬁca que se estudie.

18 Llamamos una cuadrfcula doblemente conexa a

- una que, .como, la de la Fig. 5, presenta interrupciones
e . que, en su con_]unto, forman un poligono rectangular to-
. talmente interior a;la red; original.

" En una red de ‘este tipo siguen siendo vélidas las
ecuaciones (5.1), (16.1), (16.2), (16.3) y todas las que
se desprendan de ellas. En cambio, no es vilida la ecua-
ci6n (9.1). La relaci6n entre N; y-Nj; en este caso se de-

"duce de la siguiente consideracién.
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N;*: mimero de nodos tipo 1 que tendrfa la red princi-

pal, simplemente conexa, si no tuviera la region
"hueca".

N>* : mimero de nodos tipo 2 de la misma red.
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N;* : mimero de nodos ﬁbo 3delamismared. - Ademis
o, : mlimvero ge n°d°s tipo 1de lay‘e.griﬁj‘%'.!}‘#\ee noed BISIOHQIE (18.2.A)
n, : iiters de 5%%‘?%.39)5%&“'1‘ U cre o -ortog 528
n ¢ nimero 808600 3 e 4 AR s op ovdng. .‘@ dig ™
ot el (]2 7 1
N* = Ng* +4 v C 'BUONPT SMLIOY) , = Nj* + n,
y que o sea
‘mp = Dy +4UC R LETS

Pero cada nodo upo Trde la regi6én "hueca” e8iifi B 1 SISy i
do tipo 3 de la red doblemente conexa. Cada vértice - Parala réﬂhdoblemente conexa

tipo 3 de 1a regi6n "hideca" es un vértice tipo'I'd8'taTed” .~ "*"7
19. Silt bay dos "huecos" la red, ella es triplemente

doblemente conexa. Cada vértice tipo 2 de la regién
"hueca” es un vértice tipo 2 de la red doblemente co-
nexa. Entonces, en la red doblemente conexa tenemos -

Nl = Nl* + n3 (ls.l.A)
N, = Ny* +n, (18.1.B)
N; = N;* + n, (18.1.0)
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