it bt s i . . on

- -

Una Formula de Leibnitz
para Diferencias Finitas

Por: Gabriel Poveda Ramos

En los cursos de Cilculo o de Andlisis Matematico,
inclusive en los de nivel elemental es usual que se
explique y que se demuestre una identidad que suele
atribuirse a Leibnitz y que se refiere a las derivadas
sucesivas de un producto de dos funciones de una
variable real. Segin dicha identidad, la derivada de
orden n (n = 0, 1, 2, ...) de un producto u (x) .v(x) de
dos funciones de la variable x, en la parte de sus
dominios donde ambas coexistan y donde ambas sean
derivables hasta el orden n, dicha derivada puede
escribirse en la forma

D" [u.v] = i (‘r‘) Dfu. DMy o1)

r=o

donde D es el operador que indica la derivacién
respecto a la variable x. Debido a la analogia formal del
lado derecho de la expresién (01), con el Teorema del
Binomio, es itil recurrir a un cambio en la notacién que

consiste en introducir los nuevos operadores D, , D,
que actdan derivando cada una de las dos funcmnes u,

v, respectivamente, sin afectar a la otra funcién. Es
decir, que se definen de tal forma que se puede poner

Dfu.D™v = DD [u. v]

con lo cual la férmula de Leibnitz (01) puede escribirse
en forma simbdlica y algebrdica-como

D" [uv] = Z ( \)D'D""[u v]

Por la miSma razén podemos escnbu gimbolicamen-
te, que -

j
02)

-t

= (D, + D,

"S-
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AP A[u.v] =

teniendo en cuenta la férmula de Newton que permite
expandir la potencia n-ésima de un binomio.

Para demostrar la expresién (6 “teorema", si se le
quiere Hamar asf) de la ecuacién (01) se toma en cuenta
la 1dent1dad elemental muy conocida y dada por
D(uv) = uDv ¥v Du : : 03)

En esta nota nos referimos a dos sucesiones u(i),

"v(i), ambas de la variable discreta i, la cual recorre los

niimeros naturales (i = 0, 1, 2, . ..), y nos proponemos
obtener una férmula que permita el cdlculo rdpido y
directo de una diferencia ﬁnita de orden superior, para
el producto u(i). v(i) de las {ios sucesiones propuestas.
Como primer paso, cabe ;jrecordar que cuando la
variable i pasa de uno cualquiera de sus posibles
valores al valor siguiente, el producto wu(i). v(i)
expenmenta un mcremento (o primera diferencia
finita), dado por

A [u(i) . v(i)] = u(i) Av(i) + v(i) . Au(i) + Au(i) . Av(i)

(04)

Tomando en esta expresién, término a término, la
primera diferencia finita y teniendo en cuenta la misma
férmula (04) recién escrita, se puede calcular la
segunda diferencia del producto u.v :

A2 [uv] =uA?v +2Au. Av + v.A2u+

" 4+ 2.Au.A2v+2A2u. Av + AZuA?y (05)

Definamos los sfmbolos A, , A, de tal marera que
sean operadores de diferencias finitas que solamente
actdan respecto a las sucesiones u, v, respectivamente,
y no sobre la otra sucesién. Es decir que dos
"potencias” p, q de esos dos operadores se definen por
la identidad

AP u Alv (06)



Usando esta convencién de nomenclatura, es ficil -
ver que la férmula (04) se escribe

Afu.v)= [(A,+4,) + A,A] [uv] 07) -

y que la férmula (05) se puede escribir como

A2 [uv] = [(A+A )2 + 2 A A, (A#A,) + A, 2 A7] [u.v]

o también como

A2 [uv] = [(A,+4) +4,+ A [uv] (08)

. ~
si recordamos la forma del Teorema del Binomio para
un cuadrado. . :

Observando las férmulas (07) y (08), surge la
conjetura de que, para toda potencia entera y positiva,
n, se tenga que la n-ésima diferencia finita del produc-
to u.v sea

A [uv] = [(A,+A)+ A, AT [u.v] (09)

considerando la definicién (06) y el Teorema del
Binomio. )

En este articulo se tra,fla de demostrar la verdad de
esta férmula, que no aparece mencionada en los textos
‘usuales sobre Diferencias; Finitas, ni siquiera en los més
completos como el de :Jordan ni los demds que se
mencionan en la bibliografia.

Para esta demostracién recurrimos al conocido
principio de induccién completa. En primer lugar, ya
observamos que la equivalencia

A" [u.v] = [(A+ Av) + A“ Av]" [u.v] ~ (09,

es vélida para n = 1 y para n = 2. Es evidente que
también vale paran=0. -

Abhora sefialaremos que, si es véilida para cualquier
n, lo es también, necesariamente para n + 1. En efecto,
supongamos que para cualquier mimero natural n se
tiene

&= L4+ A0+ 8, AT

"y que la potencia n-ésima del paréntesis se forma

usando la férmula del binomio de Newtori. Entonces,

~* por definicién -
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Pero la combinacién de incrementos finitos que

_ aparece en la iltima expresién puede darse en una

forma equivalente. En efecto:

A( Aun-h-l-k Av"'k) (uv) =A (An-h+k u. Ak v)
= An-h+k+l o Anky 4 An-hik g Ank+l

+ An-hik+l 4 Ank+l an

lo cual se deduce simplemente al aplicar el operador A
al paréntesis (A™M+k y | Ank v), Sustituyendo la expre-

sién (11) en la (10) se obtiene:

n h

a2y ( g) S (E) AP A nk

h=o k=0
n h
£y (:) > (ll:) AT A ook
h=0 k=o
n h
+ 2 (g) z (2\ AP A ke
© h=o k=0

f

Haremos los siguientes cambios de nomenclatura:
(1) en la primera suma doble cambiaremos k+1 por s;
(2) en la segunda suma doble cambiaremos k por s; y
(3) en Ia dltima suma doble cambiaremos h porryk
por s. Asf se tiene:

n h+1

Al = Z (;) 2 (st_ll) Au“-hﬂ' Avn-s+l
h=o s=o
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h=0 8=0
+ Z (:) Z (;) Aun+l-r+s . Avn+l-s

Teniendo en cuenta que (h -!0]- l) = 0, por definicién,
observamos que en la segundd suma doble el limite
superior de la segunda sumatoria puede pasarse desde h
hasta h + 1. Hecho esto, las dos primeras sumas dobles
pueden recogerse en una sola. En esta forma se obtiene:

o = 3 (03 [(Bhe(Dfasre o

h=o0 s=0

+ ; (?) Z (:) Aun+l 'H'S.Av"”'s

Una propiedad elemental bien conocida de los
coeficientes binomiales, que forman el célebre
tridngulo de Pascal, es que cumplen la igualdad

(stl)“ (:) = (h:l)

Por lo tanto
n n h+1 hel
ANl = Z (h) Z( S ) A“"'h"s.Av“'s""
h=0 =0
n T
+ z (?) Z (;) Aun+l 5 A, n+l-s

En la primera de las dos sumas dobles de la anterior
expresi6n pongamos h + 1 =1, con lo cual se tien¢

n r :
ANl = z (r—l) z (s) Aun+l-r+s "AvnH-s

=1 ——

-
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‘ + z (:) z (;) ;Aunf‘ -r+s.Avvn+l-s

Y teniendo en cuenta que

()= ()= (")

se puede escribir
n+l r . .
A+l — ;(n: l)go(;) Aun-i;-]-r+s . Avn-t-l-s

= @, +4) + A, A

es decir que para A™! se tiene:

A% @v)=[(A, + A) + A, A (V)

Esta expresién es de la misma forma que la
expresién (09), lo cual demuestra la validez de dicha
férmula '
Ejemplo.- Si se tratara de calcular la expresién

)

A3 (27.0¥), con n=0,1,2,......

ysiendon®) = n(n-1)....(n-4), tomando las suce-
sivas diferencias finitas

A (20.n®))
A2(2».0®)) =A.A(2".n®)

A} (20, 0 ) =A. A2 (27 .n®))

habrfa que realizarlo paso a paso, lo cual requiere un
gran mimero de operaciones.

En cambio, usando la férmula que hemos deducido,
podemos poner

U,=2",V, =0

AP= [(A,+A) + A AP

= A +AP+3 A, +A)P A A +3(4,+4)
A A2 +A2A?



a
;
!
E
If

= AP(L+3A,+342+ AN +302 (A, +2. A2
+A)+3 A, A2+A+A)

Ademis:

A2 =20
Au2 (2n) = 2n

Au3 2" = 2n

S vaesa

92

A, (@®) = 5@

—-—

JRp—

; sz (n(s)) =5 x4n(3) =20 0(3)

A3@®) = 5x4x30® =600\
De donde
A3 (2n a()) = 20 (1+3x50@ + 3x20n® + 60n?) +

3x2" (50 + 2x20n3) + 60n?) +27 (2003 + 60n(@) +
6062 = 2n.(1+30 0¥ + 2000 + 300n(?) + 60n?
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