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La Ecuacion en Diferencias Finitas -

Lineal General |
de Segundo Orden

Por: Gabriel Poveda Rdmos

INTRODUCCION

0. Las ecuaciones en diferencias finitas son muy cono-
cidas por la gran utilidad que tienen en estructuras me-
cénicas, circuitos eléctricos, probabilidades, actuarfa,
demograffa y otras ciencias. Su primera presentacién
sistemética se le debe a George Boole, desde el siglo
XIX, y en su tratamiento presentan muchas analogfas
formales con las ecuaciones diferenciales. Pero a pesar
de su utilidad y de su relativa sencillez de anilisis, la li-
teratura especializada que trata de ¢ellas presenta nume-
rosos vacfos todavia. Para comprobarlo basta ojear las
obras que citamos en la bibliograffa de este articulo.

Uno de los vacfos que anotamos es que no se en-
cuentra en los libros usuales y conocidos en Colombia,
ningin algoritmo para resolver la ecuaci6n en diferen-
cias finitas, lineal, de segundo orden con coeficientes
variables y que sea no homogénea. El propdsito de este
articulo es mostrar la manera que construir una solucién
sintética para tal tipo de ecuaciones, deducida por el au-
tor, y que se presta ficilmente para ser sistematizada en

un computador personal.

La Ecuacién en DD.FF. lineal, segundo oi'd'en.vn'o
homogénea.

1. Se trata de la ecuacién

yn+2 + Pn * yn+l + Qn . yn= Rn 7 ‘ (Ol)

donde:

n = 01,23, .., recorre la sucesién de los nimeros
naturales. P, ,Q, , R, son funciones de n (0, si se
quiere, sucesiones dependientes de n). En las
aplicaciones estas funciones suelen ser exprésiones
algebréicaw trascendentes relativamente sencillas de
n :

El problema es construir la soluci6n general y, de
esta ecuacién I . :

y,=funciénden
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suponiendo conocidos los dos primeros términos, y,,
¥y, de esa solucién, y sin tener .que recurrir a las
iteraciones sucesivas (demoradas y poco elegantes) con )
que se podrfa hallar y, mediante operaciones
aritméticas. S

2. Un teorema niuy conocido de las EE.DD.FF. linea-
les y no homogéneas, establece que la solucién general

de 1a ecuacidn (01) es una suma

en donde Y, es la solucidn general de la ecuacién
homogénea asociada

Y0+ Py Yo + Q.Y =0 (02)

.

y donde T, es una solucién particular (cualquiera que
sea) de la ecuacién (01) propuesta. o

La parte Y,, se llama la solucién complementaria de
la ecuaci6n (01) que se propone resolver.

La Solucién Complementaria cuando P, =0

3. Tomamos la ecuacién homogénea asociada

Y, ,;+P,. Y, +Q,=0,donde P, = 0,n= 0,1,2,..,
- (02)

y admit.i.mds que su solucién puede‘expresarse como
producto de dos funciones U, , V,,

Y, =U,.V,
de manera que
Y, =Upyy (Vy + AV —=Y ;0 = Upp (Vi +2. AV*
+A%V,)
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Sustituyendo en la ecuacién (02) y reordenando tér- 3
minos, obtenemos ' '

(Upaz + Py Upyy +Q, - Up) Vi + QU5 + P Uyyy).
AV, +U,,,.02V, =0 (03)
Podemos ahora imponer a la funcién U, , ain no de-

terminada, la condicién de que anule el coeficiente de
AV, en la ecuacién (03). Es decir, que hacemos

2U2 + Po-Upr = 0 04)
lo cual hace que el coeficiente de V no sea idénti-
camente nulo :

U2 #P,. U1 +Q,. U, # 0
La eguacién (04) puede escribirse como

U, (04A)

2=-P.. U, /2 (0=0,1,2,.)

cuya solucién es especialmente ficil de construir de
manera particular. Basta poner

U =1

y deducir, de manera reiterativa:

. o
Uz =-P0U|/2 = - Po/z:

Uy;=P,U,/2 = P Py/[2?

Uy=-P,U;/2 = - P,P| Py /23

Us= PyP,P, P,/ 24

y, en general:

U,=(-1/2*'P_ ,P, ;..P Pyparan>2 (05)
El lector puede ficilmente verificar que, efectiva-

mente, la expresién (05) satisface la ecuacién (04), o

sea la ecuacién (04A), usando el método de induccién
completa.

A partir de la expresi6n (05) o de la ecuacién (04A)
podemos escribir .

Ut = P, /2 U,

y también
Uz =P /DU,y = ®,.P,/HU,  (06)
94

4. Por lo tanto, el coeficiente de V, en la ecuacién (03)
o -

vale S

A { .

Un+2+Pn'Un+l + Qn.‘Un =‘[Pn"Pn-l/4 - Pn'Pn-l/ 2+ Qn] qn

=(QurPy- Py /Uy o7

De este modo, la ecuacién (03) queda

Q,-P,.P, /4 V,+ (P,.P, /4) A2V, =0

teniendo en cuenta las igualdades (04), (06), (07). La
igualdad anterior puede escribirse también en la forma

4Qn
AV, - (l-—— )V, =0 (08)
P,.P
Recordando que
AV, = Vo - 2V + V,

podemos escribir la ecuacién (06) en la forma

4Qn

vV, =0

Viiz =2V +
P,.P,,

o también
vn+2 = 2Vn+l + Nn . Vn (09)
en la cual hemos puesto
4Qn
N=¢emor— (10)
P,.P
para abreviar la nomenclatura.

La funcién V_ de la ecuacién (09)

5. Lasolucién general de la ecuaci6n (09) queda espe-
cificada cuando se especifican Vy y V. Por lo tanto,
pongamos

. VO = A ’ V] = B

dondg A, B son constantes independientes de n. (O, si
se quiere decir de una manera més. general, podrfan ser
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funciones continuas de n, periédicas, con perfodo igual
al)

Aplicando la ecuacién (09) de manera ieiterada, se

encuentra que, al efectuar las operaciones indicadas y
reorganizando términos, se tiene

Vg =A ' :
v, =B
V, =C+ 2B, donde

C=NpA o sea A = C/N,
V3 =2C+@+N{)B
V4 =C(@4+Ny)+B(8+2N; +2Ny) ?(n)
Vs = C(8+2Np+2N3) + B (16+4N | +4Ny+4N3+N N3)

V7 =C(32+8N2+8N3+8N4+8Ns+2N2N4+2N2N5+ 2N3N5)

6. Observando estos primeros términos en la solucién
V,, que se busca se aprecia, evidentemente, que tienen

la forma general

v, = CF, +BG, - (12)
en donde

F,_ ,"2+2™K(@4)+2" . K(n,6)+.. (13)

(que tiene n/2 sumandos si n es par, y (n-1)/2 suman-
dos si n es impar), y donde

G,=2"!+273L (n,3) + 25L (n, 5) +.. (14)

(que también tiene n/2 sumandos si n es par, y (n + 1)/2
sumandos si n es impar).

El iltimo término de F, corresponde a la potencia 2° =
1 si n es par, y a la potencia 2l =2sines impz}r. En
cambio, para G, vale lo contrario: su dltimo término es
2° = 1 si n esimpar, y es 2! = 2 si n eg par. Los sfmbo-
El tltimo término de F, corresponde a'la potencia 2° =
1 si n es par, y a la potencia 2! = 2 sii n es impar. En
cambio, para G, vale lo-contrario: su d ti_mo término es

o mre’
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2° =1 si nes impar, y es 2! = 2 si n es par. Los sfmbo-
los K (n, i), L (n, j) los usamos para abreviar las expre-
siones formadas por productos de las Ni y sus sumas.
Asi, por ejemplo, refiriéndonos a la expresion para V, ,

que encontramos arriba, se tiene

K (7,6)= N, N, + N, Ng + Ny N;

De una manera m4s general, observamos que la for-
ma de estos coeficientes es

K@4)=N,+N3+...+N,,

K (n, 6) = N)N,+NyNg + NN + ..onnncncee +NoN, L,
+ N3 Ng+ NgNg+ covcerennnnnn +N,N, , + |
+Ny Ng+ e +NyN 5+

+ N5 Not oo +N; N, +
o ,+

+Np g Np2

....... PR N2N4N _2""
+ N,NgN; + N;NgNg + N;NsNg + ......... +N,NGN, 5 +
+ NNgNg + NoNNo + ......... +N,N,N, , + /

N3NgN; + NjNoNg + NyNgNg + vevevenneee +N,NgN, , +
+ N3N6N8 + N3N6N9 + ooaf ooooooo + N3N5Nn-2 +

+ N3NoNg # oo +N3N;N, , +
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y asf suces:vamente
Los pnmeros coeﬁclentes L (n, ) son ’

L(n, 3)=Nl + N2 + N3 + ...+ Nn_z

y asf sucesivamente.

7. Examinando la forma de estas expresiones y apli-
cando férmulas combinatorias elementales se deduce
que el nimero de sumandos que contienen Ias K (n, 2i)
ylasL (n, 2j + 1), es

K (n, 4) contiene n-3 sumandos

K (n, 6) contiene (n-5) (n-4) / 2 = (n-4)® / 2! sumandos
K (n, 8) contiene (n-7) (n-6) (n-5)/ 3! = (n-5)3/ 3!
sumandos

K (n, 10) contiene (n-9) (n48) (n-7)(n-6)/4! =
4! sumandos

K(n,?2 1) contiene (n-l—l)("’) / G-1)! sumandos

(n-6)(4)/

L (n, 3) contiene n-2 sumhndos
L (n, 5) contiene (n-4) (n-3) /2! =
L (n, 7) contiene (n-6) (n-S) (n-4) /3=
sumandos

(n-3)) /2! sumandos
= (n-4)3) / 3!

............

L@ 2j+1) conuene (n - {4 / G-1)! sumandos

donde, como es usual, hemos escriton™ = n (n -1
(n-2)....(n-m+ 1)

8. También observando la forma como estin construi-
dos los coeficientes K (n, 2i), se aprecia que K (n, 6), K

(n, 8),....,etc., se pueden escribir en la forma:
©n-4-2r n-2-2r n-2r :
K (n,6+2r) = : z
(n ) ) ) Nhl ) th N h3 .....
2 hy+2 hy+2
n-2 .
seee E :th2 - . (15)
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donde hay r + 2 sumatorias .

EncuantoalosL (n,2j+ 1), se pueden escribit

n-4§2r n-2-2r n-2r .

L@ 5+20 = Y— Ne, > NS M
k2 K2
n-2

Con esta notacién, la ecuacién (11), combinada con
(12) y (13), se puede escribir

' B n-2 Hn
V,=C|[272 4204 Ni+y 2762 K (n, 6+20)
L i=2 =0

B 1_1-2 , Hn
+B |21 4 203 Z Ni+ Z 2n-5-2r L(n,5+2r):| ,
L i=l r=o

,(@>2) 7

endonde H, es el valor que convierte al exponente n-
6-2r en 1 si n esimpar, y en cero si n es par, al hacer
r = H. En cambio, H,' es el valor que convierte al
exponente n-5-2r en 1 si n es par, y en cero si n es
impar al hacerr=H, .

Ficilmente se deduce que

"H,=12(n-6-¢,)
H'=12@m-5-¢,,,)

en donde

0 sii n es par 1sii n espar

€ = . » ) €t =

1sii n es impar 0 sii n es impar
0, volviendo a la«expresién-(ll):
V, = CF, + BG, ) (an
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Demostracién de la solucién (17) para la ecuacién
(09) :

9. Demostremos que F, cumple la ecuacién (09). En

efecto, observando las ecuaciones (11) y la forma (17)
de F, , resulta claro que ésta satisface la ecuacién.

I

V+2 = 2Vn+l + Nnvn ) (09)

n

paran=0,n=1, n =2y aun para m4s valores de n.
Ademis: supongamos que F, cumple la (09) hasta para
cierto valorn =m + 1 y, por lo tanto, también para n =
m. Es decir, supongamos que

m-2

F_= om-2 4 gm-4 z N. +z 2m- 6-2r K (m, 6+2t)(18)
2 [

Y que

.m-1 Hm+l
Fo=2m1 4 on-3 z N; + z 2m-5-2¢ K (m+1, 6+2r)

2 ° (18A)

satisfacen la ecuacién en DDFF (09).

Calculemos-ahora, partiendo de las expresiones (18)

y (18A), la expresién

I+NmFm

R

Fm+2 = 2Fm+

y obtenemos

m-1 Hm+1
Fo,2=2|2m! 4 2m3 Z Ni + Z 2m-5-2r x
* 24 . .o . A . s
m-2 .

K (m+1, 6+2r)]+N [2m-2+2m4 Z N1

]

Hm )
Z 2m-5-2r K (m,6 +"2r)]'

o
m-2 “Hn+1-

= zm+2m-zz Ni+2™N, Y N+2 ) 2m5

2 2 o \

\\ ) Hn :
K(m+1,6+21) + Ny ) 2™62 Ki(m,6+21) .
o

/
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Reordenando términos; incorporando . algunos.a las
Sumatorias. por cambio de fndice en las sumatorias indi-.
cadas; expresando K (m, 6 + 2r) como sumatoria muil--
tiple, y después de algunos pasos de 4lgebra elemental
que omitimos por ser tlpogréﬁcamente dlspendlosos, se
tiene finalmente, - A4k

m . ..Hm+2 :
m,,z = 2m 4 om-2 z Ni+ ) omérg (m+2, 6+2r)
2 r=o i

Esta iltima expresién es la que resulta de sustituir:
m+2 en lugar de m en la ecuaci6n (18) o en lugar de
m+] en lugar de (18A). Se deduce asf que la expresién’
(18) o, si se quiere, 1a (18A) es una soluclén de la ecua-
cién (09).

Por el mismo método, y mediante cAlculos muy pa--
recidos, se demuestra que ‘

n-2 Hn'
Gy=" 2714203 Ni+) 2™5% L, 5420 (19)

i=l- r=o,

también satisface la ecuacién (09).

Formando el determinante

!
; bd ey s

Fn Gn
l'-"n+l Gn+l

y calculando explicitamente su valor con las férmulas
(13) y (14), se comprueba que este determinante’ no es
idénticamente nulo. Esto significa que las soluciones F, .

y G, son independientes y que, por lo tanto, 1a solucién

= CE,+BG,paran.>2 .. . .; (D
“ton C y B constantes arbitrarias, es la solucién gerieral
de la ecuacién (09).

De esta manera, si P, # 0 la soluc16n general de
L S R { . oy

Yn+2 + Pn . Yn+l + Qn =0 ' '(02)'

es la funcidn (o la sucésién);

Y,=(-1/21P ,P, ;...P, P (CF,+BG) (221)
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Esta es, as{ mismo, la solucién complementaria de

la ecuacién (01) no homogénea, que se trata de resol-

ver, cuando P, # 0.
La Solucién Complementaria cuando P; = 0.

En este caso, la ecuacién homogénea asociada es

Y + Q Y, = 0 (20)
o también
Yn<|-2 =- Qn Y, (ZOA) .

Una solucién bésica J, de esta ecuacién la poderﬁos
construir poniendo

| )

J=1 Jl

y aplicando reiteradamente la expresién (20A), a saber:

L=-Q L=-Q
Jy=QQ Js=QQ
y, en general '
= (D Q,3Quy -+ Qun @

donde [n/2] significa la parte entera de n/2 y donde

0 sii n es par

1 sii n esimpar

Otra solucién bisica W, de la ecuacién (20) se ob-

tiene por el método de variacién de parémeuos, segiin
el cual W es :

W =w_1J

n n°n
donde w, es una funcién ain no determinada. De aquf
obtenemos
W= (W + Aw) J

n+l

w

2=

(W, +2 Aw, +A%w) J,.»

y sustituyendd en la ecuacién (20), despu'éé de reorde-
nar términos:

() +Q, Jn\) + CAw, + A2'wn) Joe2 = 0
| : 1 ] \ .
o sea “
A’w, +2Aw, =0

po:ﬁué Jn-éﬁﬁsface a-la ecuacién (20). Poniendo t =
Aw,, , tenemos

Aty +2t, =0 &t =-1

y poniendo t, = 1 se obtiene '

{t,}=(,-41,-1,...)

n-1
z t; puede cons-
0

cuya primera sumatoria W,

truirse muy fécilmente haciendo w, = 0, de donde

Entonces la otra solucién bésica de (20) es

W =wlJ =¢J

n n-"n n 'n

de manera que la solucién geﬂeral de (20) es

Y, =C J,+C ¢

La Solucién complementaria de (01)

En resumen, la solucién complementana de la ecua-
cién (01) propuesta es

n-2
Y,* = 12y (CF, +BGy) 11 By,
k=0
cuanflo Pn —T‘ 0 (22.1)
yol
Yo' =CDV2(C + CED QuaQus- - Qn»
cuando P, =0 2.2
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Una Solucién Particular de la Ecuacién (01)
Propuesta

Para buscar una solucién particular acudimos al mé-
todo de variacién de pardmetros, y consideramos pri-
mero el caso P, ¢ 0. En este caso, sabemos que F, es
una solucién particular de la homogénea asociada (02),
¥y que cualquier otra funcién '

D.F, donde D = constante

también lo serd. Proponemos pues una solucién particu-
lar de 1a ecuacién no-homogénea (0!) en la forma ‘

Yo =7Zy Fy (23)
De ésta deduzco

Yt = Fou (Z,+AZ) (23A)
Y2 = Foyz (Zy+24Z,+ A7) @)
y sustituimos en la ec&ﬁéién oﬁginai O1): o
(F..p +P,F,y+Q, F) Zy+ (0, + P, Fou DAZ,
+F,,.0%2Z, o : (24)

El primer paréntesis de la izquierda es nulo, po’rque

F,, satisface la ecuaci6n (02). Escribamos AZ, = T,y
dividamos por F, ., y queda

AT, + (2+P,Fyy Fu2) Ty = R/ Fopy

o bien

Ty #(L+PyFopy [Fy) Ta=Ry/Frp  (29)

Esta dltima es una -ecuacidn ‘en liD'FF lineal, de

primer orden, no homogénea, cuya solucién explicita
general se conoce. bien, y contiene una constante arbi-

traria(!) aditiva. Para una soluci6n particular podemos
poner esa constante igual a cero, y tengo
n-|
T, = 1) 1 (1+P.F, /F,,) x ,
» k=0 i

™ o

(1) Ver. por ejemplo, Miller, Keunath §. An Introduction to the Caléulus of
" Finite Diffe and Diff Equati !

g
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dsj
x Z R;/F, .,2) + IL (1! (“P.F.H /F.+2) (26).

i=o

Entonces, si P, # 0, la solucién general de la ecua-

cion (01) es

n-
= Yn‘ + Fm sz. ) (27)
k=0

En el caso de que sea P, # 0, la ecuacién (23) toma

la forma

J

. y*n = Z
y la ecuacién (24) queda -

(Ju+2 + Qn Jn) Zn + 2Jn-{»2 A Zn.+ Jn+2 . A2zn = Rn
cuyo primer paréntesis es nulo, y se obtiene
2.AZ + A%2Z, =R,/

o bien ,

AT1;+2Tn=R_n/Jn+2 ."]‘ o 7 (28)

en donde hemos puesto

n-1 ’
n Zn « zn= Z Tk

k=0

La ecuaci6n (28) es lineal, de primer orden, nd ho-
mogénea y su solucién general, que se sabe bien cémo
construir, tiene un término particular que es

n-1
= (-1)" z DR /T, . (29)

k=0

~Porlo tanto, la solucnén general de la ecuagén o1

cuando P, = 0, es
S| i-1 ,
=Y, 45,y (DY (1)“' Rk/Jk+2 (30)
i=o0 k=o
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Resumen de la Solucién de la Ecuaci(m 01)
Dada la ecuacién en DD.FF. lineal, de 22 orden, no-
homogénea

o

Aynt-l—Z + Pn.' Y;H-l + Qn «Yn = R’
construyo su solucién general asf:

1. SiesP, %0 procedemos de la siguiente manera:

- ;1.1 Construir los coeficientes N, segin la expresién
(10).

1.2 A partir de los anteriores escribir explicitamente
los coeficientes K (n,6 + 2r) dados por la fé6rmu-
la abreviada (15), y los coeficientes L (n, 5+2r)
dados por Ia férmula (16). :

1.3Con los anteriores, escribir expl{citamente y ex-
pandir las sumatorias en la férmula (17), para te-
ner v,,, con dos constantes arbitrarias C, B."

1.4 Construir las expresioﬁées (05) para U,

1.5 Formar el producto U Lﬁ V, =Y, establecida en‘la
v férmula (22.1) y quedala soluclén complemen-
taria Y '

1.6 Construir la funcién (26) para 'fn, y buscar la su-
macién de su primitiva,  n-I

Z T = W,

1.7 Formar la suma‘ general,

*
=Y, + W, Fh C(27A)
y esta es la §oluc16n general de (01) cuando

o P, 0.

2. 'SiesP, = 0, procedemos asf:

2.1 Construir la expresién (22.2) para Yn , que seré
1a solucién complementaria. .

2.2Formar la expresién (29) y su sumacién’ primiti-
va n-1
= Z Tk'
(]

100

!
2.3La soluci6n general es

Yn t= Yn' + Jn‘ Z_n \(3OA)

Ejemplo 1.
Trétase de resolver la ecuaci6én en DD.FF. de segun-

do orden

yn+2'DYn=0.’n>0 (31)

h Es posible resolverla por reiteracién:

Yo=A,y;=B,y;=0,y3=B,y;=0,y;=3x1B

y en general, es f4cil deducir que, salvo y, (que es y, =
A) en general es

Yo =Bg, (n-2)!! paranz 1 (32)
donde B es un coeficiente arbitrario, equivalente a y,.

Ejemplo 2.
Se tiene la ecuacién homogénea

Yoo =a(@+1)y, ,n>0 ] ' 33
con las:qogdiciones iniqiales Yo = Ay, =B
Pbr apﬁmcién reiterada se eﬂcuehtra"
y2=1aA,y; = 2aB, y, = 3x1.a2A, ys = 4x2.a’B
y, en general | |

Yo = €1 A+EB (-1 alv2 (34)

Donde AyBson coeﬁcientes constantes y arbitrarios.

Veriﬁquemos que, por ejemplo, (n-1)11- a["m = j, satis-
face a (31)

jn+2-a(n+l)jn = (n+1)!! a W22 _ g(n+1) (n-1)11 alV2i=0’

puesto que aln2+1]= g.a[“’zl » Y (0+1)!1 = (n+1) (n-1)!!

Ejemplo 3.
Resolver la ecuacién no-homogénea

Ynez - @ (@) y, = n+l, n30 ‘ ~(35)
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con las condiciones y, = y,, y; = ;.

Puesto que la ecuacién (33) es la homogénea aso-
ciada de la ecuacién (35), la solucién (34) es la parte
complementaria de la solucién buscada. Para buscar

una solucién particular de (35), parto de la solucién bé-
sica

jo = (@- 1 alv2]
y admitimos una solucién particular de la forma
W, =w,. (n-Dal=w__j

Tomando los incrementos finitos y sustituyendo en
(35) se obtiene

W, (ipein) + Q. Aw, +A82w)j =0+l

El primer sumando de la izquierda es nulo; y po-
niendo t, = A w,_, se tiene

At +2.t, =@+ 1)/j,,0

n
o0 sea

taet =~y + @+ 1)/,
Poniendo t, = 0 se deduce por aplicacién repetiqa:
4y = Uip,ty = Ujp + 2/j3,t3 = iz - 2/j3 + 34
y, de manera general

n+l

ly, = Z ('I)Mkk/jkﬂ

k=1
n-1 n-1 h+l

Wn = 2 th =z z (-l)h+k k/jk+|
k=0 h=0 k=1

Entonces la solucién general buscada es la suma de la
expresién (34) y del producto w, j, = w, (n-1)!l alv2)

n-1 h+l

Y, = (€, A+E,B +z Z (- D" Ky pq) (-1 a2
\ h=o k=l (36)

.

y con un poco de dlgebra elemental se encuentra

/
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Yy = (n-1)11 alo/2) [en+lA+enB-(n/jn+, +(0-2)/ jo g+t
en/j en+l)] v . |

Aplicando 1a solucién (36) a n=1 y n =2 obtenemos
y; = (B - 1/jy)

Y2 = (A - 2/j3)a

de donde
A= yyla+2/jz3=y/a+2/a = (y,+2)/a
B =y +lfip=y+l/a
Ejemplo 4.
Resolvamos la ecuacién
Yne2 = 2%Y, =0 B Gn

con las condiciones inicialesy, = A, y; = B

En este caso tan sencillo es biq_én sabido que la solucién
general es

Yo = Cram + Cy Cap (38)

y que

C,=(aA +B)/2a C,=(@A-B)/2a

usando los métodos que son conocidos para EE.DD.FF.
lineales con coeficientes constantes.

La expresién (22.2) que hemos deducido, y aplicada
aquf, da: /

Vo= DIV (22 (). .. () (C'+Cye,)  (39)

n/2 veces
de donde

A

Yo = €
y1=C +Cy = B

o sea que la solucidn ltima es
y, = a2lv2] A 4 (B.- A)e, (39A)
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" que es la misma soluci6n (38), como se puede compro-
bar con un poco de 4lgebra elemental (verificando que
coinciden tanto para n = 2k, par, como paran = 2k + 1,
impar). '

Ejemplo 5.
Resolveremos la ecuacién

Vos2 - 2V -av, =0 (a>0,n>0)

que tiene forma andloga a la ecuacién (09), pero con

coeficientes contantes.

Los métodos cldsicos conocidos cuando los coefi-
cientes son constantes Ilevan a formar la ecuacién ca-
racter{stica

]

m2-2m-a=0

cuyas dos rafces caracterfsticas

ml=2+\/l+a, m2=2-\‘l-!-a

permiten formar la solucién general
Ya = Cym{ + C, m,"
Es muy ficil deducir que

Cl=(yom2-y])/2‘l 1+a,C2=(y,-y°m|)/2\/ ;+a

si se quiere dar la soluci6n en términos de las condicio-
nes iniciales.

Por el método de nuestro numeral 5 (ver arriba N¢
5), encontramos la solucién general

v, = CF, + BG,

donde F, y G, estdn dados por las expresiones (13) y
(14), respectivamente.

En el caso de este problema tenemos N, =a. Los coefi-
cientes K (n, 4), K (n, 6), etc., son:

K (0, 4) = Np+N3+ . . + N, ,(n-3 sumandos todos igua-
lesaa) = (n-3) a

K@ 6) = ((n-5) (n-4)/2 sumandos de formla N; Nj,
siendo N;N; =a?)=(n-5) (n-4)a?/2 = (n- 4)® 222
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y sucesivamente—

/
K(n,8) = a?(n-7)(n-6) (n-5)/3!=a%(n-5)3 /3!
K (, 10) = 2% (- )@/ 4! ~
!
etc.

Por lo tanto, en nuestro caso se tiene
F, = 27242743 (n-3)+2"6 a2 (n-4)? /2!
+278 a%(n-5)3) / 31 +. . . 4 2kn g1/2(nkp) |

(n/2 + kny2 - 1)(W2kq /2-1)
(/2 - k, /2 - I}
dondek, = €,
y
G,= 2™1+273a(n-3) + 2" a2 (n-4)@) / 2!

+277 3@-5)3) 3+, ... .. + 21Ky gn/2+ky/2-3/2
X

x (0/2 - 1/2 - kn/2)(n/2 + kn/2-322
(0/2 +k,/2 - 3/2!

y la solucién general es

v, = CF, + BG,

Ejemplo 6.
Podemos resolver la ecuacién homogénea

Vn+2 = 2'Vn+l + ncVn

con las condiciones iniciales v, = A, v, = B. Por apli-

caci6n reiterada de la ecuacién encontramos los prime-
ros ténminos

vy = 2B , v3=B(4+c) . V4=B(23+6C)

Vs = B(2'+24c +3¢?) , vg=B (25 + 80c + 302
vz = B (2% +240c + 180c2 + 15¢%)
vg = B (27+672c + 840c2 + 210c?)

En general, puede deducirse que la solucién general
es de la forma

DYNA Nos. 113/114 - MAYO/SEPTIEMBRE/89 - MEDELLIN

Y.

[P PSR PP S P SR




A T et O . s+ ST

ey Piap.
e (it T,

— PP .,

- —a -

Vo= B[2™1+2"3c(n-1)(n-2)/2+ 205 ¢2 (n-3)
(m3-1902+38)/8+....]

o bien, de otra manera:

Vo= B[2ml4204cp, (n) +2"8 c2p. (n)+

+ 21263 p, (@) + .. + 2onclnemip ()]
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