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[J RESUMEN

: Con el fin de simplificar Ia determinacion de las
rigideces por rotaciones nodales y axiales, y de
los momentos de empotramiento en elementos rec-
tos no prismaticos, con o sin articulaciones elasti-
Cas en sus extremos, se propone, desarrolla y apli-
ca un algoritmo basado tinicamente en el Método
de las Fuerzas. '

iIonales

to

Los resultados que se obtienen son correctos y, N
por lo tanto, se recomienda este procedimiento en
lugar de otros mucho mas elaborados.

ien
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1. INTRODUCCION

El Método del Pértico Equivalente especificado
en el codigo norteamericano ACI 318-89 (1) para
el analisis de sistemas estructurales en hormigén
reforzado con losas en dos direcciones, especifi-
cas para los elementos del pértico -vigas y co-
lumnas- variaciones es sus momentos de inercia,
a fin de considerar mejor laigeometria del siste-
ma, especialmente en los nudos.

at

deces rotac
prism
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Como uno de los objetivos de este método es con-
servar, para el andlisis de Igs pérticos resultantes
por el método de los desplazamientos, el mismo
nimero de grados de libertad presentes en pérti-
cos de elementos prismaticos, se requiere la
determinacion de las rigideces y los momentos se
empotramiento en los elementos.

iones en los extremos

mentos de empotram

El autor de este articulo desde hace afios conside-
radificiles o desactualizadas las formas sugeridas
en la literatura para la determinacion de estas ca-
racteristicas. Precisamente en la preparacion del
curso INTRODUCION AL ANALISIS Y DISE-
NO DE SISTEMAS ESTRUCTURALES CON

~ LOSAS EN DOS DIRECCIONES (3) el autor
encuentra un método elemental y simple, que se
presenta en este trabajo.
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La consideracién de articulaciones elasticas o co-
nexiones semirigidas en los extremos de los ele-
mentos, tal como indican por ejemplo, Wang y
Salmon (17) para el analisis mas general de estos
sistemas sometidos a cargas verticales y horizon-
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Las aplicaciones del algoritmo, no se limitan a ele-
mentos en porticos de hormigdn, sino también a
otros casos del analisis estructural como elemen-
tos apoyados elasticamente y elementos entre vi-
gas pared.

2. ANTECEDENTES

Para la determinacion de rigideces y momentos
de empotramientos en elementos de inercia varia-
ble entre intervalos, se proponen en la literatura
los siguientes métodos:

- tablas,

- solucion de la elastica,

- matrices de transferencia

- analogia de la columna,

-‘viga conjugada,

- el método de los desplazamientos,
- la condensacién ‘estatica y, aqui,

- el método de las fuerzas.

Para establecer una base comun de comparacion
se debe aclarar aqui que las tablas consideran tni-
camente la rigidez a flexion de los elementos, o
sea, su deformacién a: flexién. En esta forma el
clemento empotrado ~ empotrado, basico en el
método de los desplazamientos presenta sélo una
doble indeterminacion estatica.

La deformacion axial se puede considerar indepen-
dientemente en la forma usual, que es muy simple.

Las tablas son seguramente las herramientas mas
simples, pero estan limitadas a algunas geometrias
y, en algunos casos, se basan en aproximaciones
adicionales. Aunque en esta época de los
microcomputadores J- finitivamente ya no son los
medios mas apropi:dos, algunos autores como
Ghosh v Rabbt (12) {as siguen utilizando.

La solucién de la elastica, tal como se presenta en
la Resistencia de Materiales, es elemental pero de
dificil ejecucion en este caso. Mas apropiada se-
ria la utilizacion de las matrices de transferencia,
basadas precisamente en la solucion de la elastica,
pero se requicre un nimero de multiplicaciones
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de matrices igual al namero de intervalos d.el ele-
mento, lo que implica un respetable trabajo nu-
mérico.
{

Wang y Salmon (17) insisten en que, tal vez el
mejor método para la determinacion de las caracte-
risticas buscadas es la analogia de la columna. Aun-
que la referencia sugerida por estos autores no es
localizable en nuestro medio, Wang (18) presenta
mas detalladamente las bases de este método, desa-
rrollado, segun Mac Gregor (15) por Cross.

En esta forma probablemente se reduce el trabajo,

-especialmente manual, que implica la doble

indeterminacion estatica, pero s requie're habi!i-
dad para comprender y aplicar la anz!logla. Seglfn
se desprende de sus ejemplos numéricos el trabajo

manual sigue siendo respetable.

Precisamente en este sentido Cross y Morgan (5)
anotan sobre la analogia de la columna lo siguien-
te: “Porque ella es una herramienta mecanica
-una férmula, una analogia- ella no es especial-
mente iluminante”.

El método de los desplazamientos es también apli-
cable en un elemento recto de inercia variable de
intervalo en intervalo. Para ello se divide el ele-
mento en subelementos prismaticos limitados por
nudos en sus extremos. De esta manera los cuatro
grados de libertad del elemento se incrementan en
el doble del numero de intervalos, n, menos uno,
para un total de 4+2(n-1) = 2(1+n).

Paratres intervalos, por ejemplo, el sistema global
tiene ocho grados de libertad, que se reducen a
cinco, cuando se descuentan las tres restricciones,
consideradas al determinar las rigideces del ele-
mento. Aun asi, la solucién de un sistema de cin-
co ecuaciones lineales sélo es practica en forma
sistematizada y, aunque, con los medios actuales
no implica mayor dificultad tampoco hay que re-
currir a este procedimiento, cuando existen otros
mas simples.

A fin de no aumentar innecesariamente el nimero
de grados de libertad de todo un sistema estructu-
ral se recurre a la condensacion estatica, tal como
es presentada, por ejemplo, por Gallagher (8).
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Segun este método, mediante una serie de opera-
ciones matriciales, se reducen los grados de liber-
tad del elemento a los cuatro grados de libertad en
sus extremos'y se detérminan los correspondien-
tes elementos de la matriz de rigidez.

Después de practicamente tres décadas de genera-
lizacion y aplicacion del método de los desplaza-

mientos, para aprovechar las cada vez mayores
posibilidades de los medios de computacion, ya

sea, por ejemplo, considerando solamente elemen-
tos prismaticos y, por lo tanto, un mayor nimero
de grados de libertad, es conveniente revisar las
ventajas de las otras alternativas que conservan los
cuatro grados de libertad del elemento recto.

Una interesante aplicacion del método de los des-
plazamientos, pero ya con la utilizacién de ele-
mentos finitos, es presentada por E1 - Mezaini,

Balkaya y Citipitioglu (6). Ellos ademas de cal-

cular y comparar rigideces y momentos de
empotramiento, llaman la atencion sobre la im-
portancia de considerar adecuadamente el eje
centroidal del elemento, ya que en algunos casos
se considera recto aunque no lo sea.

Los teoremas publicados segun Hirschfeld (14) por
Mohr en 1868, conocidos en norteamérica tam-
bién como método de la viga conjugada, se apli-
can para el calculo de rotaciones y desplazamien-
tos en un elemento recto.Aristizabal (2) presenta
este método para la determinacion de las rigideces
y momentos de empotramiento de un elemento
prismatico con conexiones rigidas y para ello uti-
liza los conceptos de «indices de rigidez» y «fac-
tores de fijeza».

Aunque interesante, especialmente para la
cuantificacion del efecto de diferentes relaciones
de rigideces, estos conceptos no son indispensa-

bles y, por lo tanto, es discutible su introduccién. *

Limitado en su analisis al eleménto prismatico,
Aristizabal (2) se ve obligado a convertr el ele-

mento de inercia variable especificado a un ele-

mento prismatico equivalente, que como se ob-
serva en las tablas, por éjemplo, en general no es
completamente equivalente. -

En esta breve relacionse anota finalmente el:mé-
todo de las fuerzas, que ademas de ser el mas ele-

mental para el analisis de sistemas estaticamente -

sommmrawt

. indeterminadas, permite en algunos casos, tal como

se indica mas adelante, una solucién bastante sim-
ple. Independientemente de cualquier variacion
de inercia en el elemento, esto solo tiene una do-
ble indeterminacion estatica, cuando se considera
solamente la deformacion por flexion.

La solucion de un sistema simétrico de dos
ecuaciones con ‘dos incognitas no- presenta -aun
manualmente- mayor dificultad. Por esta razon se
considera que la aplicacion del método de las fuer-
zas es en este caso muy apropiado.

Posteriormente a la presentacion del método de-
sarrollado aqui en el evento en referencia (3) se
encuentra en la literatura un método semejante pro-
puesto por Funk y Wang K. (7). El método pre-
sentado a continuacion es, sin embargo, mas sim-
ple, ya que al menos no requiere la analogia de
Mohr y utiliza caracteristicas propias de estos ele-
mentos al considerar también la rotacion del eje.

3. EL METODO DE LAS FUERZAS

Las bases de este método se presentan en los cur-
sos y textos elementales para el analisis de estruc-
turas estaticamente indetérminadas (por ejemplo
Castrillon (4)), y, por lo tanto, se omite aqui su
desarrollo.

~ Ademas, el elemento recto considerado es tan sim-

ple, que a pesar de su doble indeterminacion esta-
tica, su analisis no presenta mayor dificultad.

A fin de indicar el procedimiento fundamental a
seguir en este caso, en la Figura 1 se presentan.;

- los sistemas estaticamente indeterminado v de-
terminado, : N

.- las hiperestaticas y los diagramas de momen-

tos correspondientes a sus valores unitarios v

- como acciones externas, la rotacion en el apo-
yo 2 y la carga distribuida sobre laluz.

En elementos prismaticos los coeficientes de .ﬂe- '
xibilidad se pueden determinar facilmente median-
te integrales de Mohr.

- Cuando hay variacién de inercias, se divi,dse lalon-
. ‘gitud del ‘elemento en intervalos de inércia cons-
" tante, tal como se indica en la figura 2, donde el
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intervalo i-j tiene una longitud L;, un momento de
inercia I; y abscisas en sus extremos X; y X, :

La distribucion y magnitud de los momentos en
los extremos del intervalo se anotan, tan.to para
_ las hiperestaticas como para |a carga distribuida.

En la Figura 2e se indica como se puede determi-
nar los momentos de empotramiento, M,y Mz,
en funcion de las hiperestaticas.

* Parala determinacion de las rigideces se indicaen
la Figura 2f el procedimiento seguido, a saber las
rigideces k2 y k2. se determinan sobre el sistema
original y las rigideces k2 y ki, sobre el sistetiga
rébatido.

Este procedimiento naturalmente implica la solu-
cion de dos sistemas de ecuaciones, lo que no re--
presenta ninguna dificultad cuando se programa
el procedimiento, ya que el mismo algoritmo per-
mite la solucion elegantemente.

Aunque, como consecugncia del teorema de Betti-
Maxwell, las rigideces ki, y ki son iguales, se
pueden calcular indepefidientemente para compro-
bar el algoritmo. "

Este procedimiento formal estrictamente solo se
requiere cuando el elemento no presenta simetria
respecto al-centro de la luz. Cuando el elemento
no presenta simetria, todas las rigideces se pueden
determinar a partir del sistema original mediante
condiciones de simetria. :

Los incremento de los coeficierites de flexibilidad
de un intervalo i, en el que la inercia es constante,
se determinan mediante el método de las fuerzas
virtuales, de manera muy simple cuando los
diagramas de momento son lineales, utilizando las
integrales de Mohr y evaluando, cuando la carga

es distribuida, las integrales del trabajo intemo de . -

 deformacion.

En laFigura 3 se ilustrael procedimiento y se ano-
tan las expresiones para evaluar los incrementos

de todos los coeficientes de flexibilidad en el in- -

~ tervalo.

-
13

En esta misma Figura se representan las distribu-

. ciones de momentos, tanto para las solicitaciones -

[ 4
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reales como virtuales. Estas ultimas se identifican
conel subindiqe V. ‘

La consideracion en los extremos de‘l?femento de
las aqui llamadas «articulaciones elasticas», o por
Aristizabal (2) «conexiones semin'glda!s» se hace
‘ficilmente en la forma indicada en la Figura 4. En
ella se anotan los correspondientes incrementos de
los coeficientes de flexibilidad debidos a las dos
articulaciones elasticas en los extremos. Como se

. observa, su consideracion no representa dificultad

alguna.

Las expresiones finales para la determinacion de
los coeficientes de flexibilidad en el elemento rec-
to con variaciones de inercia de tramo en tramo y
con articulaciones elasticas en los extremos se
anotan en la Tabla 1. A fin de considerar las rigi-

~ deces como base comiin las expresiones estan en

funcion de las rigideces de los tramos, K,, y de las
rigideces de las articulaciones elasticas en los ex-
tremos, K, y Ka.

En la Tabla 2 se anotan, ademas de las condicio-
nes de compatibilidad, los algoritmos para la de-
terminacion de las hiperestaticas (8 a 10), de los
momentos de empotramiento (11 y 12) y de las
rigideces (13 a 16). Estas expresiones pemmiten,
entonces, efectuar el analisis completo para el ele-
mento cuyo eje no rota.

Cuando el eje del elemento rota, basta con des-
componer las rotaciones del elemento en sus ex-
tremos en: ‘

- las rotaciones respecto al eje de referencia y
- la rotacion del eje de referencia.

Este procedimiento esta indicado en la Figura 5,
donde, ademas, se anotan las convenciones positi-

-vas. Las expresiones 17 y 18 anotadas son enton-

ces, las expresiones generalizadas del método de
las rotaciones - -»nslope deflection»- para elemen-
tos no prismaticos, tal como las representan Guldan
(13).y Timoshenko (16). ‘

Mediante las condiciones de equilibrio se pueden de-
terminar los elementos de la matriz de rigidez, cuan-
do solo se considera la deformacién por flexion. Es-
‘tos elementos estin anotados en la Tabla 3.
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TABLA 2. E-x‘prnionu para  la dourm“i"’i'"ocio'n de lllporuié-
ticas, momentos de empoframiento y rigldeces.
. ~

a) CONDICIONES DE COMPATIBILIDAD

6“)(. + 0%, =-Oj0

8, X, + D02Xp=-030

6!2 . 520

"b) DETERMINACION DE HIPERESTATICAS

D= 6u 622 - 6:2

X, - S22 S10 - 6,2 620
D

X, __'512 5_:04-501 520
S ]

c) MOMENTOS DE EMPOTRAMIENTO

(8)

(9)

{10)

DE CARGA DISTRI -

BUIDA | q
M, s X, (n)
My = - (X, & LX;)- Mg (2)
d) RIGIDECES
SISTEMA ORIGINAL
kea = X/ _ (13)
Kga = -(X;, + LX; ) (1e)
SISTEMA REBATIDO (7)
ky * x: ) (15)
ky = - (X:-&-LX‘) (16)
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4. ANALISIS A PARTIR DEL ELEMENTO
SIN ARTICULACIONES

"Wang y Salmon (17) y Aristizabal (2) al analizar

el elemento con articulaciones elasticas parten de

las rigideces y momentos de empotramiento del.

elemento sin articulaciones y mediante procedi-
mientos bastante elaborados determinan las
correspondientes propiedades del elemento con las
articulaciones elasticas. '

Sus procedimientos resultan elaborados, ya que
optan -para un sistema de dos grados de libertad-
por una representacion matricial. - ’

Aunque; gracias al algoritmo presentado aqui, es

posible determinar directamente estas propiedades
sin conocer antes las del elemento sin articulacio-
nes, se presenta a continuacion, mas bien como
aplicacion de los métodos del analisis estructural
y del mismo algoritmo, la determinacion de las
rigideces. .

En la Figura 6 se indica el procedimiento a partir
de las rigideces correspondientes a las rotaciones
nodales del elemento hasta determinar los coefi-
cientes de flexibilidad necesarios para la aplica-
cion del algoritmo.

‘ : .
Los elementos con y sin articulaciones, asi como
las hiperestaticas y desplazamientos correspondien-
tes, estan indicados en la Figura 6a.

Las expresiories para determinar las rigideces del
elemento en el sentido de los desplazamientos en
el extremo 1, tomadas de la Tabla 3, estan ano-
tadas en la Figura 6b.

En la Figura 6¢ estan anotadas las condiciones de
equilibrio en su forma canodnica, que se pueden
transformar para determinar los desplazamientos
a partir se las rigideces y las hiperestaticas.

Tal como se anota en la Figura 6d, se determinan
estos desplazamientos y sus respectivas compo-
nentes en el sentido de las hiperestaticas.

Los coeficientes de flexibilidad definitivos, corres-
pondientes a las expresiones | a 3 del algoritmo,
estan anotados finalmente en la Figura 6¢. ' De-

72 ‘DYNA 119 - 1995

terminados estos coeficientes se sigue el resto del
algoritmo.  ___,

No hasido posible encontrar un procedimiento ana-
logo para la determinacion de los momentos de
empotramicnto. Esto se debe, aparentcmente, a la
influencia de la variacion de los momentos de iner-
ciaalo largo de la luz en los desplazamientos en

el sentido de las hiperestaticas.

Wang y Salmon (17) presentan dos algoritmos para
la determinacion de los momentos de
empotramiento, .de los cuales el segul.ado, el que
permite su determinacion sin conocimiento de las

" rigideces de la barra con articulaciones, se consi-

dera el mas simple y directo. Este método, sin
embargo, no se presenta aqui, porque, como se
anota antes, realmente no se requiere.

Estos autores, a manera de sintesis, anotan las ex-
presiones -no matriciales- realmente requeridas
para la determinacion de los momentos de em-
potramiento y de las rigideces correspondientes a
las rotaciones nodales.

5. SISTEMATIZACION

La sistematizacion del algoritmo presentado no
presenta dificultad alguna, ya que las operaciones
mas complicadas son las sumatorias sobre los in-
tervalos.

Sin embargo se presentan algunos casos particu-
lares que deben ser considerados.

El codigo ACI 318-89 (1), por ejemplo, especifi-
ca que en los extremos de las columnas se deben
considerar inercias infinitas sobre intervalos espe-
cificados.

En este caso, al sistematizar, la inercia infinita se
hace igual a cero y se establece la condicion para
no considerar los respectivos sumandos de la
sumatoria, cuando la inercia es nula. De esta ma-
nera los coeficientes de flexibilidad quedan sin las
componentes de los intervalos con inercia infinita.

Si el algoritmo pretende, ademas, incluir las arti-
cplaciones elasticas en los extremos, se debe con-
siderar la posibilidad de que estas, en algunos ca-
SOS, No existan. :
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Esto se logra, cuando no hay articulacién presen-
te, haciendo su rigidez K igual a cero'y al estable-
cer la condicién para no considerar en estos casos
los correspondientes términos de la sumatoria.

_ Debe tenerse presente.que en ambd; casosa iner-

cia nula establecida es precisamente lo contrario
de la inercia infinita real, pero esta es una fonna :

simple para considerarla, -

En su versién mas amplia el programa permite el -

andlisis del elemento con articulaciones eldsticas a
partir del elemento sin las articulaciones: Como ya_
se ha anotado antes, gracias al algoritmo propuesto,
este pmwdnmento walmente no se necesnta

6. AI’LICACIONES

6.1. Presentacién

Como la aplicacién y comprobacién del algontmo
propuesto se consideran méis adelante los sngmen-
tes casos; , e

~ - viga de inercia variable,

- elemento con inercia infinita en los exﬂemoé,
- andlisis a partir del eﬂemenm sin articulaciones y

- elemento con ammlﬂaclones elést:cas en los ex-
tremos.

- Los resultados obtenidos en estos casos se pueden .

comparar con los calculados por otros autores.

Aqui la evaluaci6n se hace mediante el programa .

RIGIDLUZ.GEN -rigideces de la luz generaliza-
da- elaborado en BASIC y en algunos casos tam-
bién mediante las soluciones analiticas encontra-
d”. .

' Obviamente las soluciones analiticas son més sim-

ples de utilizar y, por lo tanto, se deben preferira
las soluciones numéricas, especialmente cuando

se proeedo de manera manual. Ademés, en este

trabajo sirven para indicar la aplicacién del
algoritmo propuesto.

6.2. Viga de inercia varisble .

76 . DYNAI19-1995
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(p-¢. 7,44 contra 4,00) se consideran valores relati-
vos de las i qlerclas y de las longitudes. La varia-
cién en los momentos de empotramiento no es, en
este caso, tan apreciable. (p e. 0 0983 contra
0,0833).

La relacién entre las ngxdeoes an y Kn, 4,820/
7,443 = 0,648, esdlferentealvalorconstmteos
de los elementos prismaticos. " ,

6.3. Elemento con inercia‘infinita
en los extremos

: '.'Il;i.‘c'i'alinente, se ptesenta enlaF; 1gula 7b el sistema

analizado por Wang y Salmon (17). En este caso

~ se observa también, que los resultados prictica-

mente coinciden y, ademas, que a pesar de las pe-

Queiias longitudes relativas de los intervalos de
-inercia infinita, las rigideces pueden aumentar en

mas de un ciento por ciento respecto a las consi-
deradas eh elementos prisméticos. :

Este problema es analogo al que se presenta en

i pérticos conformados con muros en lugar de co-

lumnas, ya que por las mismas dimensiones del
muro no es apropiado considerar vigas prismati-
cas entre los nudos de interseccién de los elemen-

En este caso es posible determinar mediante el
algoritmo propuesto una solucién analitica, tal
como se indica a continuacién.

En la Figura 8a se representa el sistema con las
longitudes de los intervalos de inercia infinita. Los -
coeficientes de flexibilidad segiin las definiciones

* delaTabla 1 estén evaluados en la Figura 8b. Las

hiperestéticas y las rigideces estin anotadas en las
Figuras 8c .y 84. La determinacion completa de
las rigideces puéde hacerse por simple mduccnén
en vez de considerar el sistema rebatido.

Est&s expresiones analiticas son equivalentes a las
anotadas por Ghali y-Neville (10) para las rigide-

. ces correspondientes a las rotaciones nodales. Las

rigideces correspondientes, tanto a las rotaciones

" 'nodales como ‘axiales se pued
En la Figura 7a se presenta el- snstema anahmdo L es se pueden determinar como

por Wang y Salmon (17) con sus respectivos re- |
sultados. A fin de destacar la énorme dlferencna -
respecto a las rigideces de elementos prismaticos

88 mdlca en laTabla3.-

. De mucho mtetes précuco es la evaluacién de la
- influencia dé los mtervalos de inercia infinita en
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las rigideces. Precisamentc para cuantificarla se
considera en la Figura 9a un elemento con inter-
valos iguales de incrcia infinita cn los extremos.
Las expresiones simplificadas para el calculo de

las rigideces cn este elemento simétrico estan ano-

tadas en la Figura 9c.

La rcpresentacion grafica de la cvaluacion esta in-
dicada en la Figura 9b. ¢n la que el cje dc ordena-
das esta en cscala logaritmica. Es interesante ob-
scrvar, por cjemplo. que cuando la longitud de cada
uno de los intervalos de inercia infinita es una quin-

ta parte de la luz del clemento -L,/L= 0,2- Jas rigidc-

ces son de cuatro (15.6) a seis (12,2) veces las deter-
minadas en cl clemento prismatico (4 v 2).

Finalmentc convicne resaltar que las rigideces del

clemento de la Figura 7b sc pucden evaluar direc-
tamcnte mediante las expresioncs de la figura 8d
como se¢ pucde comprobar ficilmente.

6.4. Anilisis a partir del elemento

sin articulaciones

Como aplicacion del algoritmo anotado en la Fi-

gura 6 y, como se anota antcs, mas bien como apli-
cacion de los métodos clasicos del analisis estruc-
tura, se determinan en la Figura 10 las rigideces
relativas de un elemento sin articulaciones elas-
ticas. '

En esta Figura sc ilustra el proccdimicnto" com-
plcto, tanto par el sistema original, como para el
sistema rebatido, hasta la determinacion de las ri-

gideces relativas cn el sistema con articulaciones

clasticas en los extremos.

Los resultados coinciden con los determinados por ‘
Wang v Salmon (17). Es apresiable la reduccion

ocasionada por las articulaciones elasticas en la
magnitud de las rigideces.

6.5. Elementos prismaticos con
articulaciones elasticas en los extremos

En los elementos prismaticos con una o dos arti-
{ .
culaciones clasticas en los extremos, al algoritmo
propuesﬁtambién permite detegminar soluciones
analiticas del problema. -~

Inicialmente se an ; 1 und
culacion clastica. Enla Figura“11 esta indicado

aliza'el elemento con una arti- .

todo el procedimiento. Como el elemento no es
simétrico deben considerarse los sistemas origi-
nal v rebatido.

En la evaluacion-se sigue el procedimiento indica-
do en las Tablas | v 2.

Para utilizar el concepto de grado de
empotramiento difundido en el medio por Garcia

(%), basta, por ejemplo, con dividir la expresion
- de la rigidez ki, por la rigidez del elemento pris-

matico, 4k. v se obtiene aqui la misma expresion

. determinada por este autor..+ -

Aqui se considera de especial interés la variaciéll

* delas rigideces con la relacion entre la rigidez de

elemento prismatico v la rigidez de la articulacion.
k/K. Estas variaciones estan representadas en las

Figuras 12b v 12c en formas grafica-v numérica.

En ambas Figuras se observa como las rigideces
rotacionales tienden hacia los conocidos valores
limites correspondientes a la articulacion rigida de
rigidez K infinita, y a la;articulacion perfecta de
rigidez K nula. Facilmeste se pueden determinar

estas rigideces rotacionales en ambos limites.

Al observar la representacion grafica. se puede con-
cluir. que en la practica:

- se puecde asumir un empotramiento perfecto cn
1, cuando la relacion de rigideces k/K es me-
nor o igual que 0,01,

- se puede asumir una articulacion perfecta en 1.
cuando la relacion de rigideces k/K es mayor o
igual que 10y - '

~ - se deben calcular las rigideces rotacionales cuan-

do la relacién esta entre los limites anteriores.

En la practica el caso de la columna empotrada
elasticamente es de bastante interés y los anterio-
res son algoritmos que permiten determinar sus
rigideces para un anilisis de-porticos por ¢l méto-
do de los desplazamientos.

En el caso d¢l eleménto prismatico con’dos articu-
‘Jaciories elasticas diferentes en los extremos. las
~ rigideces-también se pueden determinar analiti-

camente, tal como-se indica en la Figura 13.
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El proccdimiento indicado corresponde al sistema -

" original v. para la determinacion de las rigidez
faltante sc puede proceder por la induccion.

La variacion de las rigideces en el elemento con
articulaciones elasticas iguales en los extremos esta
representada para diferentes relaciones de rigidez
. en la Figura 14. Las expresiones para evaluar las
rigideccs anotadas en la Figura 14c son equiva-
lentces a las presentadas por Gere y Weaver (11).

Es interesante observar que én este caso los com-
portamientos caracteristicos corresponden a los
mismos limites del caso antcrior, aunque en este
caso. para articulaciones de rigidez nula. todas las
rigideces también lo son.

7. CONCLUSIONES Y
RECOMENDACIONES

Al algoritmo propucsto utiliza solamente el méto-
do mas simple para el analisis de sistemas
cstaticamente indeterminadas y no rcquicre analo-
gias u otros artificios para ¢l analisis de clementos
rcctos. ‘

. i
Precisamente en su simipleza radica su elegancia.

Aungque inicialmente el algoritmo cs elaborado para
su aplicacion en ¢l Método del Pértico Equivalen-
te, sc puede utilizar ‘en muchos otros casos, tal
como se presenta en las aplicaciones.

De todas maneras se considera que este algoritmo
atiende parcialmente a la solicitud de Mac Gregor
(15) por una presentacion mas clara y mas ade-
cuada a la sistematizacion del Método del Pértico
Equivalente.

La sistematizacion requiere aiin de un algoritmo
mas general que permita el analisis de porticos con-
formados por elementos rectos no prismaticos, que
considere, por lo tanto, rigideces diferentes a las
del clemento prismatico. :

El algoritmo se puede generalizar aiun mas, por
cjemplo, para considerar cargas variables en los
~ intervalos, cargas concentradas, vigas acarteladas,

etc. Estas posibilidades no sé considefan aqui, a
fin de no complicarlo innecesariamente.

82 ~ DYNA119-1995

En general, se debe llamar la atencion sobre la sen-
sibilidad de Tas rigideces al considerar modelos
mas reales, ya 5ea con inercias infinitas o con arti-

culaciones elasticas.
L \w
El apitor definitiyamente cree, que el algoritmo pro-

puesto aqui, no solo supera a la analogia de la co-
lumna por lo simple y elemental, sino también al

| propuesto por Funk y Wang (17), por las mismas

razones, y porque también permite considerar arti-
culaciones elasticas en los extremos.

-8. CONVENCIONES

8.1. Generales

- E - Médulo de Elasticidad

LI " - Momentos de inerciade la seccion
del elemento o-de las secciones en
los intervalos

L.L,. : Longitudes del elemento y del inter-
valoi

Li, L, Ls : Longitudes de los intervalos 1, 2 v 3

n :  Numero de intervalos en el elemento

X, X, Abscisas en los extremos del inter-
valo i B '

X : Abscisa local en el intervalo i - j

8.2, Rigideces

k, ki . Rigidez EI/L 6 EI/L;

‘K, K, Kz : Rigideces de las articulaciones elas-
ticas

k;; : Rigideces correspondientes a las ro-
taciones nodales (ij =1,2) - -

K : Rigideces correspondientes a las ro-

taciones nodales y axiales (i,j = 1,4)
AB,CF : Factores para la determinacion de
rigideces - '

8.3. Acciones y solicitaciones

q . Carga distribuida sobre el elemento
M;- - Momento en el voladizo
M-, My Momentos de empotramiento
M,, M, Momentos finales
Vi : Cortante en i debida a la carga q
M, : Momento.en i debido a la carga q

8.4. Desplazamientos e hiperestiticas

&, . Coeficientes de flexibilidad (i,j = 1,2)

o = Desplazamientos debidos a las accio-
nes externas(i,j = 1,2)

et e anin

= it
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X,z 2k§-

Xy = - ék (1+ 2k ) (LF)”
¢) HIPERESTATICAS EN EL SISTEMA ORIGINAL
u,,z ax (1+3kK,))F"

"l" 3 "
kg =ky = 2k FrY,
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d) RIGIDECES
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¢ ) EVALUACION DE RIGIDECES

FIGURA (4. Represe!ntoclon grahcu y evoluacuon de las rlgl-
deces .dén el elemento prismolico orticulado olostico-

mente eu,a ambos extremos
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& . Desplazamientos totales en el sen-
tido de las hipcrestaticas ~

D  : Dectecrminante dc la matriz de flexi-
bilidad :

Di . Determinantc dc la matriz de rigidcz

i . Rotacioncs dc los vola dizos o rota-

cioncs de los nudos respecto al cje
del clemiento (i = 1,2) :
6, - - Rotaciones totales de los nudos (i = I 2)
0 : -Rotacion del elemento
X. . Hiperestaticas (i = 1,2)
. Scpucde prcscntar confusion entre la ultima con-_
vencion y la de las abscisas. Para evitarla se puc-
dcn representar las hiperestaticas por S;.
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150 ANOS DE HISTORIA!

esta pagina de honor al registrar los 50 anos

Queremos hacer un recordatorio especial en
cuyo disefio ingenieril y arquitectonico

del claustro de la Facultad de Minas en Robledo,

1o elaboré el maestro Pedro Nel Gomez.
Se presenta para ilustracién del lector, dos fotografias que muestran la casona centenaria

y colonial que ocup6 la Escuela de Minas en la hoy Plazuela de Maria Auxiliadora (El
Palo x Av. Echeverri) y el actual complejo de Robledo.

1944
Casona situada :
en el Palo x Avenida Echeverri.

1994

Instalaciones actuales

en Robledo




