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Estoy muy contento. de ver toda la seriedad y aten-
cién que le estdn dando a la manera de mejorar la
ensefianza tradicional del cédlculo. Sin embargo, me
sorprende que nadié ha discutido el tipo de cambios
que personalmente creo serfan més valiosos. Si fue-
ra responsable de la ensefianza del célculo para estu-
diantes universitarios de pregrado o para estudiantes
avanzados de secundaria y si tuviera la oportunidad

~ de alejarme de los libros tradicionales, ciertamente

harfa cambios importantes, dando énfasis a varias
mejoras en la notacién que los matemadticos avanza-
dos han estado usando por més de cien afios. v

Tl cambio mds importante serfa la introduccién, des-
de muy temprano, de la notacién O y las ideas re-
lacionadas. Esta notacién, usada por primerd. vez
por Bachman en 1894 y popularizada por Lantau,
tiene la virtud de simplificar cdlculos, por lo tianto
hace més facil muchas partes de la materia, adem4s
de ser muy intuitiva y ficil de entender. La idea
clave es ser capaces de tratar cantidades ‘que- sélo
son especificadas parcialmente y poder emplea.rlas
en ecuaciones y férmulas.-

Yo empezarfa mi curso 1dea.l de célculo introducien-
do la “notacién -A”, que significa “cuando mé4s en
valor absoluto”. Por ejemplo, A(2) representa una
cantidad cuyo valor absojuto es menor o igual a 2.
Esta notacién tiene una conexién natural con los
mimeros decimales:. Decir que 7 es aproximadamen-
te 3.14 equivale a decir 7 = 3.14+ 4(.005). Los estu-
diantes descubrirfan ficilmente cémo calcular con A:

1()*‘(”) = A(100);

(3.14+ A(. 005)) (1 + A(0. 01))
= 3.14+ A(.005) + A(0.0314) + A(. 00005)
= 3.14 + A(0.03645) = 3.14 + A(.04).
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Por supu&to yo let. exphcarfa que el signo igual no
es simétrico con respecto a estas notaciones: se tie-
ne 3 = A(5) y 4 = A(5) pero no 3 ='4. tampoco
se puede decir que A(5) = 4. Sin embargo es po-
sible afirmar que A(0) = 0 .Como dice de Bruijn
en [1, §1.2], los mateméticos normalmente usan el
signo = como si fuera la palabra “es” en espaiiol:
Aristételes es un hombre, pero un hombre 10 €S ne-
cesariamente Aristételes. :

La notacién 4 se aplica tanto a cantidades variables
como a constantes. Por ejemplo,

-senz = A(1);

z = Az);
A(z) = zAQ1);

AD)+ AW =A@ +y) si 220 y y20;
(1+AM)P =143A() si t= A1),

Una vez los estudiantes se han acostumbrado a la no-
tacién A, estén listos para la notacién O, que se lee
“del orden de”y es algo menos especffica. En su for-
ma més simple, O(z) se aplica a algoquees C A(z),
para a.lguna constante C, pero sin decir cial es el va-
lor de C'. Ademds, se definen condiciones colaterales
para las va.nabl&s que apareoen en las férmulas. Por
ejemplo, si 7 esun entero positivo, se ‘puede afirmar
que cualquier polmomlo cuadrético en n es O@n?).

Si n es suficientemente grande, se puede deducir que
/

(n+O(vn)) (Inn + v+ O(1/n))
=nlnn +~+0(1)
+ O(v/nlnn) + O(+/n) + O(1//n)
C=nhn +'Tn + O(v/nlnn).

Definirfa la denvada introduciendo un concepto que
podemos llamar la “denvada fuerbe" La funclén bi
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tiene derivada fuerte f'(x) en un punto z, si-.
fle+ ) = f@) + f@)e+ 0@
cuando e es suficienteménte pequefio. La gran ma-
yorfa de funciones que’'se emplean en el trabajo
préctico, tienen derivada fuerte. En estos casos la
derivada fuerte coincide con la derivada. Pienso que
esta definicién captura muy bien la intuicién que yo
quiero que los estudiantes tengan acerca de:la de-
rivada. Se. ve inmediatamente, por ejemplo; que si
f(z) =a%entoncés. . . .. _ o 1o
2z 4 €)% = +;2'§;€/=p,.62.,~ SR A

por 1o taito la derivada de 2 es 2z. ¥ si la dérivada

de 2™ es dn(x), se tiene

ol PO

(z+ e)""”.1 = (z+ e) (=" + dn(a:)e + O(Ez))
=g 4 (zdy(z) + 2)e +'O0(?);
por lo tanto la derivada de 2" es zd,(z) + " ¥
por induccién d,(z) = nz"!. De manera similar si

f v g tienen derivadas fuertes f'(z) y.¢'(z), se ve
ficilmente que

flx+eg(z+e) = flx)gld)
+ (f(@)9(@) + flz)g @) e + O(),
que es la derivada fuerte de un producto. La regla
de la cadena i -

Flgla+ ) = f(g(2)) + ' (9(2)) ¥ (e +O(?)
también’se obtiene directamente cuando f tiene de-
rivada fuerte en el 'punto-g(z) y ¢uando g tiené de-
rivada fuerte en z. o b A e
Una vez se ensefie gue la integracién és la'operacién
inversa a la diferenciacién y que est4 relacionada coit
el 4réa bajo tind curva, se puede observar, por éjem-
plo, que si fy i tiénen ambas derivadas fuertes,
entonces : e ’

T

fz+) - f@) = /jff(m +)dt -

€ B . .
= / (F(2) + f'(z)t + O()) dt
| = f@e+ @2+ 0().
Estoy seguro que serfa un placer tanto para los estu-
diantes y los profesores si el cdlculo fuera ensefiado
de de esta manera. El tiempo extra invertido pa-
ra introducir la notacién O serd recuperado amiplia-
mente por las simplificaciones que se presentan més
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ficiente para

introducir la notacién o, que s€ lee “de menor or-
den que’y equivale a la operacién de lfmx.te, y que
se puede incluir en la definicién de la derivada (no

necesariamente fuerte):
flz+e)= fla)+ F(x)e + ofe) .

y.en, otras definiciones: una funcién f es continua
éenzsi - L : :
F(z+ &) = fl)+o(1);

y asf sucesivamente. Pero tampoco habria problema
si se deja este dltimo tema para un curso mM4s avan-
zado, donde se comprenderfa ficilmente por cua!-
quiera que haya manejado 16 bésico de O. En reali-
dad, no necesité usar la notacién o en més de 2200
péginas de The Art of Computer Programming, aun-
que se emplearon muchas técnicas del cdlculo avan-
zado para tratar una gran variedad de problemas a
lo largo del libro.

Con seguridad los estudiantes tendrdn una muy bue-
na motivacién para usar la notacién O por dos razo-
nes. - En primer lugar, simplifica significativamente

los célculos pues nos permiite ser “descuidados” de
una manera controlada y satisfactoria. En segundo

lugar, gparece en los cdlculos en series de potencias
en sistemas algebraicos como Maple y Mathematica,
que losiestudiantes de hoy usaran con certeza.

Por mé de 20 afios he sofiado con escribir un libro
de calaulo-con €l titulo de O Calculus, en el cual los
temas se desarrollen segin la lfnea esbozada aqud.
Proyectos méds urgentes, tales como el desarrollo del
procesador cientffico de textos TEX me han impedi-
do.realizar este suefio, aunque sf traté de escribir una
buena introduccién a la notacién O para estudian-
tes que ya habfan cursado célculo en [2, Chapter 9).
Tal vez misiideas. puedan ser equivocadas, pero es-
pero que esta carta despierte la atencién de gente
con mayor posibilidad de escribir textos de célculo
para el nuevo milenio. Espero que algunas de estas
ideas, ya clésicas, demuestren ser tan fructiferas pa-
ra los estudiantes de las préximas gerraciones como
lo han sido para mf. - ‘ '
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