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RESUMEN. Se presentan algunas reflexiones sobre el estado de la ensefianza y la aplicacién de las ma-
tem4ticas en las Ingenierfas de hoy en Colombia, sefialando notables deficiencias y sus consecuencias. Para
contribuir en un sentido constructivo se presentan algunas ideas de caos deterministico de baja dimensiona-
lidad y su cuantificacién en sistemas dindmicos no lineales y se aplican a la evolucién del sistema de Lorenz

(1963) y a la serie de lluvias mensuales de Medellfn.

ABSTRACT.

Some thoughts are presented concerning the current state of teaching and application of

mathemathics in the context of Engineering in Colombia, pointing out deficiencies and its consequences.
To contribute in a constructive sense, some ideas are presented concerning tools to quantify deterministic
low-dimensional chaos in non-linear dynamical systems, applied to the evolution of the Lorenz (1963) system

and to monthly rainfall records at Medellfn

{
1. INTRODUCCION i

\

Las ciencias bésicas constituyen la fundacién del
edificio de la Ingenieria. La matemé&tica ocupa
allf un lugar de privilegio, “ admirablemente adap-
tada a los objetos de la realidad”, como decia Eins-
tein. Los desarrollos mas trascendentales de las ma-
teméticas se han logrado en gran parte impulsados
por las preguntas sobre el origen, la estructura y el
destino del Universo, sobre las causas y la dindmica
de los procesos naturales, sobre los desarrollos de la
tecnologia (incluyendo la de la guerra), y sobre la ex-
periencia del mundo cotidiano. Desde esa perspecti-
va, la Ingenieria y la matemética han caminado inse-
parablemente desde las civilizaciones antiguas has-
ta hoy, porque aunque la Ingenierfa es mucho més
que sélo ciencia aplicada, estd basada en principios
cientificos, y el rigor y la racionalidad son requisitos
de la buena Ingenieria. La naturaleza de la Inge-
nieria, como la de la ciencia, es fundamentalmente
buen pensamiento sobre las cosas y el universo en el
cual estdn inmersas.

Hay actualmente en Colombia un panorama preocu-
pante en la ensefianza y en la préctica de las Inge-
nierfas. El terrible déficit de cubrimiento de la edu-
cacién superior que existe en Colombia ha desembo-
cado en el nacimiento de “ Ingenierfas” de todas las

Palabras Claves. Educacién, Matem4ticas, Ingenierfa, Teorfa del Caos, Predecibilidad..

denominaciones en “ Universidades” que no desarro-
llan investigacién pero que ofrecen titulos universi-
tarios sin control de calidad, con pocos profesores
que cuenten con estudios de posgrado, y sin labora-
torios adecuados.

Otro elemento clave del deterioro de las Ingenierias
en Colombia es que su vinculo riguroso con las cien-
cias bésicas se ha ido relajando, entre otras razones
por la existencia de paquetes de software que resuel-
ven problemas de fisica, de matemdticas y estadisti-
ca, de quimica, etc., y, obviamente, de disefio en
todas las reas de la Ingenieria. Reconocemos que
tales herramientas son importantes y dtiles, y por
supuesto que deben ser usadas en los contextos ade-
cuados. Sin embargo, su uso indiscriminado dete-
riora la capacidad de anélisis, rebaja el pensamiento
creativo y sefiala caminos erréneos a los futuros inge-
nieros. Es hora de que estos adelantos tecnolégicos
abran el espacio (tiempo) necesario en los curriculos
y en los cursos de ingenieria. Asi, las horas de clase
y los cursos que antes se dedicaban a tareas que im-
plicaran desarrollar largos cédlculos y al andlisis de
detalle de disefio (y que hoy se abrevian al méximo
en el computador), hoy deberian ser empleados en
ahondar los conocimientos en materias que brinden
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herramientas de andlisis mas poderosas, en cursos
de ciencias basicas que los estudiantes nuestros re-
quieren con ‘urgencia, en matem4ticas, en fisica, en

quimica, en biologfa, en geofisica, y en muchisimos -

campos de la ingenierfa del siglo 21.

Pero también hay otros graves sintomas. Hay defi--

ciencias fundamentales en la ensefianza y sobre todo
en el aprendizaje de las matemiticas en la secunda-
ria. Tales deficiencias son, en mucho, consecuencia

del enfoque Bourbakiano que ha usado la pedagogia :

matematica de los ultimas décidas: lemas, hip6te-
sis, corolarios que poco dicen a los estudiantes sobre
la conexién de las matemdticas -con problemas del
mundo real. Para corroborar esta hipdtesis me refie-
ro al diagnéstico hecho por profesores de matem4ti-
cas de los primeros semestres universitarios, que se
incluye en el trabajo de Cossio y Tejada (1999). Mu-
chas de tales consecuencias habian sido previstas y
alertadas por Poveda-Ramos (1984). A mi manera
de ver, esta es una de las razones que explican los
paupérrimos resultados del desempefio en matemati-
cas de los estudiantes Colombianos a nivel mundial,
asi como de los estudiantes de Antioquia en relacién

con sus pares Colombianos (reportados en trabajos
del profesor Miguel Monsalve del Departamento de:

Fisica de la Universidad Nacional, sede Medellin).
El rigor detallado en la creacién y en la escritu-
ra de la matemética es absolutamente necesario en
su condicién de ciencia exacta. Ese altisimo rigor
logra reducir nociones muy complicadas  a una es-
cencia que proporciona los fundamentos para desa-
rrollos posteriores enriquecedores e iluminantes. Lo
que pensamos es que la pedagogia de las mateméti-
cas desde el enfoque formal Bourbakiano es poco
adecuada e insuficiente para las mentes infantiles y
juveniles, y particularmente para estudiantes de in-
genierfa, debido a su incapacidad para conectar las
ideas matemiticas con las preguntas de la naturale-
za y de la tecnologia. Los estudiantes necesitan un
contexto motivante, y también estar conscientes de
las razones por las cuales estan aprendiendo lo que
aprenden. I S

Hay también deficiencias fundamentales en la en-

sefianza de las matemadticas en las ingenierias nues-
tras, que comparten el mismo origen sefialado en el
pérrafo anterior. Pero aquf aparecen otros elementos
muy preocupantes. Con brillantes y notables éxcep-
ciones, muchos de los profesores de matemdticas y de
ingenieria no conocen o no mencionan los'problemas
a los cuales se conecta el conocimiento matemaético
con la Ingenieria, la Geofisica, la Biologia o ain en
la Industria. Esto es lamentable pues la matemética,
provee conocimientos muy potentes, pero también

"'ras demostrativas y apr

. indispensable para la innovacl

tecnolégico. Esto lo sabia Arq

- est4 ensefiando la geometria (si acaso),
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entales, paradigmas, xfla}ne-
oximaciones metodolégicas

que m4s adelante se usan en la solucién de proble-

mas i es una herramienta
ticos. Por ello es queé erramien
e ién, la creacion cientifi-

truccién del desarrollo
uimedes y lo sabian
Newton, Euler, Gauss, Lagrange, Laplace, Ja;c9b1,
Kolmogorov, y todos los grandes de la matematica.

proporciona recursos m

ca en ingenieria y para la cons

; ienci e se aprecia es que se
Otra deficiencia de fondo qu p B loalo 1a
estadistica y las probabilidades, y las ecuaciones .d’l—
ferenciales de los siglos 18 y 19, atraso que ta.u’}blen
se aplica a las llamadas “ materias profesmnales- , 8O-
bre el cual comentaremos en proxima oportunidad.
Poco o nada se ensefia sobre recientes desarrollos
de las mateméticas, y mucho menos de su posible
aplicacién en la solucién de problemas ingenieriles.
Para la muestra un botén. En la tabla de conte-
nido del dltimo nimero de “ Qué estad pasando en
las Ciencias Matematicas 1998-1999” (Cipra, 1999),
podemos leer articulos sobre:

o El triunfo en ajedrez del computador llamado
“Deep Blue” de IBM sobre Kasparov, desde la
perspectiva de la optimizacién de algoritmos

. ?e biisqueda, y su aplicacién en diversos jue-
gos combinatorios.

. ]X,os vinculos existentes entre uno de los proble-
mas més profundos existentes en la teoria de
nimeros (la llamada Hipétesis de Riemann),
con uno de los temas més complicados de la

. fisica actual (caos cuéntico).

e Un ensayo sobre la obra de Paul Erdos, mu-
chos de cuyos resultados y teoremas tienen hoy
aplicaci6n en ciencias de la computacién.

e La Geometria Algebréica y las posibilidades
de los métodos computacionales para solucién

_ de tales problemas. i

o La prueba computacional de la Conjetura de

Robbins (un famoso problema no resuelto en
légica simbdlica que habia permanecido sin
solucién desde la década de 1930), mediante
lo que podria llamarse “razonamiento propio”
de un computador, programado por el mismo
equipo de trabajo que ya habia demostrado el
Teorema de los Cuatro Colores.

La grimera evidencia experimental de la exis-
tencia de caos matem4tico en una poblacién
de escarabajos.

Investigacién que se est4 realizando en una,

nueva clase de computacién, basada en princi-
pios de la mec4nica cudntica,
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e Un adelanto fundamental en la teoria de la
complejidad computacional que tiene implica-
ciones en sistemas criptograficos con seguridad
“ garantizada”.

e Los vinculos existentes entre arte y mateméti-
cas ejemplificados en las obras de M.C. Escher
y de Marcgl Duchamp.

e La reedicién del trabajo titulado “ El Descu-
brimiento Matemdtico” de Henri Poincaré.

Evaluando esta tabla de contenido se observa que
nuestros estudiantés de ingenieria muy raramente
han oido hablar de estos temas, sin mencionar su
estudio y aplicacién a problemas précticos, a pesar
de que todos ellos tienen aplicaciones de primer or-
den en las Ingenierias. Podriamos mencionar mu-
chos otros temas de los desarrollos més recientes de
la matematica, la fisica, la quimica y la biologia que
no se estudian en los curriculos de las Ingenierias
nuestras. Los riesgos a los que esto conduce son
demasiado costosos: (i) débil nivel académico y po-
ca preparacién profesional de nuestros egresados en
relacién con sus pares de otros paises, (ii) pocaﬁ po-
sibilidades de desarrollar innovacién, investigacién
y desarrollo tecnolégico para actuar sobre nue%t.ra
realidad y mejorarla. '

Nétese que en la tabla de contenido referida més
arriba aparece varias veces la mencién de Caos ma-
temaético. La coincidencia de este hecho con las an-
teriores reflexiones sobre el estado de la matemética
en la Ingenieria de hoy, me inducen a exponer algu-
nas ideas concernientes al Caos deterministico, mu-
chos de cuyos desarrollos originales subyacen en los
trabajos del también mencionado Henri Poincaré.

2. CAOS DETERMINISTICO EN
INGENIERIA

Temas como la geometria fractal y la dindmica cadti-
ca subyacen en un gran cambio que se ha dado re-
cientemente en la manera en que cientificos e in-
genieros perciben y, por tanto, modelan el mundo
real. Investigadores en temas como la quimica, la
biologia, la fisica, la geologia, la economia, la fisio-
logia, los ingenieros mecénicos, eléctricos, quimicos,
civiles, aeronduticos han incorporado el bagaje de
conocimientos de la geometric fractal y de los sis-
temas dindmicos no lineales que exhiben o no caos
matemético para tratar de entender, explicar y pre-
decir diversos fenémenos fisicos: de los arboles a la
turbulencia, de la organizacién espacial de las ciu-
dades a las dindmica de las fracturas, de la miisica
a los créteres de la luna, de las redes de drenajes en
cuencas hidrogréficas a las fluctuaciones deFtlima,
de las epidemias de enfermedades a la distribucién

de la lluvia, de los precios de las acciones en la bolsa,
de valores a los procesos de extraccién del petréleo,
de las mezclas de gases a la conveccién térmica, del
tréfico de las ciudades a la vibracién de motores y es-
tructuras. Algunas referencias bésicas sobre Teorfa
de Caos son los trabajos de Addison (1997), Bergé et
al. (1984), Hale y Kocak (1991), Lorenz (1993), Ni-
colis (1995), Ruelle (1991), Gleick (1987).

Muchas de las ideas matematicas que hay detras de
los temas de la geometria fractal y de teoria de caos
existian desde hace largo tiempo, desde los trabajos
de Hadamard, Duhem, Fatou, Julia, Poincaré, Can-
tor, Weirstrass, Sierpinski y otros. El advenimiento
del computador con su capacidad de efectuar gran
cantidad de célculos en muy poco tiempo, ha po-
sibilitado la investigacién y aplicacién de las ideas
de caos y fractales. En ingenieria estas ideas se han
aplicado en las siguientes 4reas:

1. Ingenieria sismica El comportamiento dindmi-
co cadtico de los terremotos (Carlson y Langer,
1989: Huang y Turcotte, 1990).

2. Sistemas electrénicos (Ogorzalek, 1995: Chua
y Hasler, 1993) y circuitos eléctricos (Madan,
1993).

3. Ingenieria Estructural (El Naschie, 1990;
Moorthy et al., 1996).

4. Arquitectura naval (Choi y Lou, 1991).

5. Ingenierfa Mecédnica (Neilson y Goncalves,
1992; Zhao Y Hahn, 1993; Adiletta et al.,
1996).

6. Ingenieria de Transito (Jarrett y Xiaoyan,
1992, Muller et al., 1994; Addison y Lou, 1996)

7. Ingenieria Quimica (Scott, 1994; Villermaux,
1993). En especial sobre la reaccién quimica
de Belousov-Zhabotinsky (Hudson et al., 1981;
Roux y Sweney, 1981, Dolnik y Epstein, 1996).

8. Dindmica econémica (Parker y Stacey, 1994;
Leydesdorff y van den Besselaar, 1994; Lorenz,
1993).

9. Mecénica oscilatoria (Baker y Golub, 1990).

10. Reactores de tratamiento de aguas (Paladino,
1994).

11. Semiconductores no lineales (Allen et al,
1991). ‘,

12. Flujos Geostréficos (Ott y Tel, 1993).

13. Actstica (Lauterborn, 1996).

14. Optica (Gibbs et al., 1981). i

15. Procesos de corte mecénico (Grabec, 1986).

16. Lasers (Cloet y Braiman, 1996; Gioggia y
Abraham, 1983).

17. Ondas y solitones (Nettel, 1995).
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18. Turbulencia (Frisch, 1995; Kadanoff, 1993;

Barenblat et al., 1983; Sreenivassan y Rams-
hankar, 1986; Ruelle, 1983, Guckenheimer,
1986, Desissler, 1986, Mandelbrot, 1984, Me-
neveau y Sreenivasan, 1987, Frisch y Orzag,
1990).

19. Turbulencia en la atmésfera (Lorenz, 1963,
Poveda-Jaramillo y Puente,  1993; Nezlin,
1994).

20. Flujo de Couette-Taylor (Gollub y Swen-
ney,1975; Swenney, 1975; Brandstater y Swen-
ney, 1987; Mullin y Pierce;1989).

21. Rutas de la turbulencia hacia el caos (Lan-
dau, 1944; Ruelle y Takens, 1971, Feigenbaum,
1978, 1980; Berge et al., 1992).

22. Flujos de fluidos pulverulentos o granulares
(Bideau et al., 1995).

3. GENERALIDADES ACERCA DE CAOS
DETERMINISTICO

Desde los trabajos de Henri Poincaré sobre el pro-
blema de tres cuerpos en astronomia se sabe que
hay sistemas de ecuaciones no lineales que presen-
tan soluciones inestables. La lista del numeral an-
terior proporciona una idea de la existencia de “
atractores extrafios” en el comportamiento de mu-
chos sistemas dindmicos no lineales. Un atractor
extrafio (Ruelle y Takens, 1971) de un sistema de-
terministico de ecuaciones diferenciales no lineales
se caracteriza por ser una cuenca de atraccién de
las trayectorias que constituyen las soluciones en el
espacio de fases que exhibe una altisima sensibilidad
a las condiciones iniciales. Obviamente, esta sensi-
bilidad a las condiciones iniciales influye de manera
notable en el andlisis de la dindmica del fenémeno,
ya que exige mucha precisién en las condiciones ini-
ciales, lo cual en términos practicos impone fuertes
restricciones a la predecibilidad de largo plazo. Este
hecho se refleja en un répido decaimiento en la fun-
cién de autocorrelacién y la existencia de un espec-
tro de Fourier de banda ancha. Un atractor extraiio
tiene la propiedad de ser un objeto fractal, ya que
su dimensi6én de Hausdorff-Besikovitch es mayor que
su dimensién topolégica (Mandelbrot, 1983).

Una condicién para que un sistema sea caético es
que sea no lineal, que adem4s posea pocos grados
de libertad o que tenga un atractor de baja dimen-
sionalidad que gobierne el comportamiento dindmico
del sistema, y que exhiba una altisima sensibilidad a
las condiciones iniciales. El trabajo.ya clésico de Lo-
renz (1963) constituye la primera evidencia de caos
en la dindmica del clima. Su modelo consiste en tres
ecuaciones diferenciales no lineales acopladas para
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y sencilla el fenémeno
ocasionado por el ca-
desde la superficie del
es de Lorenz es

describir de una manera r_nu
de la conveccién atmosférica
lentamiento de la atmésfera'
terreno. El sistema de ecuacion

X' = —-0'X+UY
(3.1) Y= XZ+9X -Y
7z = —XY"bZ

en donde la comilla representa una derivad?, con res-
pecto al tiempo. La variable X es _prOPOI”ClOIla1 ala
velocidad del movimiento convectivo, Y es propor-
cional al gradiente de temperatura, y la variable Z
es proporcional a la distorsién del perfil de tempera-
tura vertical de la linealidad. Los pardmetros o y b
son fijos (o0 =10y b= 8/3, tipicamente), mientras
que 7y es un pardmetro de control.
El sistema (3.1) se puede resolver numéricamente
usando un algoritmo de Runge-Kutta, para diferen-
tes valores de y. Para valores de ¥ < 24, 74 las series
de tiempo en X, Y'6 Z son estacionarias o periédicas,
mientras que para v > 24,74 la solucién es irregu-
lar y caética. En la Figura 1 se presenta la solucién
numérica del sistema de Lorenz, para v = 45,92.
En l:;Sﬁla, superior se muestran las proyecciones bi-
dimensionales de las trayectorias de X vs. Z, de X
vs. Yiyde Y vs. Z, y en la fila inferior se muestra
la evolucién de las tres variables como funcién del
tiempao, ¢t. El atractor extrafio encontrado por Lo-
renz se'caracteriza por ser globalmente estable pero
localmente impredecible, debido a su inherente ex-
trema sensibilidad a las condiciones iniciales. Este
hecho se deriva de un proceso de doblado y estirado
de las trayectorias dentro del atractor, es decir que
en unas direcciones el atractor se expande y en otras
direcciones‘ se contrae; se trata de un “ atractor ex-
1‘;‘1-a.no” . Ppr ello se ha recurrido a la metafora del
aleteo deila mariposa” en la selva del Amazonas

que es capaz de desatar un tornado en Japén a la
semana siguiente.

4. HERRAMIENTAS PARA LA
CUANTIFICACION DE CAOS

4.1. Exponentes de Lyapunov. Los exponentes
de Lyapunov proporcionan una me

: dida de la tasa
promedia de divergencia de las trayectori
el yectorias en el es-

Trayectorias caéticas

menos un exponente de Lyapunov posp;;?:gntafr’lafal.
trayectorias periédicas, todos los exponentes éle Lya-
punov son negativos. En general existen tam:(;s gx—
pone‘ntes de Lyapunov como ecuaciones dindmicas
Mediante el conjunto de los exponentes de Lyapunox;
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es posible estimar la tasa a la cual convergen o diver-
gen las trayectorias dentro de un atractor. Cualquier
sistema que contenga por lo menos un exponente de
Lyapunov positivo se define como caético (Wolf et
al., 1985). Existe todo un espectro de exponentes
de Lyapunov definido en términos de la forma en
que se deforma e}satractor (una esfera inicial de eje
2i(0)) a medida que evoluciona en el tiempo. Asi,
el i-ésimo exponente de Lyapunov, )\;, se define en
términos de la tasa de crecimiento del i-ésimo eje,
Pi, COMO 3

T p;(t)
(4.1) A= tligxo log, 2:0)

en donde los )\; estin ordenados de mayor a menor.
Los exponentes de Lyapunov pueden utilizarse pa-
ra caracterizar el tipo de atractor. Si todos los A;
son negativos, el atractor es un punto. Si A; '= 0,
y los demds son negativos, el atractor es un ciclo
limite estable. Si A\; = Ay = 0, y los demds son ne-
gativos, el atractor es un toro bi-dimensional eh el
espacio de fases. Si al menos un exponente de B(ya,-
punov es positivo, el atractor es extrafio, indicando
una divergencia exponencial de las trayectorias en el
atractor, lo cual genera una extrema sensibilidad a
las condiciones iniciales.

4.2. Conjunto de Dimensiones. Como ya se
menciond, un sistema cadtico presenta una divergen-
cia exponencial de las trayectorias en el espacio de
fases, aunque ellas se encyentran restringidas en una
regién acotada del mismo espacio. Las trayectorias
sufren un proceso de “estirado y doblado” dentro
del atractor, lo que ocasiona la rdpida separaci6n de
una trayectoria con respecto a aquellas que le han
sido temporalmente vecinas.

4.2.1. Dimensién de Hausdorff. La dimensién frac-
tal, también llamada de Haussdorf-Besikovitch, de
un atractor extrafio, puede estimarse como

'

In(N(€))

(4.2) D=l d/e

La ecuacién (4.2) significa que el nimero N de cajo-
nes de lado € que se requieren para cubrir un objeto
(en este caso bi-dimensional), es inversamente pro-
porcional a € . Observe que el valor de D para un

(4.6) Dy = lim

punto, una linea y un plano es 0, 1 y 2, respectiva-
mente. En general, un fractal es un objeto (conjun-
to) que tiene un valor de D no entero (fraccionario).

4.2.2. Conjunto Generalizado de Dimensiones. Pa-
ra la descripcién de un atractor extrafio se ha de-
finido un conjunto infinito de dimensiones D,, que
incluye la dimensién fractal. Tal conjunto de di-
mensiones caracteriza completamente el objeto y se
determina con (Hentschel y Procaccia, 1983):

_ (4.3) Dq = 1 lim 111(2;4 ps)

g—1e0 In(e)

donde p; es la probabilidad de que un punto en la
trayectoria esté dentro del i-ésimo cajén de un atrac-
tor cubierto con m cajones de tamaiio e.

Puede demostrarse que, en el limite cuando ¢ tien-
de a cero, la ecuacién (4.3) es la misma ecuacién
(4.2), correspondiente a la dimensién fractal. Y la
dimensién de informacién D; se define como:

(4.4) D, = hm D,, = hm —_— Zp, In p;

t—l
La dimensién de correlacién, D3, se define como
(Grassberger y Procaccia, 1984)

ln(zt—l pt)
(4.5) D2 = h_I)I(l) Ine

la cual también puede definirse como

InC(r)
r=0 In7r

en donde C/(r) es la funcién de correlacién entre pa-
res de puntos, definida como

1
@Ze(r = |z —z; [)
%2

y 8 es la funcién de paso unitario de Heaviside. Real-
mente, C(r) cuenta cuantos pares de puntos (z;, ;)
hay en el atractor, tales que su distancia |z; — z;|
es menor que 7. Es posible demostrar que para el
conjunto generalizado de dimensiones D, se cumple
1a condicién Dy > D; > D3 > ... > Dy, (Hentschel y
Procaccia, 1983). Segiin la definicién de las ecuacio-
nes, 'y desde el punto de vista practico es mucho més
sencillo calcular la dimensién de correlacién Dz que
la dimensién fractal Dy, aunque las dos estan fuerte-
mente ligadas, y por ello se utiliza éstal dltima para
caracterizar las propiedades métncas;\&ggométncas
del atractor extrafio. = :

(4.7) C(r) =
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FIGURA 1. Proyecciones bidimensionales de las trayectorias en el espacio de fases del sis-
tema de Lorenz (ecuacién 3.1), en régimen de caos (fila superior). Evolucién temporal de

las variables X, Y, Z (inferior)

4.3. Reconstruccién del atractor a partir de
series temporales. Para la reconstruccion de la
trayectoria de la solucién de un sistema de ecuacio-
nes no lineales es necesario obtener su solucién por
métodos analiticos o numéricos. Generalmente el
conjunto de ecuaciones no es conocido a priori, pero
si se cuenta con series temporales de las variables
involucradas en la dindmica de tal fenémeno.

Un teorema demostrado por Takens (1981) permite
reconstruir “artificialmente” la dindmica de las tra-
yectorias en el espacio de fases. Teniendo una serie
temporal z(t;), de una de las variables presentes en
el fenémeno, se usa el método de los rezagos en el
tiempo, basados en el hecho que la interaccién entre

las variables es tal que cada componente
informacién sobre 1a

del

_ contiene
1 dindmica acoplada ¥y compleja
sistema. El procedimiento consiste en crear los
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FIGURA 2. Estimacién del mayor exponente de Lyapunov para la serie de precipitacién

mensual en Medellin

vectores d-dimensionales en el espacio de fases como
@48) y(t) = [5(#),2(t +7),..., 2t + (D - V1]

El conjunto de y(t)’s captura la evolucién del siste-
ma no lineal en tanto que la trayectoria se mueve en
un espacio d-dimensional. Obviamente, el atractor
asi reconstruido no es exactamente el original pero
toda la informacién topolégica es preservada. Es-
ta posibilidad refleja el hecho de que, aunque con
una serie temporal se ests midiendo solamente uno
de los.grados de libertad del sistema, su evolucién
est4 intimamente afectada por los demés grados de
libertad de un sistema acoplado de ecuaciones, y por
lo tanto contiene informacién sobre la evolucién de
los demés grados de libertad. - e

Este procedimiento encara dos dificultades. El pri-
mero es establecer el valor de 7 para la reconstruc-
cién por medio de rezagos de la misma serie, y el

segundo es el problema de determinar el orden del
espacio dimensional en el cual debe ser embebido el
atractor, dado que la dindmica del sistema es desco-
nocida a priori. Acerca de estos dos aspectos véanse

. los trabajos de Albano et al. (1989), y Sauer y Yorke
(@993). - T F .

4.4. Funcién de escalamiento entre distancias,

‘C(r). La dimensién D; representa el escalamiento

de las distancias entre los puntos discrétos del atrac-
tor. Tal diniensién ayuda -a caracterizar las pro-
piedades del atractor.” Segiin la ecuacién (4.6), D2
puede ser estimada como la pendiente del diagrama
C(r) vs. r en el espacio logaritmico. La relacién
C(r) vs. r debe establecerse para valores diferentes
(crecierites) 'de la dimensién en que s¢ sumerge el
atractor. - : Co .
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" X . . R . ‘. PR B . . .do
iacién del ‘exponente .de escalamiento D2 en funcién d(:: D. Pa.rz!, un rui
glﬁtﬁtﬁc'r:;i?ei?: de De;pes lineal con D. Para-las series.de Medellin el crecimiento es
més lento, aunque no exhiben una convergencia dgﬁmfiaf«. .-

Distinguir sefiales estoc4sticas de seiiales .caétlgas no
es una tarea f4cil. En el pasado; la convergencia. del
estimador de la dimensién D, se tomé como una
indicacién de la naturaleza caética del conjunto de
datos_ (Grassberger y Procaccia, 1983). La-demos-
tracién de que ciertos ruidos coloreados con..espec-
tro.de. decaimiento potencial (procesos. no. ,esta(f.lo.-
narios) también pueden dar lugar a una, dimensién
finita (Osborne y Provenzal, 1989), ha reducido.a

v

efectividad de esta prueba, tradicional para cuanti-
ficar caos. Sin embargo, Cutler (1995) ha puesto
rigor-a la definicién de D3, que sigue siendo valida
para.procesos estacionarios. La informacién que se

desprende de la estimacién de 1a dimensién de co-

rrelacién D; es importante porque no sélo es mis

util que la. dimensi6n fractal como medida de repre-
sentacién de las propiedades métricas del atractor
extraiio, SIno que permite definir la dimensién del
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espacio en el que evoluciona el atractor, y por tan-
to el nimero de grados de libertad necesarios para
describir el fenémeno.

5. APLICACIONES

Para ilustrar las ideas discutidas sobre la cuantifi-
cacién de caos, s€usars el sistema de ecuaciones de
Lorenz (1) y una serie temporal de las lluvias men-
suales en Medellin.

5.1. Exponentes de Lyapunov. La estimacién
del mayor exponente de Lyapunov para las series
temporales se realizé usando la metodologia pro-
puesta por Wolf et al. (1985) incluyendo las me-
joras propuestas por Landa y Chetverikov (1988).
Ese algoritmo requiere estimar la divergencia pro-
medio de trayectorias vecinas dentro del atractor,
lo cual se logra tomando muchos puntos a lo largo
de las trayectorias. Se comienza seleccionando una
trayectoria de referencia en el atractor y un punto
suficientemente cercano de una trayectoria vecina,
separados una distancia d(tx) y luego se mide la ta-
sa de separacién de las dos trayectorias a medida
que ambas evolucionan. Cuando la distancia entre
las dos trayectorias se vuelve demasiado grande, el
algoritmo busca una nueva trayectoria y define una
nueva separacién, realizdndose el promedio sobre di-
ferentes regiones del atractor.

En la Figura 2 se presentan los resultados de la es-
timacién del mayor exponente de Lyapunov para la
serie de precipitacién mensual de Medellin (1908-
1986). El resultado de la estimacién estd dado en
términos de unidades de bits por dato muestral. Asf,
un valor de +1 significa que la separacién de érbitas
cercanas se hace el doble, en promedio, en el interva-
lo de tiempo entre datos muestrales. El error es esti-
mado como la pendiente del gréfico de la separacién
entre 6rbitas en unidades del didmetro del la hiper-
esfera D-dimensional m4s pequefia que encierra el
atractor en n pasos de tiempo sucesivos. El error se
calcula como 2.5 veces la desviacién estdndar de la
pendiente dividido por la raiz cuadrada del nimero
de trayectorias seguidas. Hay tres pardmetros que
deben ser definidos. La dimensién de embebimiento
D que debe ser mayor que la dimensién esperada del
atractor. El pardmetro n es el mimero de intervalos
muestrales sobre el cual se sigue la trayectoria antes
de escoger un nuevo par de puntos. Si n es muy
grande las trayectorias se apartan mucho y se pier-
de la divergencia exponencial de las érbitas. Sin es
muy pequefio, la estimacién se hace computacional-
mente muy lenta. Hay otro pardmetro, F, qae tiene

que ver con la exactitud ‘de los datos por debajo de
la cual se espera que el ruido domine a la sefal.

Todos los valores de A para las lhivias de Medellin se
encuentran en el rango 0,15 a 0,6. La teoria indica
que de acuerdo con estos resultados, las trayectorias
de la serie de lluvias mensuales en Medellin en el es-
pacio de fases D-dimensional, presentan divergencia
exponencial (base 2), en promedio. Esto sugiere la
posible existencia de caos en la dindmica de las de
Medellin. Sin embargo, la precisién de los resulta-
dos obtenidos estd supeditada a la longitud de las
series. Mas adelante se discutirs este aspecto. -

La magnitud de los exponentes de Lyapunov cuan-
tifica la dindmica de los atractores en términos de
informacién. Si A = 0.1 bits/mes y un punto inicial
fuera especificado con una precisién de una parte por
millén (20 bits), después de 200 meses (20 bits/0.1
bits/mes) habremos perdido todo conocimiento del
estado inicial del sistema. Por ello se asume que el
inverso del exponente de Lyapunov A~! es el limite
de predecibilidad del comportamiento de largo pla-
zo del sistema (Rodriguez-Iturbe et al., 1989). Asi,
se estima que el horizonte de predecibilidad de las
lluvias mensuales en-Medellin es del orden de 2 a 7
meses.

5.2. Dimensién de escalamiento entre distan-
cias en el atractor. Mediante el anlisis de la fun-
cién de escalamiento de las distancias entre parejas
de puntos del atractor, C(r) vs. 7 en espacio lo-
garitmico, es posible examinar el comportamiento
de la pendiente D, -la dimensién que aqui se ha lla-
mado de escalamiento entre las distancias de parejas
de puntos en el atractor- para distinguir si la serie
temporal proviene de un proceso estocistico de in-
finitos grados de libertad, o deterministico de baja
dimensionalidad o atin no estacionario. Para la serie
de lluvias de Medellin se estudié el comportamien-
to del diagrama C(f) vs. r, usando el algoritmo
propuesto por Theiler (1987). En la Figura 3 se
presentan los resultados la estimacién de D, para
las lluvias de Medellin, variando los valores de la
dimensién D en que se reconstruye el atractor. En
el diagrama de Dy vs. D no se observa una clara
convergencia o saturacién hacia un valor definido,
lo cual no permite concluir acerca de la existencia
de caos deterministico de béja. dimensionalidad en
el proceso de las lluvias mensuales de Medellin.

Mediante anlisis de espectro de Fourier para esta
serie (no mostrado aqui) es posible detqrminar picos
espectrales significativos en las siguientes bandas de
frecuencia (Poveda, 1997): 132 mesgs (11 aiios, aca-

o resultado de la posible manifestacién de los ciclos
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de ma.r'lchag1 solares?), 46 meses (la banda de fré-
cuencias del fenémeno ENSO); 28 meses (la banda
de frecuencias de la QBO);. 3,6 meses (una posible
manifestacién.del caracter semi-anual de la lluvia en
Medellin); 2,1 meses ( pmifesta.cién dela Oscilacién
de Madden-Julian). La posible presencia de caos de
baja dimensionalidad en la hidrologia de Colombia
podria ser resultado de su fuerte dependencia con
respecto del fenémeno El Nifio/Oscilacién del Sur
(Poveda, 1998) a la escala interanual, y/o como re-
sultado de la interaccién de los miiltiples: procesos
geofisicos que modulan su clima a diferentes esca-
las. Hay evidencias serias solife la posible natura-
leza caética del fenémeno ENSO (Jin et al., 1994;
Tziperman et al., 1994, Chang et al.1995). .. '

La reconstruccién del atractor de un sistema din4mi-

co utlizando tnicamente una serie de tiempo me- .

diante el método de los rezagos es un elemento fun-
damental en la cuantificacién de caos. Los requeri-
mientos de datos representan otra restriccién en la
estimacién de la dimensién D;. Varios investigado-
res han propuesto limites al nimeéro de datos que
se requieren. Entre otros, Ruelle (1990) propone un
tamaiio de 10P2/2, mientras que Essex y Neremberg
(1991) sugieren que 2°2(D; +1) puntos son suficien-
tes para la reconstruccién del atractor. Las serie de
lluvias mensuales en Medellin cuenta con una lon-
gitud de 948 registros. Con el criterio de Essex y
Neremberg (1991) se tienen los siguientes requeri-
mientos:

Para una dimensién D, | Puntos requeridos

32

80
196
448
1024
2304

00 ~O Ut bW

" De tal manera que si el valor de la dimensién del

atractor fuera entre 6 y 7, la longitud de la serie
no seria una restriccién para la estimacién de D
en la hidrologia de Colombia. De todas formas, el
nimero de datos requeridos para determinar la di-
mensién de un atractor depende de la estructura del
atractor, de su dimensionalidad y del intervalo de
discretizacién del fenémeno. En trabajos separados,
Lorenz (1991) y Read (1991) sefialan que la longitud
de las series de variables meteorolégicas es muy cor-
ta para poder efectuar umna estimacién adécuada de
las dimensiones de los atractores, dado el compor-
tamiento altamente complejo del sistema climatico

ados de libertad. Sin‘em-
0(:Jdglros y dela atmésfera misma

demuestran que hay aspectos fundamentales dfe la
dindmica atmosférica de gran esca‘la (en. espl?c}g ag
tiempo) que parecen mostrar una cierta su(rilp (;e "
que puede ser representada por pocos grados el
bertad. A escalas temporales menores la variabili-
dad se considera el ruido de las escalas mayores.

que involucra much
bargo, estudios de m:

Ya hemos mencionado que los procesos caébticos ex-

- hiben una altisima sensibilidad a las condiciones ini-

ciales. Sin embargo su cardcter determim’stico’ pue-
de ser aprovechado para desarrollar metodologias de
prediccién de corto plazo con muy buenos resulta-
dos. El conocimiento de las inestabilidades (o esta-
bilidades) locales dentro del atractor puede ayuda}r a
mejorar en mucho las predicciones. Entre los méto-
dos de prediccién en régimen de caos se destacan:

MARS (Multivariate Adaptive Regression Splines;

Lewis et al.,1994), método de los andlogos (Koste-
lich y Lathrop, 1994), método de reconstruccion del
atractor filtrado (Sauer, 1994), métodos de prome-
diacién de los vecinos préximos en el atractor (Way-
land et al:, 1993), el método de funciones base radia-
les (Casdagli, 1989). Todas estas herramientas pue-
den ser usadas para la prediccién de la hidrologia
de Golombia, teniendo en cuenta que la variabili-
dad datural del clima ocurre en todas las escalas de
tiemgo y que el grado de predecibilidad de los proce-
sos edtd determinado por la misma escala temporal
involucrada.
!

Hay otros temas relacionados con la teoria y aplica-
cién de las ideas de caos que son de principal interés
en el ambito de sistemas dindmicos no lineales. Al-
gunos ejemplos son:

* Los rasgos que deja la dindmica sobre el es-
pectro de los operadores que describen la evo-
lucién de las densidades de probabilidades y
el papel del comportamiento no-caético, del

" caos deterministico y de las fluctuaciones ter-

» m‘o@iné.micas (Nicolis y Daems, 1998).

* La deteccién de ruido aleatotio en series de
tiempo (Celluci et al., 1997).

e El control y la sincronizacién de sistemas

cadticos (Petrov et al., 1995; Ditto -
ter, 1997). ¥ Showal

Todos estos temas son retos
investigacién en Ingenierfa.
ces, enfrentar el caos mate
actual.

para la ensefianza, y la
El propésito es enton-
matico en la ingenierfa
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