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RESUMEN. Las redes de drenaje son patrones discretos, anidados y ramificados que abarcan cuatro ordenes
de magnitud en su escala espacial. Ellas transportan y recogen agua, sedimentos, nutrientes y demds
variables bioquimicas, tales como el ca.\kbén y el nitrégeno, desde las subcuencas pequeiias hasta las' més
grandes. Una comprensién fundamental \de los balances de agua y energfa en las redes de drenaje requiere
una formulacién adecuada, con progedimientos apropiados de comprobacién de las leyes de conservacién.
Las soluciones de esas ecuaciones para redés discretas también requieren comprender el papel de la geometria
y los pardmetros estadisticos de los patrohesjde ramificacién y de los procesos biofisicos involucrados. Se
parte de una ecuacién de conservacién de la cantidad de agua en los segmentos de la red como un ejemplo
para revisar los desarrollos recientes ‘que han usado la idea de autosemejanza como un paraguas para
tratar 1a naturaleza de muiltiescala del -probléma. El papel de las teorias acerca de las redes de drenaje se
ilustra en este contexto y se revisan los desarrollos recientes. Los recientes resultados analiticos se apoyan
frecuentemente en resultados asint6ticos. Esfo ha conducido a la idea de universalidad, que no depende de
todos los detalles del modelo particular.

ABSTRACT. River networks are discrete nestéd branching patterns which span about four decades in their

spatial scales. They aggregate water, sediments, nutrients, and biogeochemical variables such as carbon
and nitrogen from small to larger subbasins. |A foundational understanding of water and energy balances
in river networks requires suitable formulations, solutions and tests of appropriate conservation equations.
Solutions of these conservation laws for discrete networks also require an understanding of the geometry
and statistics of branching patterns and of the bio-physical processes which appear in these equations. A
link-based mass Conservation equation is taken as an example to review recent developments which have
used self-similarity as an umbrella to deal with the multiscale nature of the problem. The role of channel
network theories is illustrated in this context, and recent developments in analytical network theories are
reviewed. Analytical results have very often required the use of asymptotics. It leads to universality which
does not depend on all the details of a model. ) L

1. INTRODUCCION

En el sentido mas simple, modelar se refiere a de-

sarrollar y/o a resolver una ecuacién, o un conjunto

de ecuaciones, analitica o numéricamente. Los ejem- . .,

plos incluyen ecuaciones algebraicas, ecuaciones en

diferencias o diferenciales, ecuaciones estadisticas de -

regresién, etc. Sin embargo, en la ciencia y la i.n.ge-
nierfa contemporéneas, la modelacién ha a/c.l.qmndo
un contexto més amplio debido a la complejidad de

los problemas planteados, y a los avances con(_:dmi-

tantes en la tecnologia computacional. Los mode-
los pueden ser de naturaleza fundacional o utilita-

. ria. Por ejemplo, las ecuaciones de conservacién que
gobiernan la masa, el momentum, la energia. y la

entropfa son ejemplos de modelos fundacionales. La
mayoria de nosotros aprendemos estas ecuaciones en

el contexto de mecénica de medios sélidos, liquidos

0 gases, para los cuales es vélida la suposicién del
continuo del espacio-tiempo. El tratamiento tipico
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de las ecuaciones de conservacién también requiere
la especificacién de “relaciones constitutivas de flu-
jo”, asi como también relaciones de entrada-salida,

a manera de condiciones de frontera. Algunos ejem-.

plos bien conocidos de ecuaciones de flujo en hidro-
logia incluyen la ecuacién de Darcy para el flujo de
agua en medios porosos saturados y 13 ecuacién de
Buckingham-Darcy que gobierna el flujo de hume-
dad en suelos no saturados. Tales ecuaciones, al
ser combinadas con la ecuacién de conservacién de
masa, producen una ecuacién diferencial parcial li-
neal en el primer caso, y una no lineal en el segundo
caso. ‘Estas y otras relaciones constitutivas se han
desarrollado a escala de laboratorio por la facilidad

de la experimentacién, y porque cada proceso pudo ..
ser estudiado aisladamente 'bajo condiciones contro-

ladas. | o .
Los sistemas hidrolégicos naturales ocurren en
multiples escalas, y los procesos biofisicos y bio-

quimicos que ocurren en todo ese rango de escalas -

estdn acoplados mediante retroalimentaciones no li-
neales. Esta dindmica acoplada e intrinsecamente
no lineal, acompaifiada de la presencia de fluctua-
ciones en los forzamientos requiere tratamientos es-
tadisticos. Tales asuntos complican fuertemente el
desarrollo y las pruebas de las teorias y los modelos
fundacionales. Consecuentemente, la gran mayoria
de los esfuerzos de modelacién en hidrologia a esca-
las mayores que la del laboratorio se han desarrolla-
do como respuesta a la necesidad de resolver proble-
mas practicos en vez de avanzar en el entendimiento
de los fundamentos. Tales modelos son de naturale-
za utilitaria, y se caracterizan por hacer suposiciones
ad hoc en ausencia de observaciones adecuadas y de
fundamentos tedricos. A pesar del progreso conti-
nuado en los métodos numéricos de simulacién y en
la capacidad de los computadores, los avances con-
comitantes en el entendimiento bésico de estos sis-
temas se han rezagado sustancialmente. Creo que
" las teorias fundacionales y los modelos que involu-
cran las leyes de conservacién apropiadas a grandes
escalas espacio-temporales son necesarios para guiar
el desarrollo de modelos numéricos, para interpretar
los resultados, y para disefiar estrategias apropiadas
de medicién. Déjenme ilustrar este punto muy bre-
- vemente con una ecuacién para el balance de agua
‘en redes de drenaje.

2. HACIA UN ENTENDIMIENTO
ANALITICO DEL BALANCE HIDRICO
EN REDES DE DRENAJE

Una cuenca hidrogréfica consiste de una red de ca-
nales, y un sistema de laderas a ambos lados de los

canales de la red. La lluvia y/o la fusién de la nieve
se transforma, en escorrentia, los sedimentos son ero-

.- dados en las ]Jaderas, y estos a su vez son incorpora-

dos a lared de canales en su viaje hacia el océano. El
ciclo hidrolégico en una ladera comprende la trans-
formacién de la lluvia en escorrentia superficial, la
infiltracién a través de los suelos no saturados de la
superficie cercaria y la evapotranspiracién desde la
superficie del suelo hacia la atmésfera. El agua infil-
trada va a recargar la humedad del suelo en la zona
no saturada, va a los acuiferos, y parte aparece co-
mo escorrentia subsuperficial en una red de canales.
Todos estos procesos fisicos son altamente variables
en el espacio y en el tiempo.

Las escalas espaciales tipicas para las cuencas hi-
drogréficas abarcan cuatro érdenes de magnitud, de
10% a 108 m. El ciclo hidrolégico para las subcuen-
cas m4s grandes involucra el comportamiento inte-

. grado espacialmente de varias laderas a lo largo de

la red de canales. Las redes hidrogrificas conec-
tan subcuencas anidadas, agregan agua, sedimen-
tos, nutrientes, variables biogeoquimicas tales como
carbén, nitrégeno, etc., de las cuencas pequefias a
grandes. El entendimiento de la variabilidad
pacial y temporal de los procesos hidrolégicos,
imicos y ecol6gicos que ocurren entre las laderas
y\las cuencas anidadas a través de toda la red de
canales es un tema bésico que hoy emerge en la in-
vestigacién y en la formacién en hidrologia y medio
ambiente. Desde la perspectiva del desarrollo de un
entendimiento fundamental de los balances de agua
y energia en redes hidrogrificas, uno necesita for-
mulaciones adecuadas, soluciones y métodos de va-
lidacién de las ecuaciones de conservacién para las
redes hidrogréficas.

La literatura y la préctica en Ingenieria hidrolégica
han enfrentado este problema durante m4s de cua-
renta afios, mediante el desarrollo de modelos utili-
tarios lluvia-escorrentia. Tales modelos también se
ensefian en los cursos de hidrologia para ingenieros.
Sin embargo, estos modelos no pueden ser validados
pues sus pardmetros son calibrados usando informa-
cién de caudal, sin la cual no se pueden especificar
independientemente. Adem4s, a pesar de su uso ex-
tendido para obtener respuestas pricticas, no han
ayudado a avanzar en nuestro entendimiento bésico
de la hidrologia de los procesos lluvia-escorrentia.
Consecuentemente, muchos problemas clasicos y de
importancia préctica en ingenieria han permanecido

. sin solucién, tales como la prediccién de crecientes
. y caudales minimos en cuencas sin medicién o con

informacién muy escasa. Estos problemas requie-
ren un entendimiento fundamental de los balances
de agua y energia en las redes de drenaje.
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Consideremos una formulacién reciente de la ecua-
ci6n de balance de masa para una red (Gupta y
Waymire, 1998). Primero presentaremos la nota-
cién y luego escribiremos la ecuacién. El lector in-
teresado puede ver los detalles de las distintas su-
posiciones conducentes a esta ecuacién en Gupta y
Waymire (1998). Sea g(e,t), e € 7, t > 1 un campo
espacio-temporal que representa el caudal de un rio,
el volumen de flujo por unidad de tiempo, a través
de un tramo e en el intervalo de tiempo (t — 1, t)
de duracién unitaria A, 7 representa el conjunto de
todos los tramos que conforman la red de drenaje
de la cuenca. El flujo que sale hacia afuera de un
tramo por su nudo inferior e en el intervalo de tiem-
po (t — 1,t) se define como q(e,t) = —q(e,t). Sea
R(e,t)a(e) el volumen de escorrentia desde las dos
laderas adyacentes hacia un tramo e en el interva-
lo de tiempo (t — 1, t), donde a(e) denota el area
de las laderas, y R(e,t) es la intensidad de la esco-
rrentia medida en unidades de longitud por unidad
de tiempo. Este término también puede incluir el
volumen de disminucién de la escorrentia por uni-
dad de tiempo debido pérdidas por infiltracién en el
canal o a evaporacién desde la superficie del canal
en el tramo e. Sea S(e,t) el cambio en el volumen
total de escorrentia almacenado en el tramo e en el
intervalo de tiempo (¢t — 1, t) . Entonces la ecuacién
de conservacién de masa para el sistema conformado
por la red de canales y las laderas puede escribirse
COmo,

@1 28— eyt Yo alhit-1)
fif=¢

+ R(e,t)a(e), parae € 1, t > 1,

la suma en el lado derecho de 2.1 estd conformada
por los caudales de todos los tramos que se unen al
tramo e, en su nodo superior €. Es decir, f € 7 sisu
nodo inferior f = €. La formulacién anterior no su-
pone que la red de canales es binaria. Sin embargo,
supone que en la red no hay circuitos.

La ecuacién 2.1 se puede resolver iterativamente en
un computador para ¢(e, t), e € 7, t > 1, que repre-
senta la hidrégrafa de escorrentia para cada tramo.
Tal ecuacién proporciona un ejemplo de un mode-
lo distribuido lluvia-escorrentia a miltiples escalas,
porque la generacién de flujo de escorrentia en las
laderas, R(e,t), depende de la lluvia. Hoy en dia, la
principal dificultad para resolver 2.1 no es numérica
sino fisica, debido a que la especificacién de la va-
riabilidad espacio-temporal del término del almace-
namiento S(e,t) y del término de generacién de es-
correntia R(e,t), no estén bien entendidos.. Tales

temas han sido y continiian siendo tépicos impor-
tantes de la investigacién actual. En forma similar,
las soluciones de 2.1 dependen de 1a estructura de ra-
mificacién de la red a través de los términos de la su-
matoria del lado derecho. En una solucién numérica
de la ecuacidn 2.1, la influencia de cada uno de estos
tres términos sobre la estructura espacio-temporal
de la hidrégrafa de escorrentia es implicita en lugar
de explicita. Aunque las soluciones numéricas son
indudablemente de mucho valor préictico, el enten-
dimiento a profundidad de las soluciones de 2.1 re-
quiere el entendimiento explicito del papel de estos
tres términos sobre la estructura espacio-temporal
de la escorrentia. Daré una mirada muy breve a la
literatura para ilustrar el papel de la topologia de la
red de drenaje en la hidrégrafa de escorrentia. Los
otros dos términos se discuten de pasada al final.

La enumeracién de una red, basada en la magnitud,
o lo que se conoce como ordenamiento de Strahler,
se puede pensar en términos de la asignaciéon una
escala espacial a una red ramificada discreta. Es-
ta asignacién no es unica va que existen diferentes
maneras de definir escalas espaciales para una red
ramificada. Durante el siglo XX se introdujo una
gran variedad de esquemas de clasificacién (Zavoia-
nu, 1985, p. 41). Entre estos, el orden de Strahler
y la magnitud resultaron ser los mas significativos
desde el punto de vista tedrico y empirico para el
entendimiento de la naturaleza de multiples escalas
de las redes hidrograficas. Consideraremos sélo es-
tos dos en el resto de nuestra discusién.

En los 1ltimos 30 afios se han presentado tres mo-
delos integrales de redes de canales. El primero y
més conocido de ellos es el modelo aleatorio (Shre-
ve,1967). Ha sido desarrollado a partir de una enu-
meracién basada en la magnitud de la red de cana-
les, en donde la magnitud se define como el nimero
de fuentes (nacimientos) que drenan a través de un
tramo. El segundo es un modelo deterministico ba-
sado en la hipétesis de autosemejanza en la topologia
segiin se explica en la seccién 3. Este modelo es co-
nocido como el modelo de Tokunaga (1966, 1978,
1994), y estd ganado creciente importancia (Peck-
ham, 1995; Tarboton, 1996; Turcotte, 1997; Dodds
and Rothman, 1999). El tercero es un modelo re-
cientemente formulado (Veitzer and Gupta, 2000),
conocido como el modelo Aleatorio Auto Semejan-
te (AAS). Tanto el segundo como el tercer modelos
estdn basados en el esquema de ordenamiento de
Strahler (Strahler, 1964). Bajo ciertas condiciones,
el modelo de Tokunaga se obtiene como un caso es-
pecial del modelo AAS.
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El papel que juega la estructura de ramificacién de
una red en la hidrégrafa de escorrentfa, ha sido in-
vestigado explicitamente desde el trabajo de Kirkby
(1976), usando un esquema de enumeracién basado
en la magnitud y en el contexto del modelo aleato-
rio. Las soluciones analiticas de 2.1 bajo condiciones
especiales han sido obtenidas mediante el uso de la
matemética de los procesos estocisticos de ramifica-
cién denominados Galton-Watson, que son el funda-
mento del modelo aleatorio, asi como de la formula-
cién de las funciones generatfices y del estudio del
comportamiento asintético (Troutman y Karlinger,
1984). Estas soluciones han conducido al entendi-
miento analitico de las conexiones entre la llamada
“funcién de ancho medio” de una red y la hidrégrafa
unitaria instant4nea (HUI). La funcién de ancho se
define como la funcién que le asigna a cada distan-
cia a la salida de la cuenca, el nimero de tramos
que hay en la red a esa distancia.. Sin embargo, no
se conoce mucho de las soluciones analiticas de 2.1
dentro de un contexto espacio-temporal general.

Otro enfoque para entender los vinculos entre la es-
tructura de ramificacién de la red y la hidrégrafa
de escorrentia, basado en el orden de los canales,
ha, sido investigado por,Rodriguez-Iturbe y Valdez
(1979), Gupta et al. (1980), y muchos otros desde
entonces (ver la revisién por Rodriguez-Iturbe y Ri-
naldo, 1997). Aunque esta linea de investigacién ha
ilustrado la importancia: que tiene la geomorfologia
de la red sobre la teoria de la hidrégrafa unitaria, no
conecté las hidrégrafas unitarias con una teoria de
las redes de canales, tal como la teoria de Tokunaga.
En contraste, un trabajo reciente ha demostrado la
forma de calcular los exponentes de escalamiento de
los caudales méximos, en términos de la “dimensién
fractal” de la red de drenaje, motivado por la nece-
sidad de desarrollar un entendimiento hidrolégico de
la regionalizacién de frecuencias de crecientes den-
tro de un marco de escalamiento estadistico. Este
célculo fue desarrollado dentro de un esquema de
Strahler para el modelo de una red idealizada de
caracter deterministico y auto semejante, conocido
como la red de Peano (Gupta et al., 1996 y Gupta y
Waymire, 1998). La dimensién fractal de los cauda-
les méximos se deriva de los maximos de la funcién
de ancho para diferentes ordenes de Strahler, repre-
sentando las distintas escalas espaciales.

En este ejemplo, la suposicién de entrada hidrolégica
(Iluvia) espacialmente uniforme, tal como se requie-
re en la teorfa de la hidrégrafa unitaria, fue gene-
ralizada para considerar la variabilidad espacial, p.
€j., cuando R(e, t) = R(e)d(t). Para representar la
variabilidad espacial de la intensidad de la Huvia se

utilizé un modelo de cascada aleatoria multiplicati-
va. Estos modelos han sido analizados por varios
autores con respecto a su capacidad de reproducir
las caracteristicas observadas de la variabilidad es-
pacial y temporal de la lluvia (Over y Gupta,' 1996, y
Foufoula-Georgiou, 1998). Después de que la preci-
pitacién cae sobre el terreno, una fraccién recarga la
humedad del suelo y el acuifero y el resto o retorna
a la atmésfera como evapotranspiracién o aparece
como escorrentia superficial. Existe una gran can-
tidad de literatura sobre hidrologia de laderas que
se ha centrado en la comprensién de los procesos de
generacién de escorrentia en escalas cortas de tiem-
po, ver Duffy (1996). En el trabajo de Gupta et al.
(1996) no se incluyen los,procesos de generacién de
escorrentfa, y simplemente se iguala el resultado del
modelo espacial de lluvia mediante cascadas aleato-
rias a la escorrentfa. Sin embargo, la incorporacién
de estos procesos al cdlculo de la generacién de esco-
rrentia R(e, t) a partir de campos espaciales de lluvia
a escalas de tiempo cortas es un problema abierto
sobre el que se requiere investigacién.urgente, ver
Gupta y Waymire (1998) para més detalles.

De manera interesante, las mateméticas de las casca-
das aleatorias proporcionaron la maquinaria necesa-
rig para agregar los caudales y asi poder calcular los
exponentes de escalamiento de los caudales méximos
en términos de las dimensiones fractales de la lluvia
y de la red. Los resultados asintéticos jugaron un
papel clave en estos cilculos. Estos resultados se
resumen en Gupta y Waymire (1998). Estos mode-
los idealizados representan algunos de los primeros
intentos de entender la regionalizacién hidrolégica
estadistica en términos de la conservacién de ma-
sa dentro del esquema, de Strahler. Sin embargo, las
formulaciones de leyes de conservacién similares a la
ecuacién 2.1, basadas en el esquema de ordenamien-
to de Strahler no han sido desarrolladas todavia en
ningn detalle, y representan un 4rea muy impor-
tante de investigacién para el futuro.

Antes de dejar este tema, es importante hacer no-
tar que para extender el enfogye anterior a esca-
las de tiempo mayores se requiere un entendimiento
comprensivo del balance hidrico en las laderas. Por
ejemplo, requeriria una generalizacién de la teoria
de Eagleson del balance hidroldgico anual desde una
“escala espacial puntual” hasta una ladera (Eagle-
son, 1978). Este tépico constituye un 4drea muy im-
portante de investigacién futura. Finalmente, la es-
pecificacién del término de almacenamiento en 2.1 a
través de toda la red requiere un entendimiento de
la. geometria hidrdulica de las redes de drenaje. La
geometria hidriulica se refiere a variables tales como
pendiente, ancho, profundidad, velocidad, friccién,
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etc. Esto ha sido investigado empiricamente en una
estacién de aforo (con respecto al tiempo) asi como
también en direccién aguas abajo (con respecto al
espacio) en redes de drenaje (Leopold et al., 1964).
El entendimiento completo teérico y empirico: de la
geometria hidrdulica en el espacio y en el tiempo.es
un tépico muy importante de investigacién futura,.
Todos estos temss son ingredientes necesarios para
resolver el problema de la prediccién en cuencas sin
medicién o con informacién muy escasa.

3. TEOR{AS ANALITICAS DE REDES DE
. DRENAJE Y LEYES DE HORTON

En la seccién anterior se mostré que la estructura
analitica de las redes juega un papel importante en
el entendimiento del balance hidrico en las rédes de;
drenaje. En esta seccién vamos a cambiar la aten-
cién a estudiar la teoria de las redes mismas. El
enfoque principal para la teoria de redes ha venido
desde la necesidad de entender las leyes de Hortqnen
un marco matemético comin. Las leyes de Horton
son relaciones empiricas que describen la variabili-
dad espacial de variables topoldgicas, geométricps y
de geometria hidriulica en la red, de acuerdo al or-
denamiento de Strahler. Algunos ejemplos de egtas
variables son el nimero de corrientes, la longitud de
las corrientes, el drea de las cuencas, las pendien-
tes, los anchos, las velocidades, las profundidades y
el caudal mismo. Estas leyes fueron reportadas ini-
cialmente en un trabajo clasico por Horton en 1945,
aunque muchas de ellas fueron descubiertas después
por otros. Por ejemplo las leyes de Horton aplica-
das a la geometria hidrdulica son debidas a Leopold
y Miller (1956). El més vigjo y tal vez mas conocido
ejemplo de las leyes de Horton es el de la ley de Hor=
ton de composicién del drenaje, o “ley del nimero de
corrientes” (Strahler, 1964 pag. 43 a 56): Nosotros
vamos a concentrar nuestra discusién en esta ley del
nimero de corrientes para propésitos ilustrativos.

Sea N, el ntmero de corrientes de orden w, en una |

red. Entonces la ley del nimero de corrientes expre-
sa que :

3.1) , = Ry,
( ) . Nw-l-l 2

donde R}, se conoce como la relacién de bifurcaciéh.
Dado que se requieren dos corrientes de orden w pa-
ra formar una corriente de orden w + 1, se sigue
que Ry > 2. Sin embargo no hay un limite superior
en que tan grande puede ser Rs. Un valor de Ry
muy grande implicaria que estamos-en un .estrato de
rocas con pendientes muy altas y con valles estre-
chos y rectos y que estén confinados entre gargantas
(Strahler, p. 45). Sin embargo en la mayoria de las

redes de drenaje se observa que Rp varia muy poco,
entre 3y 5. ; i’ . o

Cabe-la pregunta de si las leyes de Horton y otras
relaciones morfométricas representan solamente re-
laciones empiricas o si pueden ser entendidas dentio
de una perspectiva analitica teérica y dentro de un
medelo numérico o si estas relaciones tiénen algu-

na base fisica apoyada en el transporte del agua y-

de los sedimentos sobre el terreno.’ Estas son el ti-
po de preguntas que han motivado el desarrollo de
modelos -geomorfol6gicos e hidrolégicos y las teorias
principales -en los tltimos 50 afios. Nosotros pode-
mos agrupar estas teorias en dos grandes categorias,
la primera es un conjunto de teorias que empieza
con ecuaciones de la fisica'del continuo sobré la con-
servacién de masa y momentum. para agua y sedi-
mento y busca obtener el desarrollo de las redes de
canales como un patrén discreto sobre lo-que seria
desde otro punto de vista un paisaje continuo y sua-
ve. Estos problemas son complejos analiticamente,
lo que ha llevado fundamentalmente a modelaciones
numéricas de las ecuaciones Hay un nmimero gran-
de’de articulos que se han publicado en la dltima
década con este enfoque, pero en mi opinién las ba-
ses fisicas y tedricas sobre las que se fundamentan
esos modelos todavia permanecen a un nivel de muy
escaso desarrollo. Hay un libro reciente que descri-
be algunos de estos modelos escrito por Rodriguez
y-Turbe'y Rinaldo (1997). Hay un excelente articulo
de revisién sobre redes de canales escrito por Trotu-
man y Karlinger (1998). - o

Un segundo conjunto’ de modelos empieza con un
conjunto de suposiciones' mateméticas acerca de la
estructura de bifurcacién y la estructura geométrica
de las redes para luego deducir analiticamente las
leyes de Horton y otras relaciones morfométricas a
partir de esas suposiciones: ' Estos modelos sirven
un doble propésito. Primero tratan’ de poner todas
estas relaciones empiricas dentro de un mismo fun-
damento matemético y, segundo, hacen predicciones
de algunas relaciones empiricas nuevas, lo que sirve
como comprobacién de la validez de la teoria ma-
temética -para describir la naturaleza. Cuando las
predicciones-de una teorfa no pueden explicar las ob-
servaciones entonces s necesario desarrollar nuevas
teorfas y por lo tanto progresar en un nuevo entendi-
miento de los fené6menos. Como se mencioné antes,
se han introducido tres modelos integrales acerca de
las redes de drenaje en los dltimos treinta afios que
se pueden catalogar como pertenecientes a esta ca-
tegorfa. Vamos a describir brevemente como han
servido para desarrollar un entendimigntg bésico de
la geometrfa de las redes de canalé® en el contexto

" de la ley:de Horton acerca del niimero de corrientes.

N\
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El trabajo de Leopold et al. (1964 Figura 5.4) mues-
tra cémo la estructura de bifurcacién de una red
cambia dependiendo de la escala de la resolucién,
c6mo aparece mayor éstructura de la red a medida
que se aumenta la resolucién de los mapas. Esta
caracteristica ha sido ilustrada por Morrison y Mo-
rrison (1994) en términos del tamaiio relativo de las
cosas en el universo cuando se ven bajo distintas
resoluciones y a medida que cambiamos nuestra po-
tencia de resolucién por potencia de diez. Ese es
también el titulo de su libro._Cémo podemos com-
parar dos redes a diferentes escalas de resolucién en.
términos de semejanza en su estructura topolégica
de bifurcacién. Strahler proporciond una respuesta
con su esquema de ordenamiento. Este esquema tie-
ne una, propiedad dnica de que si sus canales de me-
nor orden son podados, entonces los canales de or-
den mayor que quedan, simplemente deben ser reor-
denados consistentemente, renombrados después del
podado (Melton, 1959). Por ejemplo, si los canales
de orden 1 y 2 son podados entonces los canales de
orden 3 se vuelven de orden 1, los de orden 4 se
vuelven de orden 2 etc. Esto establece un mapa 1 a
1 entre dos redes de igual tamaiio a diferentes reso-
luciones o entre dos redes de diferentes tamaifio a la
misma resolucién. En otras palabras, dos redes pue-
den hacerse equivalentes topolégicamente hablando,
en términos de su estructura de bifurcacién, sim-
plemente podando de la red mayor, los canales de
orden menor que hay en “exceso”. La equivalencia
topolégica lleva ella misma y de manera natural a la
definicién de autosemejanza en la topologia de re-
des. .Esta definicién ha servido como base para la
derivacién de las leyes de Horton en la teorfa de To-
kunuga y en el modelo AAS. Vamos a considerar la
prediccién del nimero de corrientes por todos estos
tres modelos y sus ramificaciones hacia un entendi-
miento de las redes de drenaje.

El modelo aleatorio fue propuesto a mediados de
los afios 60 (Shreve, 1967). Allf se introducen las
ideas principales de magnitud, segmento o tramo
de un canal entre nodos consecutivos, topologia y
aleatoriedad, como los conceptos fundamentales pa-
ra la comprensién de la estructura de las redes. Su
impacto fue tan grande que gradualmente llevé a
que la nocién del ordenamiento de Strahler no fuera,
fundamental para el desarrollo de nuevas teorias y
modelos. La idea bésica subyacente en el modelo
aleatorio es la nocién de semejanza o de no seme-
janza topoldgica entre dos redes de drenaje. Es-
pecificamente, dado el nimero de fuentes o naci-
mientos n, uno puede describir la formula para el
niimero de arboles topolégicamente diferentes N(n)

con igual magnitud, como

(3.2) N(n) = 2,,1_ 1 (2nn— 1) '

Esta formula se conoce con el nombre de Cayley,
quien la obtuvo por primera vez en 1859. El lector
puede simplemente chequear que para n igual a 2, 3,
4y 5, el niimero de redes distintas, topolégicamente
hablando, es respectivamente 1, 2, 5 y 14, y que
N(n) crece bastante rdpido con n. El modelo alea-
torio asume que “todos los arboles topolégicamente
distintos, con el mismo niimero de nacimientos, tie-
nen igual probabilidad de ocurrir en la naturaleza”.
El articulo original de Shreve est4 reproducido en
Jarvis and Woldenberg (1984). El modelo aleatorio
predice que Rb = 4, en el caso limite para magnitu-
des muy grandes. En otras palabras se predice que
la “Ley del nimero de corrientes” debe cumplirse
asintéticamente.
Los andlisis de datos recientes en grandes cuencas
han mostrado que 4.1 < Rb < 4.8, lo que repre-
senta desviaciones significativas con respecto a las
previsiones del modelo (Peckham, 1995b). Hasta
ra, basados en las predicciones del modelo alea-
tonio, se ha creido que la mayoria de los rios debe
terler Rb = 4, y que las desviaciones de 4 solamente
deben reflejar errores estadisticos debido a que es-
tamos hablando de magnitudes que todavia no han
llegado al limite. ‘Sin embargo, el problema del ta-
mailo pequefio no es relevante en el andlisis de los
datos anteriores porque estamos hablando de cuen-
cas demasiado grandes. Se ha mostrado de manera
convincente que el modelo aleatorio es inadecuado
para la descripcién de redes de canales reales. Esto
ha conducido a que se investiguen nuevas teorias pa-
ra représentar los fundamentos de redes de drenaje.
Por ejemplo, Veitzer y Gupta (2000).
Sin embargo antes de empezax con Veitzer y Gup-
ta vamos a presentar el modelo de Tokunaga (1966),
que se basa en dos suposiciones. La primera dice
que el promedio del nimero de tributarios laterales
de orden w — k que le caen a unascorriente de orden
w y que vamos a denotar por T, ,—; no dependen
del orden w, es decir, es una funcién solamente de
k,

(3'3) Tw,w—k = Tk-

La ecuacién 3.3 se toma como la definicién de au-
tosemejanza promedio. Dice que, por ejemplo, el
nimero promedio de tributarios laterales de orden
4 que le caen a canales de orden 5 es el mismo que
el mimero promedio de tributario laterales de orden
2 que le caen a canales de orden 3 o al niimero de
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tributarios laterales de orden 1 que le caen a cana-
les de orden 2. Cualquiera de estos casos anteriores
se denota como T;. La misma propiedad vale para
T3, T3 etc., y la secuencia de los Tk-es define los ge-
neradores de la red. Ver la Figura 1. La segunda
suposicién dice que '

(3.4) Ty =a, 2L,

T ’
Esta suposicién se conoce con el nombre de auto-

k=1,2,...

semejanza de Tokunaga., que se puede repmentar

como R PR S
(3.5) T = ack™1; Ic__=A.1,"2,‘.‘;-.

donde ¢ > a' > 0 son nimeros reales. La compara-
cién de las predicc1ones' tedricas con observaciones
sugiere que'las redes de-drenaje son a.utosemejantes
de acuerdo a Tokuna.ga "Por ejemplo, las ecuac\lones
3.3, 3.4 y 3.5 predicen que a medida que w — oo, se
cumple la ley de Horton para el nimero de canales,
con una relacién de bifurcacién dada por

1 _ 2+a+c)—+v/(2+a+c)2-

(3.6)

R 4c
Por ejemplo, a = 1, ¢ = 2, dan R, = 4. Mient\{
que a = 1, ¢ = 3 da Ry = 4.73, que es cercanolal

valor observado de 4.7 para el rio Powder en Wa;

ming. La capacidad de la teoria de Tokunaga para
predecir diferentes valores de Rb es bastante signi-
ficativa. En contraste, el modelo alatorio de Shreve
s6lo predice valores-de 4 y las desviaciones respecto
a ese valor sélo se pueden interpretar como fluctua-
ciones estadisticas. Lo cual no es adecuado para
cuencas grandes segin se discutié. Comentarios se-
mejantes se pueden hacer respecto a la incapacidad

del modelo aleatorio para reproducir las observacio-

nes asociadas a las leyes de Horton de longitudes, la
ley de Hack y el exponente de la cola de la distri-
bucién de las dreas de drenaje. Mientras que estas
relaciones se predicen bastante bien en el modelo de
Tokunaga (Peckham, 1995b; Peckham and Gupta,
1999; Dodds and Rothman, 1999). En mi concepto,
la mayor significancia de la teorfa de Tokunaga es
su simplicidad analitica y su capacidad para répro-
ducir las observaciones, en c¢ontraste con el mode-
lo aleatorio. En Turcotte (1997) hay una excelente
exphcamon pedagégma, muy bien ﬂustrada de esta,
teoria. -
Una limitacién importante de 1 teoriade Tohmaga
es que sélo entrega promedios y o incluye la varia-
bilidad estadistica que se observa en las redes reales.
El modelo AAS fue’ desarrollado para eliminar esta
limitacién (Veitzer and Gupta, 2000). Contrario al
modelo de Tokunaga, el modelo AAS tiene una natu-
raleza estadistica y predice las leyes de Horton-como

. un comportamiento asintético a medida que el orden
tiende a infinito. Ademds, R, puede tomar un am-

plio rango de valores. De hecho se ha mostrado que
una subclase de los modelos AAS puede mostrar la
autosemejanza de Tokunaga expresada por las ecua-
ciones 3.3 y 3.4 en el limite, para un orden grande.
Una reformulacién de las leyes de Horton que invo-
lucra lcps conceptos de autosemejanza estadistica ha
sido propuesto por Peckham y Gupta (1999). Es-
ta reformulacién representa una nueva manera de
orden estadistico, que conecta una variable a dife-
rentes escalas espaciales en redes de drenaje usando
las distribuciones probabilisticas en vez de las me-
dias, tal y como se hace en el anilisis cldsico. La
nueva, teoria AAS predice estas leyes de Horton re-
formuladas, para el caso de variables geométricas y
topolégicas. Todos estos resultados son vélidos so-
lamente en un sentido asintético. Es claro que lo
asintético ha jugado un papel muy importante en
un conjunto grande de investigaciones y desarrollos
tebricos en hidrologia. Las comparaciones entre las
predicciones teéricas con los datos sugieren que la
convergencia asintética es muy rapida, lo que facili-
ta las aplicaciones. Generalizar estos resultados pa-
ra llegar a leyes de Horton para variables hidraulicas
y geométricas, por ejemplo la velocidad, el ancho, la
profundidad de las corrientes, la pendiente, el cau-
dal, es todavia un asunto de investigacién abierto.
En el trabajo de Ibbit et. al. (1998) hay un con-

‘junto ‘muy importante de observaciones de campo
relacionadas con la geometria hidraulica.

4. ANOTACIONES FINALES

En resumen hemos tratado de ilustrar la necesidad
de desarrollar modelos fundacionales para procesos
hldrolbglcos qué ociirren a escalas espaciales mayo-
res que’ la escala del laboratono o la escala de las
pa.rcelas expenmentales Es importante el contras-

_te con los modelos para escalas espacio temporales
" pequefias, para los cuales una descripcién basada en

procesos normalmente es. a.decuada Las descripcio-
nes para las pequefias "escalas requieren el uso de
leyes de conservacién y han sido el fundamento para
el desarrollo de los modelos hidrolégicos. A esca-
las mayores también hay que emplear las leyes de
conservacién. Pero adicionalmente hay que -invo-
lucrar los patrones de la geometria y la variabili-
dad estadistica con la descripcién de los procesos en
términos de leyes de conservacién. Segundo, desde
el punto de vista analitico, los resultados a menudo
han requerido el uso de leyes asmtétlcas— 1o que en
general conducen a universalidad, pues no depende
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FIGURA 1. Esquema de redes autosemejantes usando generadores

de los detalles del modelo. Algiin tipo de universa-
lidad serd necesario para poder hacer predicciones
en cuencas sin medicién, que representen diferentes
condiciones ecolégicas, geoldgicas, climaticas e hi-
drolégicas.
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