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ESTABILIDAD CLASICA DE VIGAS-COLUMNAS CON

CONEXIONES SEMI-RIGIDAS SOBRE FUNDACION ELASTICA
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RESUMEN. La estabilidad de una viga-columna sometida a cargas compresivas en los extremos con deriva lateral entre los extremos
no inhibida, parcialmente inhibida, y totalmente inhibida, incluyendo los efectos de las conexiones semi-rigidas y soportada sobre una
fundacién clésica de Timoshenko. Se propone una nueva clasificacién de vigas-columnas prisméticas sobre fundacién eldstica y las
correspondientes ecuaciones de estabilidad las cuales son generales y féciles de utilizar, dando resultados exactos cuando se comparan
con otros métodcs analfticos. El andlisis de estabilidad consiste en la sohicién de un problema de autovalores ("eigenvalues”) de una
matriz de 484 para el caso de una viga-columna con pandeo lateral y con ambos extremos no inhibidos o parcialmente inhibidos, y de
una matriz de 3x3 para columnas con pandeo l'ate‘ral y con un solo extremo totalmente inhibido. Se presentan y se analizan los efectos
del arriostramiento lateral, en uno o ambos extremos de la viga-columna sobre la carga critica de pandeo. Los efectos de las conexiones
semi-rigidas en la carga critica de pandeo de cinco casos cldsicos de vnga-co]umnas son discutidos y estudlados en detalle y los
resultados son comparados con los obtenidos por otros métodos analiticos.

PALABRAS CLAVES. andlisis estructural; andlisis por computadora; cargas; conexiones semi-rigidas; Estabilidad; pémcos,
fundaciones; pandeo; tipos de construccién; viga-columnas. -

ABSTRACT. The elastic stability behavior of beam-columns under compressive end loads with end sidesways uninhibi(ed, partially
inhibited, and totally inhibited including the effects of semi-rigid connections and a uniformly distributed lateral elastic foundation
(Winkler’s type) along its entire span is presented in a classical manner. The proposed classification of prismatic beam-columns on
elastic foundation and the comesponding stability equations are general and relatively simple to apply yielding exact results when
compared to other analytical methods. The stability analysis consists of an eigen value solution to a 4x4 matrix for a column with end
sidesway uninhibited or partially inhibited at both ends, and to a 3x3 matrix for column with end sidesway inhibited at one or both ends,
tespectively. The effects of end lateral bracing at one or both ends of the beam-column on its buckling load are presented and analyzed.
The effects of semi-rigid connections on the buckling {oad of five classical beam-column cases are fully discussed and the results
compared to those from other analytical methods.

KEY WORDS. Buckling; Building Codes; Consuuctmn\‘l‘ype Beam-Columns, Computer Applications; Design; Elastic Foundntlon,
Frames; Loads; Stability.
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1. INTRODUCCION

La estabilidad de viga-columnas apoyadas lateralmente
sobre fundaciones eldsticas bajo diferentes condiciones
de arriostramiento es de importancia en la ingenierfa
estructural. Tal como lo resalta Hetenyi (1967), existen
muchas aplicaciones de este problema, como son los de
la construccién de fundaciones en pilas, rieles
ferroviarios, puentes, conchas delgadas de revolucién
(domos y conchas cilindricas de gran luz), tanques,
calderas y recipientes a presién. Por ejemplo, un
elemento longitudinal de un tubo cilindrico, cargado
simétricamente con respecto a su eje, puede ser
considerado como una viga sobre una fundacién
elastica. De aqui que el algoritmo presentado en esta
publicacién pueda utilizarse para estudiar un rango
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muy amplio de problemas relacionados con la
estabilidad elastica de vigas-columnas.

Hetenyi (1967) presenta el procedimiento clisico de
estabilidad eldstica de viga-columnas articuladas y
empotradas sobre fundacién eléstica, desarrollando las
soluciones exactas de casos particulares tales como la
de viga-columnas con condiciones en los extremos
libre-libre, articulada-articulada, y empotrada-
empotrada. =

Previamente Timoshenko y Gere (1961) habian resuelto
otros casos de interés, tales como la viga-columna bajo
una carga axial distribuida uniformemente sobre una
fundacién eldstica utilizando un andlisis similar. Wes? y
Mafi (1984) determinaron los autovalores de una viga-
columna sobre soportes eldsticos usando un método
numérico de valor inicial. Cheng y Pantelides (1988)
obtuvieron las ecuaciones diferenciales, coeficientes de
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rigidez, y fuerzas de empotramiento o de fijeza de una
viga-columna sobre una fundaci6n eléstica, incluyendo
las deformaciones a flexién y a cortante. Ang y Wang
(1991), como también Wang et al. (1991) estudiaron el

pandeo de viga-columnas sobre fundaciones. eldsticas, -

utilizando el método de elementos finitos.
Recientemente, los efectos de las conexiones semi-
rigidas en la estabilidad de. las viga-columnas y
estructuras aporticadas han sido presentados por el
autor (1997a-c). Sin embargo, el an,/élisis de estabilidad
cldsica de las vigas-columnas con conexiones semi-
rigidas y apoyadas lateralmente sobre una fundacién
eldstica continua, bajo condiciones de arriostramiento
en los extremos, no se encuentra en la literatur.
técnica. . :

El objetivo principal de este trabajo es presentar dicho
andlisis, incluyendo la clasificacién completa y las
correspondientes ecuaciones de estabilidad para viga-
columnas prismdticas sujetas a cargas axiales en los
extremos. Los efectos de las conexiones,

arriostramientos en los extremos y un soporte eldstico

distribuido uniformemente (tipo Winkler) son
incluidos. ~ :

El andlisis de estabilidad consiste en determinar la

solucién de autovalores de una matriz de 3x3 para una: '

viga-columna con pandeo lateral inhibido en uno o en
ambos extremos, y de una matriz de 4x4 para una viga-
columna con pandeo lateral no inhibido o parcialmente
inhibido en ambos extremos: También se presentan los
efectos de los arriostramientos minimos en los
extremos. Se incluyen varios ejemplos y sus resuitados
son comparados con los obtenidos por otros métodos
para demostrar la utilizacién y la simplicidad de las
ecuaciones de estabilidad propuestas.

2. MODELO ESTRUCTURAL

21 SUPOSICIONES.

Consideremos un elemento prismético que conecta los
puntos A y B (fig. 1). El elemento AB consiste de la
misma viga-columna A'B' y de los conectores semi-
rigidos AA' y BB' en los extremos de arriba y de abajo,
respectivamente. Se supone que: 1) el miembro A'B’ es
de un material eldstico lineal homogéneo con un
médulo de elasticidad E, soportado continuamente a lo
largo de su eje centroidal por un suelo eldstico
uniforme con un médulo de balasto de magnitud ,; 2)
el eje centroidal de la viga-columna es una linea recta,
en la cual coincide con el centro de cortante de la
seccidn transversal; 3) la viga-columna est4 sujeta a las

rotaciones en los extremos estén parcial

cargas axiales compresivas P, aplicadas a lo largo de su
eje centroidal; 4) las derivas laterales en los extremos
estdn parcialmente inhibidas por lqs resortes Sz Y Sp
localizados en A y B, respectivamente; 5? ) las
mente inhibidas
por las conexiones a flexién &, Y % locahzadps enAy
B, respectivamente; y 6) todas las deformaciones son

. pequefias, asi que se puede aplicar el principio de
" superposicién.

Las conexiones a flexién AA' y BB' tienen una rigidez
Ky lq, (con unidades en fuerza-distancia/ radian),
respectivamente. Las relaciones R=k/EI/L) Yy
Ry=K/(EI/L) se denotan como los indices de rigidez
de las' conexiones, donde: 7 &s el momento de inercia
de la viga-columna alrededor del eje principa]. en
cuestién; y L es la luz de la viga-columna. Los indices

‘varfan desde cero (R,=R,=0) para conexiones

articuladas, hasta infinito (R,=R,=) para conexiones
rigidas. Es importante anotar que el algoritmo
propuesto se puede utilizar en el anilisis de estabilidad
inel4stica de columnas en las cuales el comportamiento
no lineal se concentra en las conexiones.

Estelandlisis de estabilidad ineldstica puede llevarse a
cabolrenovando la rigidez a flexién de las conexiones
AA'ly BB' para cada incremento de carga de una
mane¥a lineal. Gerstle (1988) ha indicado los limites
mds hajos y los més altos para &, y &; en estructuras
aporticadas de acero. Mis recientemente, Xu y
Grierson (1993) utilizaron estos limites en el disefio de
estructuras de acero con conexiones semirigidas.
3
La principal diferencia entre la solucién cldsica
presentada en esta publicacién y la disponible en la
literatura técnica (Hetenyi 1967, Timoshenko y Gere
1961, West y Mafi 1984, y otros) consiste en que la
soliicién ﬁara el modelo de la figura 1 incluye los
efectos de las conexiones semirigidas y los
arriostramientos en los extremos.
Para mayor conveniencia’ se presentan los siguientes
dos pardmetros: -z
Pa=1 (1+3R,) (1)
Py =1 (1+3/R) (1b)

donde p, y o5 son los denominados factores de fijeza.
Para conexiones articuladas, tanto el factor de fijeza p
como el indice de rigidez R son cero; pero para las
conexiones de rigidas o empotradas, el factor de fijeza
es 1 y el indice de rigidez es infinito. Ya que el factor
de fijeza solo puede variar entre -1 y +1 (mientras que
el fndice de rigidez R puede variar entre -oc y +0), es

o~ ——

et i it

o -



——— et . e - - .

m—— i - e e

Aristizabal 39

mds conveniente usar el factor de fijeza rigidas en el

andlisis de estructuras con conexiones semi-

rigidas(Cunningham 1990).

Fundacidn 4
elastica
uniformaomente
distribulda

4
/]
A
P/
1
4

Fig. 1 Modelo estructural

Fig. 1 Modelo de una viga-columna sobre una’
fundacion elastica k, con desplazamientos
laterales parcialmente inhibidos por los :
arriostramientos en los extremos S, y S, y
restringida rotacionalmente por los resortes a \
flexién x; y K;.

Las relaciones entre los factores de fijeza o, y o, y los
valores de la carta de alineacién G, y G; [ie.,
G=XEl/h).=XEl/L); en los extremos A y B,
respectivamente] de una viga-columna.en un pértico
rigido simétrico con deriva lateral no inhibida o
parcialmente  inhibida son:  2,=2/2+G,) 'y
P=2/(2+G,) (Aristizdbal Ochoa,1997"). En los
pérticos rigidos simétricos con deriva lateral totalmente
inhibida, las relaciones -son: p,=2/2+3G,) y
P=2/(24+3G,). En pbérticos con conexiones semi-
rigidas, se pueden determinar los factores de fijeza
utilizando principios estructurales presentados por el
autor (1997a-c).

2.2 ECUACIONES DE ESTABILIDAD

De acuerdo con el tipo de deriva lateral permitido, se
pueden distinguir tres formas de pandeo importantes en
una viga-columna con conexiones semi-rigidas sobre
una fundacién el4stica continua de Winkler.

Estas son vigas-columnas con deriva lateral: a) no
inhibidas o parcialmente inhibidas en ambos extremos
(fig. 2a); b) totalmente inhibida en un extremo y
parcialmente inhibida en el otro extremo (fig. 2b); y c)
totalmente inhibidas en ambos extremos (fig. 2c). Las
ecuaciones de estabilidad correspondientes son
exphcadas a continuacién y en el Apendxce I se dan
mds detalles y sus desarrollos.

ANsaAsANN LAY QAN L.

&

SALLLIANL AN AN AN N
ALY AN

(@  (b)

Fig. 2 Clasificacién de columnas

Fig. 2 Clasificacion de viga-columnas de
acuerdo a la derivas laterales permitidas en sus
extremos. a) Con deriva lateral no inhibida, o
parcialmente inhibida en ambos extremos; b)
Con deriva lateral inhibida en un extremo y
parcialmente inhibida en el otro extremo; c) Con
deriva lateral inhibida en ambos extremos.

a) Vigas-Columnas con derivas no inhibidas o
parcialmente inhibidas en ambos extremos. Para vigas-
columnas en las que la deriva lateral en ambos
extremos A y B estin parcialmente inhibidas por
resortes S, y S, (fig. 2a), respectivamente, la ecuacién
de estabilidad consiste en la solucién del valor propio
del determinante 4><;tdado por

ApApApAy
Ay Az AgAy
Az Az Az3Agy
1AuAnAsAy

2

j w
Los coeficientes A; en ecuacién (2) dependen de la
magnitud de la carga compresiva P cuando es

comparada con 4k El =carga critica de pandeo
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elastica de una viga-columna de luz L infinita (Hetenyi

1967, pég. 136)]. Los valores Ay se obtienen de Ar= 3ppy cosoL-L(1-p)¢ sengL (4d)

acuerdo con rangos I y II definidos abajo: - _ o

I) Para 0< P< 4k EI _ ' Ay=Ll1-p) ¥ |
An=L(1-) ¢

Ay= &% {-B3p+20L(1-p;)JB senfL # L

+ Bop,+L(1 —pb)(az—ﬂz )] cospL} ' ' (3a) A= 30y , . (4g)

Au=—(Bp-20l(i-p)IBsenflt - A=3pg (4h)

BopLl-p)d-F)]cospL) = (3b)

: ‘ Ay= (S,,/EI) cos}L _ 04 -P/EI)yser;yL (4i)
A= {Bap+L(1-p)~F)] senfL

+ BP3py+2al(1-p,)] cospL} Bc) . A32— (SyEI) cosgL ~ (af—P/El) psenpl  (4))
Av= ~{(BapL(1-p) )] senfL | Aus= (SyEl) sengl + (P—PAEycostl (4K)
- 3py—201(1-ps)] B cospL} (3d)
S o A= (S,/EI) sengL + (¢ —P/EI) pcospL  (4) .
Ay= 30p,-L(1-p N -fF) Ge)
: Ay=Ap = S/EI (4m)
A= SapLUI-pNd-F) . (39 : .
' i o Ag= (V-PEDy (4n)
- Ay=fBp20U1-p)] . (€72 o
SR Au= (F-PED @ . (40)
Az= B+ 20(1-p)] 3h ' :
24 ﬁﬁp_"‘”L( Pa)] 3 A( ) sk P (P\Z_ks y
Ay= EL{[PEIAS 30%)jf senfL ’ 2EI \/\251) EI'’
+ [(Sy—aP)/EI-a{ -3 )] cosPL} (3i) ) . T
P P :
As= [PEIHF-3d)]B senfL " \eomr * (251) T EI
_+ [(Sy+aP)El+ o -38)] cosPL (j) A :
st ' b) Vigas-columnas con pandeo lateral inhibido en un
Ay= € {[(S,~aP)/ET o(d?-3[)] senfL . extrema y parcialmente_inhibido en_el otro extremo.
[PEI-a(f-3)] BeosPL} Bk Para una viga-columna en la cual las derivas laterales
. son totalmente inhibidas en el extremo A y
A= [(Sy+ aP)El+o(d?3[)] senfL parcialmeate inhibidas en B por el resorte S, (fig. 2b),
[PEI-F-30%)] B cosPL 30 ' la ecuacién de estabilidad consiste en la solucién del
: - valor propio fundamental del determinante 3x3 dado
Aq=(Ss+aP)El+a(d?=3f) CGm) por - ' :
A= (SteP)El-a(d=3F) Gm) ' B,)B,,B;,|
A= Au [P/EI—(ﬂ’—3a’)jﬂ LI i -
B3B3, B33 :
donde:a - ,
4EI 4EI 4EI 4EI
) Para P> 4k E B;)(By; B33 — B3y By3) B;2( By B3; - By B3 )
' . + 313(321332 By B, )
= - ’ - (5)
A= Bpiysenrlr {1 p,,).f cosyL] (4a) Donde los coeﬁclentes By se relacmnan con Ay dados
A= Bppsengl+L(1-p,)¢f cospl]  (4b) por las expresiones (3a)-(30) para 0< P< 4k EI o

A= 3pycostt L(1-p)y semsi o)
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por las expresiones (4a)-(40) para P > \/4/{, El de 1a

siguiente manera: -

B =Ay, —Ali , (6a)
Bp=Ap _ (6b)
Bis=Au ()
By =Ay —-Ax P : (6d)
By=Aj; (69 :
By=Ax . (6D
B;; =A; Ax (6g)
Bi= Ay (6h)

Bss= A4 (6i)

c) Viga-columnas con pandeo lateral inhibida en

ambos_extremos. Para una viga-columna con pandeo
lateral totalmente inhibido en ambos extremos (fig. 2c),
la ecuacién de estabilidad consiste en la solucién del
valor propio del determinante 3x3 dado por Ia ecuaqlon
(5). Los coeficientes B; correspondientes a las priméras
dos filas son idénticos al de las ecuaciones (6a)-(6f)
pero los de la tercera fila deben ser modificados de la
siguiente forma:

1) Para 0< P<.[4k,EI

51 = (€2%=1) cospL ' (7a)
By= & senfiL (Tb)
Bss= senfiL (7c)
1) Para P >[4k ET |
Bs; = cosyL-cospL : (7d)
B3= /senyL (7e)
Bj;= sengL G

3. VERIFICACION Y EJEMPLOS

3.1 CASOS CLASICOS DE VIGA-COLUMNA

La variacion de la carga critica de pandeo eldstico de
una viga-columna apoyada por una fundacién eldstica
uniformemente distribnida de magnitud k, bajo
condiciones de- borde diferentes (cinco casos son
mostrados en las figs. 3a-e) incluyendo los efectos de
conexiones semirfgidas fueron estudiadas. Las cargas

de pandeo para diferentes valores de \/k L' (EI)

como lo “sugirié Hetenyi (1967) para cinco factores
diferentes de fijeza p que varfan desde condiciones
articuladas hasta condiciones empotradas se alistan en
las Tablas 1-5 para cada uno de los casos que se
muestran en las figuras 3a-e, respectivamente. -

Los valores en estas tablas fueron calculados con cinco
figuras significativas (con el propésito primordial de
compararlos con aquellos obtenidos de las férmulas
exactas de Hetenty) usando el modelo propuesto y las
ecuaciones 1 -7.

(a) -~ (b) (c) (@) (e)

-Fig. 3 Cinco casos cldsicos

Fig. 3 Cinco casos clasicos de v1ga-columnas a)
Con deriva lateral no inhibida en ambos
extremos, articulada en un extremo y con
rotaci6n restringida otro extremo; b) Con deriva
lateral no inhibida y con rotacién igualmente
restringida en ambos extremos; c¢) Con deriva
lateral inhibida y articulada en A, y con rotacién
restringida y deriva lateral en B; d) Con deriva
lateral inhibida y articulada en A, y con rotacién
restringida en B; €) Con deriva lateral inhibida y

\
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‘con rotaciéh igualmente restringida en ambos
extremos.

Los valores alistados en las Tablas 1 y 2 para p=0
(articulado) fueron verificados con aquellos de Hetenyi
(1967, ecuacién 125 y la fig. 117, pag. 143) con
resultados idénticos. Siendo asi que aquellos en la
Tabla 3 se comparan muy bien con los obtenidos con la

formula simplificada P.= k,El para columnas

infinitamente largas y con cualquier valor de
restriccién rotacional en B (Hetenyi, 1967). De igual
manera, los valores alistados en.las-Tablas 4 y 5 para
=0 (articulado) y p=1 (empotrado) fueron verificados
con aquellos de Hetenyi (1967, ecuaciones 127 y 128,
y figs. 118 y 119, respectivamente, pags. 145-147)
obteniendo de nuevo resultados idénticos. Los valores
en la Tabla 4 también son muy comparables a los
obtenidos con la  formula  simplificada

P.,=2 k EI para columnas de luz infinita y cualquier

valor de restriccion rotacional en los extremos
(Hetenyi, 1967).

La Tabla 1 indica que para viga-columnas con deriva
lateral no inhibida en ambos extremos, la restriccién
rotacional en un extremo es efectiva solamente en viga-
columnas sobre fundaciones eldsticas blandas (para
k,<25EI/L"). Para valores mayores de k; el aumento en
la carga de pandeo es pequefio (menos del 20% para
valores de k,<900EI/L* alcanzando aumentos menores
del 3% para k,<2500EI/L"). Por el otro lado, 1a Tabla 2
indica que es mds efectivo restringir ambos extremos
contra la rotacién simultdneamente que si se hace en un
extremo solamente. De hecho, para k,<25ElL*1a carga
de pandeo aumenta mas del 500% cuando se empotran
ambos extremos en lugar de temer una conexién
articulada entre ellos. Para valores mayores de k;,, la
carga de pandeo aumenta sélo el 100%.

La tabla 3 indica que para viga-columnas con deriva
lateral inhibida en un extremo, la restriccién rotacional
en el mismo extremo es efectiva solamente en viga-
columnas que estdn sobre fundaciones eldsticas
extremadamente blandas (para k=0). Para 25EI/L’< k,
<400EVl/L’ el aumento en la carga de pandeo es menor
del 12% y para valores de k,=900EI/L? el aumento en
la carga de pandeo es menos del 1%. '

Tendencias similares a las observadas en las tablas 1 y
2 se pueden observar en las tablas 4 y 5 para viga-
columnas con deriva lateral inhibida en ambos
extremos. Restricciones rotacionales en uno o en
ambos extremos son efectivas \inicamente en viga-
columnas sobre fundaciones el4sticas blandas’ (para
k,<25EI/L*). Para valores mayores de k, el aumento en

'
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1a carga de pandeo no es significativo. "!‘ambién en mds
efectivo restringir ambos extremos simultineamente
contra la rotacién que hacerlo sélo en un extremo. Ffste
comportamiento es de alguna importancia en pilas
embebidas en suelos blandos. Los valores listados en
las Tablas 1, 3 y 4 varian linealmente con

k,L" A EI ), para incrementos muy pequefios en P,

con aumentos en el grado de restriccién a flexién. Este
comportamiento hace que las restricciones rotacionales

~en los extremos sean de menor importancia en

columnas largas.

32 EJEMPLO 1: CARGA CRITICA DE UNA
COLUMNA APOYADA LATERALMENTE
SOBRE UN SUELO BLANDO

Determine la carga critica de pandeo de una viga-
columna soportada por un suelo con k_,=50EI/L4.
Bstudie los efectos de las restricciones de las
conexiones a flexién y del arriostramiento en los
extremos con la carga critica minima de pandeo.

Solucién: los efectos de los extremos con deriva lateral
arriostriados son examinados en los siguientes tres
primeros casos: ’ '

i

1: columna articulada-articulada con deriva
late no inhibida en ambos extremos
(P=p=5=5:=0). De la ecuacién (2) y el tipo de

estabilidad a) antes presentada: P.=0,41316°EI/L’.
\

Caso ‘sZ columna articulada-articulada con deriva
lateral no inhibida en A y totalmente inhibida en B
(P.=P:=5.=0). De la ecuacién (5) y tipo de estabilidad
b) ya présentada: P,, =0,86491 ZEI/L2.

\ L.

Caso 3: ‘\ columna articulada-articulada con deriva
lateral tdtalmente inhibida en ambos extremos
(P:=py=0). De la ecuaci6n (5) y tipo de estabilidad c)
antes discutida: P, =1,5133EV/L?. _

Los efectos de las restricciones a flexién en los
extremos son considerados en los casos del 4 al 9 como
siguen: P :

Caso 4: columna articulada-empotrada con deriva
lateral no inhibida en ambos extremos (o,=1 y
P=S8,=5,=0). De la ecuacién (2) y tipo de estabilidad
a): P, =0,61941 2EI/L.

Caso 5: columna, empotrada-empotrada con deriva
lateral no inhibida en ambos extremos ‘(o,=p,=1 y
§,=585=0). De la ecuacién (2) y tipo de estabilidad a):
P.=1,513302El/L>. '
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Caso 6: columna articulada-empotrada con deriva
lateral no inhibida en A y totalmente inhibida en B
(#=1 y p.=5,0). De la ecuacién (5) y tipo de
estabilidad b): P,, =0,89785 7 EI/L>.

Caso 7: columna empotrada-empotrada con deriva
lateral no inhibida en A y totalmente inhibida en B
(Pa=pp=1 y 5,~0). De la ecuacién (5) y tipo de
estabilidad b): P,, =2,388312EI/L>.

Caso 8: columna articulada-empotrada con deriva
lateral totalmente inhibida en ambos extremos
(0:=0. pp=1). De la ecuacién (5) y tipo de estabilidad
¢): P,, =2,46061 ZEIl/L’.

Caso 9: columna empotrada-empotrada con deriva
lateral totalmente inhibida en ambos extremos
(Pa=p=1). De la ecuacion (5) y tipo de estabilidad c):
P., =4,383217EIl/L’.

Conclusiones. Los nueve casos estudiados indican que
la carga critica de pandeo una viga-columna aumenta
sustancialmente con los arriostramientos y por
restricciones a las rotaciones de sus extremos. Por
ejemplo, solo por inhibir la deriva lateral en solo uno
de sus extremos, la carga critica es aumentada por un
factor de 2,09 (Caso 2/Caso 1=0,86491/0,41316),
mientras que inhibiendo la deriva lateral en ambos
extremos en forma simultdnea, el factor aumentaria a
3,66 (Caso 3/Caso 1 = 1,5133/0,41316). Notese que el
efecto neto de empotrar ambos extremos
simultdneamente en la carga critica de pandeo es
idéntico al de inhibir ambos extremos contra la deriva
lateral (Caso 5/Caso 3=1,00). Al empotrar solo un
extremo la carga de pandeo es aumentada por un factor
de 1,50 (Caso 4/Caso 1=0,61941/0,4132). Al empotrar
ambos extremos la carga critica es aumentada por un
factor de 10,61 (Caso 9/Caso 1=4,38321/0,41316). Al
igual que el comportamiento de las columnas sin
soporte eldstico continuo (k=0), el efecto de arrostriar
contra deriva en los extremos es mas efectivo que el
del empotrarlos. El factor de empotramiento de ambos
extremos después de arriostriarlos contra deriva lateral
es de 2,90 (Caso 9/Caso 3=4,38321/1,5133).

3.3 EJEMPLO 2: PANDEO CLASICO DE UN
TUBO CILINDRICO CARGADO AXIALMENTE.

Determinar la carga de pandeo de un tubo cilindrico de
acero de radio r=6 pulg. (152.4 mm), longitud L=8 pies
(2438.4 mm), y grosor r=1/8 pulg. (3.2 mm); E=29000
Ib/pulg® (199,95 GPa), relacién de Poisson #=0.3.
Suponga que ambos extremos estén restringidos contra
deriva lateral y simplemente apoyados. Estudie los
efectos en la carga axial de pandeo si dos tapas (placas

circulares de cubierta) de igual grosor son soldadas
alrededor de los bordes del cilindro en ambos
extremos.

Solucion: De acuerdo con Hetenyi (1967, pag. 31) “un
elemento longitudinal de un tubo cilindrico cargado
simétricamente con respecto a su eje se puede tratar
como una viga sobre fundacion eldstica, con un
madulo k,‘=Er/r2“. Se toma ancho unitario del elemento
longitudinal con un momento de inercia
I=r/[12(1-V)]. Basado en estas suposiciones, la

férmula simplificada P.=2 k_ EI para un tubo de

longitud infinita se convierte en

o.=P./t=Et/[r 3(1 Vz) J expresiones clasicas de

la carga y de tension de pandeo que se encuentran en la
literatura técnica (Roark 1954, Libove 1962, y Chajes
1973). '

Para el caso particular: r=152,4 mm, L=2438,4 mm,
1=3.2 mm, E=199,95 GPa, v=0.3, y p,=2,=0 utilizando
la ecuacion (5) con deriva lateral inhibida en ambos
extremos: 0,=2521,1 MPa (365.660 !b/pulgz).
Resultados idénticos pueden obtenerse utilizando la
férmula cldsica de pandeo acabada de deducir en el
pérrafo anterior.

Los efectos de las placas circulares soldadas alrededor
de los bordes del tubo pueden encontrarse
determinando las restricciones a flexion dadas por estas
placas por ancho unitario alrededor de la
circunferencia. Roark (1954, pag. 197) indica que
r=ky=E,t,/[12r,(1 v,)], donde r,: radio y t,: grosor
de las placas o tapas en los extremos con mddulo
eléstico E, y la relacién de Poisson V,. Por lo tanto, los
indices de rigidez de las conexiones a flexién por
ancho unitario se convierten en
R.=Ry,=(E/E)t Y (L/r,)(1-V)/1 V,). Para el caso
particular: r,=r=152.4 mm, L=2438,4 mm, 1,=1=3,2
mm, FE,=E=19995 GPa, y Vv=w+=03, Iluego
R.=R,=20,8 y de la ecuacion (1) p,=0=0874 y
utilizando la ecuacidn (5) con deriva lateral inhibida en
ambos extremos: 0,=3,084.3 MPa (447350 Ib/pulg?).
Este resultado indica un pequefio aumento en el
esfuerzo de pandeo axial clasico debido a la presencia
de tapas circulares soldadas a los extremos del tubo. En
este andlisis de estabilidad se supuso que el tubo era
“ideal” sin imperfeccién alguna con inestabilidad del
miembro ocurriendo como resultado de un pandeo
superficial o local del tipo cldsico. Libove (1962), sin
embargo, indica que el pandeo de tubos cilindricos
reales con pequefias imperfecciones es del tipo
alteracion (“disturbance™) finita y que bajo cargas
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muertas ocufre a niveles de esfuerzo menores que
a.,=0,182 Et/r para v=0,30. -

4. EFECTOS DEL ARRIOSTRAMIENTO
| LATERAL

4.1CRITERIO DE MINIMO

ARRIOSTRAMIENTO.

Una viga-columna con deriva lateral parcialmente
inhibida en sus extremos es aquella cuya carga critica
P esti situada entre la que tiene-los extremos con
deriva lateral. no inhibida (S,=S;=0) y la que tiene los
extremos con deriva lateral totalmente inhibida
(4,=4,=0), o simplemente:

Pueriva no inkibida< Pderiva parcialmente inhibida < Protalmente inhibida
[de ec. (2)] [deecs. (2) 0 (5)] . [deec. (5)]
[S.=5=0]  [4#0ylo 4#0] - [4:=4,=0]

Este criterio es integro y sirve como fundamento
conjuntamente con las ecuaciones (2) y (5) para
determinar los arriostramientos laterales (S,)mm. Y/o.
(St)min. requeridos en uno o en ambos extremos de una
viga-columna con conexiones semi-rigidas y apoyada
continuamente sobre fundacidn eldstica tipo Winkler
para lograr una predeterminada carga de pandeo
minima. Combinando las ecuaciones (2) y (5) se puede
determinar. directamente los valores requeridos
(Sa)miny/0 (Sp)mm. Un ejemplo describiendo los pasos
para el cilculo de (Sy)n. ¥ (St)mm. requerido por la

columna del ejemplo 1 para lograr una carga de pandeo .

predeterminada es presentada en la préxima seccién.

42 EJEMPLO 3: ARRIOSTRAMIENTOS
LATERALES MINIMOS EN LOS EXTREMOS. .

Utilizando las ecuaciones (2) y (5), determinar el
arriostramiento lateral minimo requerido por la viga-
columna del ejemplo 1 para cbtener pandeo con: 1)
deriva lateral cero en B solamente (esto es, arriostrada
sin deriva lateral en B); y 2) deriva lateral cero en
ambos extremos (condiciones de arriostramiento
simultdneas sin deriva en ambos extremos). Estudiar la
variacién en (Sy)nm, para obtener un pandeo sin deriva

~ lateral en B solamente cuando la magnitud de k, es

150E/L?, Suponga que ambos extremos de la viga-
columna son articulados (0,=p,=0).

Solucién: o .
Paso 1: utilizando la ecuacién (5) las cargas criticas de
pandeo para los tipos de estabilidad b)- y ¢)

(previamente calculados en ejemplo 1 como casos 2 2y
3) son Pcr=0,864917°ENL} y P.=151337°El/L’,
respectivamente.

Paso 2: utilizando la ecuaci6n (2) la variaci(.’)q de la
carga critica de pandeo para el tipo de establl.ldafi a)
con S, y suponiendo que ;=0 fue calculado y dibujado
en fig. 4a. La curva llega a ser asimptética con respecto
a la linea horizontal cuando P=0,86491 #EI/L? [esto es,
(Sp)msm=cc representa el arriostramiento latel:al que se
requiere en B para lograr.un pandeo sin deriva lateral

. en B solamente].

De igual manera, utilizando la ecuacion (2) la vari.af:ién
de la carga critica de pandeo para el tipo de estabilidad
a) con S, y suponiendo que S,=S, es calculado y
dibujado en fig. 4b. Otra vez, la curva se tomna
asimptética con respecto a la horizontal cuando
P=1,513302El/L’. Por lo ‘tanto, (Samin=(Se)mi="
representa el arriostramiento lateral que se necesita en
ambos extremos para lograr un pandeo lateral absoluto
sin derivas en A y B simultdneamente.

Lap

Carga CEftlca e L {4
(n°E1/LY) /6
n s L4l /
T /
L] /

T
S A Y| /
3 0.8/ /
A
1 10 10 10' 10 10° 100 1 00 10°  10°
“ Arrlostramiento lateral/(El/L®)

Fig. 4 Ejemplo; 3

Fig. 4 Ejemplo 2: Arriostramiento lateral
minimo para la viga-columna del ejemplo 1.
Variacién del arriostramiento con_la carga de
pandeo para k=SOEVL*, Vhfiacién del
arriostramiento con carga de pandeo para
k=150EI/L".

Sigﬁiendo los dos pasos arriba descritos, la ﬁ‘g. 4c fue
obtenida por el valor particular de k=150EI,

.

Utilizando la ecuacién (5) la carga critica para el tipo
de estabilidad b) llega a ser P.,=1,25914EI/L. Aujpque

A idhm e e mes RN, e ————
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la curva también se torna asintética con respecto a la
horizontal en P=1,259147El/L? alcanza este valor més
ripido desde abajo. Por ejemplo, cuando S,=5EVL’ la
carga critica es 1,238867°EI/L? 1a cual es s6lo 1,6%
menor que el valor deseado de 1,259147El/L2.

Conclusiones: Estos resultados indican la variacién de
la rigidez lateral de arriostramiento en los extremos de
la viga-columna con la carga critica de pandeo es
asimptdtica 1leg9do a ser infinita cuando la carga
critica corresporide al caso sin deriva lateral. Sin
embargo, la rata de convergencia aumenta con la
rigidez de la fundacidn eldstica k;. :

5. RESUMEN Y CONCLUSIONES

Un método analitico que evalia el comportamiento de
estabilidad eldstica de una viga-columna con deriva
lateral en los extremos, no inhibida, parcialmente
inhibida y totalmente inhibida y soportada lateralmente
por un suelo de fundacién eldstico distribuido
uniformemente (tipo Winkler) es presentado utilizando
la formulacién cldsica. Las ecuaciones de estabilidad
propuestas incluyen los efectos de las conexiones semi-
rigidas de una manera explicita. Los factores de f:]eza
son seleccionados para considerar los efectos delas
conexiones a flexién en la viga-columna, ya que estos
son pricticos y convenientes -en su - aplicacion. La
precision de las ecuaciones de estabilidad fue
verificada contra resultados disponibles por otros
métodos analiticamente exactos. Las foérmulas
propuestas pueden ser aplicadas en el andlisis de
estabilidad de las viga-columnas con conexiones
rigidas, semi-rigidas y simples, con o sin
arriostramientos eldsticos.

El andlisis de estabilidad iconsiste en una solucién de
autovalores de una matriz de 4x4 para una viga-
columna con deriva lateral no inhibida o parcialmente
inhibida en ambos extremos, y de una matrix de 3x3
para una viga-columna con deriva lateral inhibida en
uno o en ambos extremos, respectivamente. Los

efectos de arriostramientos en uno o en ambos |
extremos de la viga-columna son presentados. Para

demostrar la utilizacion y la relativa simplicidad de la
clasificacién propuesta de viga-columnas de acuerdo
con el modo de pandeo y las correspondientes

ecuaciones caracteristicas, la carga critica de pandeo de’

cinco casos cldsicos son presentada y comparados con
valores obtenidos con otros métodos analiticos.
Ademds, se incluyen tres ejemplos que muestran los
efectos de las restricciones rotacionales y
arriostramientos laterales en los extremos en las cargas

criticas de pandeo de viga-columnas y tubos
cilindricos. Las Tablas 1-5 se pueden utilizar
directamente en el andlisis de estabilidad de las viga-
columnas con conexiones semi-rigidas sobre un suelo o
fundacién eldstica. Las ecuaciones de estabilidad (2) y
(5) se pueden programar en una calculadora portable o
de bolsillo facilitando asi un método eficiente y
evitando procedimientos complicados.

Los resultados analiticos indican que: 1) los efectos de
un soporte lateral - distribuido uniformemente de
magnitud &, llegan a ser mis significativos en viga-
columnas con extremos libres que en viga-columnas
con ambos extremos restringidos contra la rotacién y la
deriva o_desplazamiento lateral; 2) la capacidad de
carga critica de pandeo de una viga-columna soportada
lateralmente por un medio o suelo eldstico muy blando
se puede aumentar sustancialmente, ya sea
restringiendo de sus extremos contra rotacién o
arriostrando ambos extremos contra deriva o
desplazamiento lateral; y 3) la carga critica cldsica de
pandeo de un tubo cilindrico axialmente comprimido
se puede determinar utilizando el modelo sugerido por
Hetenyi como una viga de ancho unitario y grosor t
sobre una fundacidn eléstica con un médulo de balasto
k=Et/R’. :
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APENDICE 1. ESTIMACION DE LAS
ECUACIONES DE ESTABILIDAD

La ecuacion diferencial gobernante de una viga-
columna prismitica sometida a cargas axiales
compresivas P en ambos extremos y soportada
lateralmente sobre una fundacién eldstica k; es:

d* y d?y

a +de2 +k,y=0 )

[

EI

Para una viga-columna con ambas derivas laterales en
los extremos no inhibidas o parcialmente inhibidas (fig.

v
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.

2a), la soluci6n a la ecuacién (9) debe estar sometida a
las siguientes cuatro condiciones de borde naturales:

d? dy
1) En X=L, EI——dxzy +K, = =0 (10)

d? d
2) En X=0, Elzx—;—+xazy=0 (11)
d’y dy -_ .
. 3)EnX=L, EIE-PZw,,y,: 0
42
d’y ,dy _
4)E11X=0, EIE+P—E+S"),—0 .
13)

La solucién a la ecuacion (9) depende del valor relativo
de P con respecto a ,’k,EI " (Hetenyi 1967). Hay dos
tipos de soluciones en el campo compresivo ( P>0):

ParaOSP<-Jk,EI :

y=(€1e™ + Co¢’™) cosPx + (Cse™ + Ce’ ™) senfix
(4

’ , r, P ’ ! k, . P
. - P —— = 4+ —
'da e 4EI 4EI’ v £ 4El 4EI

P P>,[k,EI

y= Cy cos yx + C; cos @x + Cs sen yx
+C.‘Tsenq7x (15)

P _(PY kK
21 \\2E1) EI’

‘p ( P )’ k,
= 'T—'l' — —_——
2El \\2E1) " EI

don)le:r—
)

e

Las cuatro constantes C;, C;, Cj, y C4en las ecuaciones
(14) y (15) se determinan de las cuatro condiciones
naturales de borde dadas por las ecuaciones (10)-(13).
Estas son reducidas a las ecuaciones (16a)-(16d)
después de algunas reducciones algebraicas.

2
ApCi+Ap G +A;Ci+ACe=0 (16a)

ApCi+ApCr+ApCi+AyCi=0 (16b)
Ay Cr+AnCr+ApCi+AyCi=0 (16¢c)

AuCi+AnCr+ApCi+AuCi=0 (16d)
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Donde los coeficientes Ay son de las ecuaciones (3a)-
(30) para 0< P <1’k El y de (4a)-(40) para

-Jk ET .

Para una viga-columna con deriva lateral totalmente
inhibida en A y parcialmente inhibida en B (fig. 2b), la
cuarta condici6n natural de borde dada por la ecuacién
(13) o (16d) debe ser sustituida por la condicién
forzada de bordé y=0 en A o s6lo C;=-C,, la cual
cuando se introduce junto con las otras tres condiciones
naturales de borde dadas por las ecuaciones (l6a) (16¢)
se convierten en;

(AyAp)C+A;C+ A Ce=0 (17a)

(Az; An)Cr+ A3 C3+ Ay Ce=0 (17b)
(A3} Ap)C; +A33C3+ A3 Ce=0 (17¢)

Los coeficientes en las ecuaciones (17a)- (i7c) son
denominados B; como lo indican las ecuaciones (2) y
(6a)-(6i). '

Para una viga-columna con deriva lateral totalnmente
inhibida en ambos extremos A y B (fig. 2c), la tel‘cera
condicién natural de borde dada por las ecuacnpnes
(12) o (17¢) debe ser sustituida por las condicignes
forzadas de borde y=0 en B. Esta condicién llega a ser:

Para 0< P<1,ksEI :

(C1€%° 1) cosPL C1+ & senfL Cse™
+ senfL Ci=0 ' (18)

ParaP>1fk:EI

(cos YL —cos @L) C; + sen yL C3+ sen gL C4=0
19

Los coeficientes en las ecuaciones (18) y (19) son

denominados Bj;, B3, y Bj; como lo indican las
ecuaciones (7a)-(7f).

La solucién no trivial al grupo homogéneo de cuatro y

de tres ecuaciones dadas por las expresion% (16a)-
(16d) y (17a)-(17¢) corresponde a las ecuaciones (2) y
(5), respectivamente. Estas son las ecuaciones
caracteristicas de estabilidad. Es importante anotar que

los coeficientes A; y By ya incluyen los efectos del tipo
de conexiones, desde articuladas (o=0) hasta

empotradas (0= 1). Esta es quizs la ventaja principal
de la formulacién propuesta ya que la clasificacién de
vigas-columnas y sus ecuaciones caracteristicas son
generales, esto es, son aplicables a viga-columnas
sobre un medio eldstico continuo bajo con cualquier
tipo de apoyo en los extremos o condiciones de borde.
De hecho, las ecuaciones propuestas pueden ser
utilizadas en el andlisis de estabilidad ineldstica de
vigas-columnas cuando el comportamiento no lineal
esté concentrado en sus extremos. Este andlisis puede
llevarse a cabo actualizando cada par de restricciones

K, ¥ S5, S, para cada incremento de carga en forma
lineal.

. APENDICE I. NOMENCLATURA

Los siguientes simbolos se utilizan en este trabajo:

E: méddulo de Young del material de la viga-columna;
G,y Gy = H1/L)/H1/L,) en los extremos Ay B de la
columna AB, respectivamente.

I,. momento de inercia de la viga.

I 6 I. = momento de inercia de la viga y de la
columna, respectivamente.

L3L. = luz de la viga y de la columna,
respectivamente.

L,=luz de la viga.

P = carga axial aplicada a la viga-columna en los
extremos. .

P_, - carga critica de pandeo de la viga-columna.

k, = rigidez de la fundacién eldstica distribuida
uniformemente (tipo Winkler).

R, = indice de rigidez de la conexi6n a flexién en A [x,
AEIL)).

R, = indice de rigidez de la conexién a flexién en B
[%/EVL)].

S, y S, = rigideces laterales de arriostramiento dadas a
la viga-columna en A y B, respectivamente.

Ky K= rlgldez a flexién de las conexiones de
extremo en A y B, respectivamente.

Pay P»=factores de fijeza en A y B de la viga-columna
AB, respectivamente.

—~——
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TABLA 1 Carga de Pandeo/(7PEI/L?). Viga-Columna con deriva lateral no Il'lhlblda en ambos extremos,

1fk,L" A EI)
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TABLA 2. Carga de pandeo/(??EI/L’). Vlga-Columna con deriva lateral no inhibida y con las rotaciones

1//‘:,L" AEI)
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TABLA 3. Carga de pandeo/(??EIl/L?). Viga-Columna con deriva lateral no inhibida, articulada en A y con

Dyna 129, 2000

articulada en A y con la rotacién restringida en B. =0y 08 ;& 1

0 .
0,00000
0,20891
0,80557
1,43173
1,75911
2,16856
2,65042

3777700

5,00904
5,96797
6,90228
7,90451
8,95261
10,02396

0,20

0,06028
0,27179
0,86948
1,51215
1,88170
2,30282
2,79168
3,91537
5,05753
6,06041
7,03763 -
8,04711
9,07986
10,11580

0,50

0,14407
0,35189
0,91621
1,54143
2,00042

. 2,44727

2,93408
3,99683
5,06157
6,07769
7,07976
8,08985
9,10775
10,12715

0,80

021318
0,41080
0,93663
1,54992
2,05988
2,52784
3,00846
4,02601
5,06260
6,08230
7,09193
8,10207
9,11531
10,13008

. igualmente restringida en ambos extremos Pa=Pb.

0

0,00000
0,20891
0.80557
1,43173
1,75911
2,16856
2,65042
3,77770
5,00904
5,96797
6,90228
7,90451
8,95261
10,02396

Jk,L‘ AEI) 0
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0,00000

0,63111 -

1,08744
1,49199
1,97613
2,50599
3,04149
4,06982
5,06917
6,07473
7,08892
8,10517
9,11997
10,13318

. 0,20

1 0,13475.
0,35335
0,98480
1,73172:
2,07375
2,50282
3,00979
4,20395
5,51779

16,51097
7,48365
8,52998
9,62578
10,74576

0,50
0,39581

- 0,63180

1,32921
2,40731
2,78342
3,25907
3,827
5,19333
6,74164
7,84518
892394
10,09601
11,33206
12,59879

0,80

0,73814
0,99049
1,74568
2,99527
3,97126
4,51969
5,18633
6,85964
8,93369
10,51335
11,84295
13,34020
14,98057
16,72462

rotacién restringida en B. p,=0 y 'BRpE1

0,20

0,06029
0,63295
1,10806
1,51474
1,99163
2,51318
3,04334
4,07007
5,07050
6,07595
7,08951
8,10532
9,11997
10,13319

0,50

0,14407
0,63512
1,14333
1,55680
2,02080
2,52686
3,04695
4,07057
5,07330
6,07859
7,09081
8,10567
9,11999
10,13322

0,80

0,21318
0,63681
1,18449
1,61175
2,06007
2,54571
3,05208
4,07135
5,07794
6,08315
7,09316
8,10630
9,12002
10,13328

0,25000
0,43978
0,94443

© 1,55277

2,08293
2,56055
3,03785
4,03630
5,06294
6,08385
7,09606
8,10622
9,11785
10,1310

1,00

1,00000
1,25665
2,02659
3,30985
5,02660
5,60406
6,30985
8,10639
10,41624
13,10639
14,58926
16,30025
18,23938
20,40665

1,00

0,25000
0,63773
1,21549
1,65795
2,09435
2,56270
3,05691
4,07216
5,08317
6,08864
7,09612
8,10714
9,12006
10,1333



TABLA 4. Carga de pandeo/(??EI/L?). Viga-columna con deriva lateral no inhibida en ambos extremos,

Aristizabal

articulada en A y con rotacién restringida en B. p,=0y 0R & 1.

Jk,lf AEI)

TABLA 5. Carga de pandeo/(??EI/L?). Viga-Columna con deriva lateral no inhibida y con las rotaciones
igualmente restringida en ambos extremos. =,

0 0,20
0 *1,00000 1,13608
5 1,25665 1,39216
10 2,02660 2,15990
15 3,30985 3,43578
20 - 5,02660 5,06093
25 5,60406 5,73286
30 6,30985 6,44373
40 8,10639 8,24068
50 :10,41624 10,54413
60 13,10639 13,15798
70 14,58926 14,71960
80 16,30025 16,43473
90 18,23938 18,37385
100 20,40665 20,53839

1]k,t;’ AEI) 0

0
5
10
15
20
25
30
40
50
60
70
80
90
100

1,0000
1,25665
2,02660
3,30985
5,02660
5,60406
6,30985
8,10639
10,41624
13,10639
14,58926
16,30025
18,23938
20,40665

N
[}

0,50

1,40694
1,65772
2,40569
3,62369
5,06474
5,94515
6,69767
8,49664
10,74624
13,16812
14,94319
16,69354
18,63186
20,77181

0,20 0,50

1,28208 1,91659
1,53836 2,16884
2,30710 292422
3,58777 4,17716
5,31335 591043
5,89044 6,57283
6,59572 7,27227
8,39077 9,04988
10,69796 11,32695
13,39200 14,06788
14,87533 15,55595
16,58612 17,26383
18,52452 19,19332
20,69046 21,34371

0,30 1,00
1,77129 2,04575
2,00342 2,25403
2,68845 2,86806
3,77387 3,84515
5,06572 5,06605
- 6,15132 6,26753
7,01894 7,25656
8,81665 9,04279
10,92273 11,01150
13,17082 13,17173
15,17431 15,31092
17,02918 17,28330
18,96087 19,20093
21,02286 21,17358

0,80

2,99066
3,22204
3,91072
5,03690
6,95059
7,90956
8,57226
10,24535
12,35858
14,85438
16,90354
20,16972
20,45562
22,51090

A\

1,00

4,00000
4,19205
4,76276
5,69423
6,55234
8,46691
10,04787
11,47225
13,26391
15,38058
17,75189
18,58612
21,86351 -
23,68742

W

paney

49

N\



