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RESUMEN. Se presenta el modelo de cdlculo del factor de efectividad y de los perfiles de concentracién y
temperatura en pastillas cataliticas cilfndricas finitas huecas o sélidas. En el modelo se considera dispersién en
las ‘direcciones radial y axial y comportamiento no isotérmico. El sistema de ecuaciones diferenciales parciales que
resulta del modelo se discretiza por el método de diferencias finitas centrales y el sistema algebraico altamente no
lineal resultante se resuelve mediante un programa escrito para la hoja electrénica ExcellM. La técnica numérica
propuesta puede extenderse a cualquier tipo de cinética; como ilustracién se presentan algunos resultados para
reacciones con expresiones de velocidad de reaccién de orden n.

PALABRAS CLAVES. Factor de efectividad, Catalizadores cilfndricos finitos, Dlspersum bidimensional, Modelo
no isctérmico.

ABSTRACT. A model for calculating the effectiveness factor and the concentration and temperature profiles
for finite cylindrical either hollow or solid catalyst particles is presented. The model accounts for dispersion in
both radial and axial directions and non-isothermal behavior. The resulting partial differential equations system is
discretized by a centered finite difference method and a program written for the Excell’™ electronic sheet solves
the highly nonlinear algebraic system. The numerical technique can be extended to any kinetic expression; for
illustration, some results for n - th order reactions rate expressions are shown.

KEY WORDS. Effectiveness factor, Finite cylindrical catalysts, Bidimensional dispersion, Non-isothermal model.

Lo que reacciona en toda la partfcula
Lo que reaccionarfa si toda la particula

(1)

En los estudios de catdlisis heterogénea es importante
establecer cual es el mecanismo que limita la velocidad
de reaccién dentro de la particula catalitica, esto es,
conocer si los efectos difusivos son los que controlan
la velocidad total del proceso, o si por el contrario
es la transformacién qufmica en la superficie la que
controla.

Para tener una idea de las magnitudes relati-
vas de los fenémenos de difusién y de transforma-
cién quimica, se define el factor de efectividad de una
pastilla catalitica, para una condicién de flujo estable,

como:

estuviese a la concentracién y

temperatura de la superficie externa

que también se puede expresar por:

Velocidad molar del Area de la
componente 7 a través * particula
de la superficie catalftica @)
n= Velocidad de formacién
del componente % Volumen de
*

a la concentracién y
temperatura de la
superficie externa

la particula

" “catalftica
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Segtin la ecuacién 2, un factor de efectividad igual
a uno (para una situacién isotérmica) indica que no
existen impedimentos difusivos para la velocidad to-
tal del proceso y el control se debe a la energia de
activacién de la reaccién que tiene lugar en la superfi-
cie de la partfcula. Un factor de efectividad menor que
uno indica que los aspectos difusivos son importantes
en el control de la velocidad total de la reaccién: entre
maés pequeiio sea el factor de efectividad mayor serd
la importancia de los procesos fisicos de transferencia
de masa.

Se puede presentar también el caso de un factor
de efectividad mayor que uno, lo que indica que los
efectos de transferencia de calor son importantes, y
aunque en apariencia esta serfa la situacién ideal, en
la préctica no es recomendable debido a que se puede
presentar desactivacién del catalizador originada por
las altas temperaturas que se generan dentro de la
particula.

Hay una gran cantidad de articulos publicados en
los cuales se estudian los pardmetros que tienen in-
fluencia en el valor del factor de efectividad. Uno de
los pardmetros méds estudiados es la geometria de la
pastilla. En particular, cabe destacar los trabajos de
Carberry (1961, 1976) para poros cilindricos y para
tabletas planas, cilindros y esferas, el trabajo de Smith
(1956) para particulas cataliticas esféricas y mas re-
cientemente los trabajos de Morbidelli y col. (1982)
para tabletas y cilindros y el de Wang y col. (1994)
con pastillas rectangulares reticuladas. Doraiswamy y
Sharma (1984) presentan un resumen de la influen-
cia de la gcometria cn el factor de efectividad y en la
distribucién de concentracién dentro de la pastilla.

Otro aspecto ampliamente estudiado, es la influen-
cia de la expresién de velocidad de reaccién en el factor
de efectividad: se encuentran estudios para reacciones
de primer y segundo orden (Wakao et al., 1978; Lee,
Lin, 1986), para reacciones del tipo Langmuir- Hinse-
helwood (Krasuk, 1965; Morbidelli, 1982 y 1983), para
reacciones de orden negativo (Morbidelli and Varma,
1983) y atin para rcacciones multiples (Wohlfahrt,
1982). Doraiswamy y Sharma (1984) y Satterfield
(1963 y 1991) también presentan un estudio de la in-
fluencia del tipo de reaccién en la determinacién del
factor de efectividad en el cual presentan una buena
cantidad de resultados para reacciones con ecuacién
de velocidad compleja. :

La gran mayorfa de los trabajos presentados en
la literatura consideran en sus modelos mateméaticos
los fenémenos de difusién en una sola direccién con
comportamiento no isotérmico. Para resolver el sis-
tema de ecuaciones diferenciales que estos modelos
generan, sc han intentado simplificaciones para casos

especiales que permiten una solucién anah’ti(?a, (Scott
et al. 1984; Singh, 1985) o soluciones numéricas em-
pleando los métodos de colocacién ortogonal (Trotta
and Del Guidice, 1985; Rusic and Zrncevic, 1994) v
la simulacién con el método Montecarlo (Wang et al.,
1994). ‘ .

Los modelos no isotérmicos de difusién en dos di-
recciones, generan sistemas de ecuaciones diferenciales
parciales que no se¢ han estudiado con profundidad. En
este trabajo se presenta la formulacién de un modelo
matematico para calcular el factor de efectividad en
pastillas catalfticas cilindricas finitas (huecas‘o sOli-
das). Se considera comportamiento no isotérmlcg con
difusién en las dirzcciones radial y axial y ecuaciones
de velocidad de reaccién que cumplen la ley de poten-
cias. Como una alternativa diferente a las planteadas
en la literatura, el sistema de ecuaciones diferenciales
parciales se resuelve simultdéneamente por el método
de diferencias finitas centrales. La validacién de ia
solucién del modelo se hard por comparacién con los
datos reportados por Davis (1990). en el que se uti-
liza el programa DISPL para la solucién del sistema
de ecuaciones diferenciales.

2 MODELO MATEMATICO

El modelo matemadtico para el cdlculo del factor de
efectividad de una pastilla cilindrica hueca presentado
en este trabajo, se basa en la aplicacién de las ecua-
ciones de conservacién de masa y energia sobpé un ele-
mento diferencial de volumen como el de la Figura 1.
con las siguientes suposiciones:

e Difusién de las especies en direccién radial y axial
simultdneamente

e Situacién no isotérmica.

e Ecuacién cinética expresada en ley de potencias,
esto es, ecuaciones de velocidad del tipo: (—=r,) =
kxCn.

e Reacciones, quimicas en las que no se presenta
cambio en el nimero de moles. .

e Estado estable del sistema. ’

e Propiedades del sistema constantes (De,a,s ke,
AH,, etc.). '

e Los perfiles de concentracién y temperatura son
concéntricos.

La Altima suposicién fue confirmada experimen-
talmente por Wakao et al. (1978) para reacciones con
e‘xp.)resién cinética de primer orden en particulas es-
fe.rlcas ¥ su extension se supone vilida, para particulas
cilindricas y ordenes de reaccién superiores.

‘ Al realizar un balance de masa sobre el elemento
diferencial de volumen de la Figura 1 y después de
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aplicar la ley de Fick para estado estable (Bird et al.,
1982), se obtiene:

Figura 1. Pastilla Catalitica en forma de Cilindro
Hueco y Elemento diferencial de volumen.

De,a 0 T(?C " oC,
r Or or 022
con las siguientes condiciones de frontera (con-

siderando como origen de coordenadas el centro de la
pastilla):

) + De a -KC? =0 - (3)

r=R1/' Vz = C,(R1,2) = j
r=R, Vz = C, (Ry,2) =C,
z=1LJ2 Vr = C,(rL/2) =C,
z2=0 Ri<r<R, =0C,/0z =0.

Un balance de energia sobre el elemento diferen-
cial de volurnen en combinacién con la ley de Fourier
y bajo condiciones de estado estable, produce:

k0 (0T ke T

rAHOr \' 8r )] AH 9822

Las condiciones de frontera para la solucién de
esta ecuacién diferencial son:

+ -~ KC" =0. (4)

r=R; Vz =T (Ry,2) =T
r= Ry Vz =>T(R2,Z) =TS
z=1L/2 Vr =T (r,L/2) =Ts
z=0 Ry <r<Ry, =0T/0z =0.

Con el fin de facilitar la solucién numérica de las
ecuaciones diferenciales 3 y 4, es preferible escribirlas
en términos de las siguientes variables adimensionales:

f=c,/CS Concentracién
A=(r—Ry) /(R — R1) Distancia radial
I'=2z/L Distancia axial
t="T/TS Temperatura

La ecuacién del balance de masa en términos de
las nuevas variables adimensionales queda:

f (R, -R) 0f -[2(R2—R1)rﬂ_
x> AR,-R)+R, 0\ L or?

(R, — R,)? (C5)" 7V fm
De,A

K exp [~ (1/t - 1)] = 0(5)

en la cual v = E,/RT? y sus condiciones de frontera
se transforman a

A=0 VI = f(O,I) =1
A=1 VI = f(L,T) =1
r=1 vA = f(\1) =1
=0 VA = @f/of =0.

y la nueva ecuacién para el balance de energfa es:
&, (R,-R) 8t [2(R,—R)]* &t
N ANR,—R)+R, 0N | L or2

(R, - R, AH (£C3)"
keTs

} K3 exp[—y(1/t —1)] = 0(6)

cuyas condiciones de frontera son:

A=0 VI = t(0,T) =1
A= VI = t(,I) =1
r=1 VA = t(\1) =1
=0 VYA = 4t/or =0.

Las ecuaciones diferenciales’ para el caso de una
pastilla cilindrica sélida, tanto en variables reales como
en variables adimensionales, son idénticas a las ecua-
ciones 3 a 6, los dnicos cambios que se requieren es-
tdn en el planteamiento de las condiciones de frontera
para r = 0. Para este caso, como es légico, R; en
todas las expresiones es igual a cero y por lo tanto
A = 0. Igualmente se mantienen dentro del modelo
las mismas suposiciones presentadas para el caso de la
pastilla hueca.

Las condiciones de frontera para el cilindro sélido
ent =0 (A=0), son:

A=0 VI = 8f/or=0

A=0 V[ = 4t/or=0.

Factor Efectividad

El célculo del factor de efectividad se hace con
base en la definicién dada en la ecuacién 1: Lo que
reacciona en el interior de la particula catalitica se cal-
cul6 por la sumatoria de las contribuciones a la reac-
cién en los elementos diferenciales de volumen de la
Figura 1, tomando la concentracién promedio y eva-
luando la constante de la velocidad de la reaccién a la
temperatura promedio del elemento.

El volumen del i-esimo elemento diferencial (nu-
merados de adentro hacia fuera) est4 dado por:

78z [(R, +ibr)? - (R, + (i~ 1) Ar)?]
AV, = 2 '

y en variables adimensionales:
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AX(R, — R -
A%:wmr (Ry +iAX( D)’ }

8 (R, + (i —1)AX(R, — R))
La cantidad de un componente A que reacciona
en este elemento diferencial de volumen es:
(~ra)i = Fri (C)] AV
y la expresién para el factor de efectividad se en-
cuentra con la suma de las contribuciones en toda la

pastilla:
(R, }

Mg, Ty 2
n (Rl + ZA/\Rzl) -
AT Z I»T(z g) (1 7) |: + (l — 1) A/\R2’1)2

”(R2 Rz)

_ i,j=1
n krs (
donde R, , = R, — R,. Enlacual n; y n, representan
el nimero de elementos diferenciales considerados en
las direcciones radial y axial respectivamente.

3 SOLUCION DEL MODELO

El calculo del factor de efectividad implica la solucién
simultdnca de las ecuaciones diferenciales 5 y 6. En
este trabajo se discretiza el sistema acoplado de ecua-
ciones diferenciales en derivadas parciales por medio
de diferencias finitas centrales y el sistema algebraico
resultante se soluciona en forma simulténea (debido a
la formulacién completamente implicita del sistema)
mediante una programacién légica sobre la hoja elec-
trénica Excel™.

Teniendo en cuenta las ecuaciones en diferencias
finitas, y las expresiones en variables adimensionales
obtenidas para la representacién del modelo, se pueden
escribir las siguientes expresiones para los nodos de la
malla en la que se divide la particula catalitica:

Ecuaciones para nodos interiores y nodos de los
extremos. (0 < A<1;0<TI<1)

* Balance de masa

f>\+|.r_2fx,r+f,\-1:r (R2—Rl) f,\+1r f,\ 1L+
(AX)? A(R,—R,)+R, 24X :
2
2(R2“Rx) f,\.r+1 _2f,\,r+f,\vr-1 _
L (AT)?
(n—1)
(Ra=R.)*(fir)"(C3 k2
— "0 2 L exp [~y (1/t,r —1)] =0
* Balance de Eneryia
tx+1.r_2t,\,r+t>\—1-r‘ (Rz_Rl) tA+1,r_t,\-1,r
(axN)? (R, —R,)+R, 24N

2
2(R2_R1) t,\.r+1_2t,\.r+t>\:r—1
L (ar)?

R.— 2
(e 1) U QRAMIE o [y (172, — 1)] = 0.

Para el caso de A\ = 0 se presenta una indeterminacién
en las ecuaciones en diferencias finitas que se puede

solucionar utilizando la regla de L‘Hopital:
Ecuaciones para los nodos sobre el eje longitudinal adi-

mensional (A =0, T #0)
* Balance de masa

2
fir—far 2R —R, fora1— 2for‘*'for 1
(i)

AN

D(‘,A

|:(R -R ) (fur) (Cs) ]exp[ (l/tor - )]

=0

* Balance de Energia

2
tyr—tar + 2(R2—R1) torsr "2t rtlor—1
4\ —a L AT

[(32_31)2(f0'rcg)”(AHﬁ] exp [=7 (1/tor —1)] =0

k. TS

Para la solucién del modelo y su implementacion
en hoja electrénica Excel™ | se consideré un cuarto
de pastilla catalitica, la cual se dividi6 en una malla
de 100 nodos (AX = AT =0. 1).

Debido al alto grado de no-linealidad del sistema,
la velocidad de convergencia del método se dificulta, y
cl hecho de que se encuentre o no una solucién depende
en gran medida de los valores con los que se inicien las
variables. Después de algunas pruebas preliminares sc
decidi6 iniciar los valores de la matriz de la concen-
tracion adimensional (If) en el valor de cero para to-
dos los nodos (Ifp = 0.0). A la matriz de iniciacién
para la temperatura adimensional (It) se le asigné el
valor de 1.0 para todos los nodos (It = 1.0), con lo
cual se consigue una gran estabilidad y se aumenta la
velocidad de convergencia.

Dentro de las matrices objetivo de concentraciones
y temperaturas (matrices Of y Ot) se escribieron
las relaciones algebraicas entre los diferentes nodos,
obtenidas del planteamiento del problema en diferen-
cias finitas.

Por 1ltimo, se programé el mo‘delo para calcular
simultdneamente los valores de la matrices If e It que
hacen que los coeficientes de las matrices Of y Ot
satisfagan las ecuaciones diferenciales.

La Figura 2 presenta los perfiles de concentracién
y de temperatura para una particula cilindrica sélida
Y una reaccién de primer orden, el factor de efectivi-
dad calculado fue 1.215; estos resultados difieren con
los obtenidos por medlo del célculo tipico que consi-
dera difusién en la direccién radial solamente (Figura
3) con el cual se obtiene un factor de efectividad de
1.447 (19% mayor), y el procedimiento planteado en
este trabajo muestra que en el centro de la pastilla
la’ concentracién es 20.66% mayor y la temperatura
1.31% menor que el obtenido con el célculo de difusién
en una sola direccién.
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Perfil de Concentracion
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Perfil de Temperatura
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Figura 2. Perfil de concentracion y de temperatura para un cilindro sélido finito. Cinética de primer orden.
B=0.1.v=30.C,, = 3.65x 10" "mol/cm®. Ts = 623 K. R, = 0.5 cm. L=1cm. ® = 1. n = 1.215.
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Figura 3. Perfil de concentracién y de temperatura considerando difusi6n radial unicamente. La geometria,
cinética y propiedades son las mismas de la Figura 2. n = 1.447.

4 VALIDACION DEL MODELO
MATEMATICO

Como una manera de validar los resultados obtenidos,
en la Tabla 1 se presentan los datos reportados por
Davis (1990) calculados con el programa DISPL y los
datos obtenidos mediante la utilizacién del algoritmo
planteado en el presente trabajo, para una distancia
adimensional T" = 0.25 y las mismas condiciones de la
Figura 2. La concordancia de los resultados obtenidos
con los dos programas es excelente.

La Figura 4 corresponde a los perfiles de concen-
tracién y temperatura en una pastilla cilindrica hueca
en la cual se lleva a cabo una reaccién de segundo
orden. El factor de efectividad de 18.81 es una conse-
cuencia clara de los efectos de transferencia de calor
dentro de la particula.

Tabla 1. Perfil de concentracién reportado por Davis
y calculado a partir del programa propuesto para
un cilindro sélido finito. Cinética de primer orden.

B=01.~v=30.L/D=1.&=1.T =0.25.

DISPL Este trabajo
A [25] C./C

Ca/cas a as
0,0000 0,728 0,7298
0,250 0,745 0,7469
0,500 0,797 0,7981
0,750 0,882 0,8829
1,000 1 1
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Figura 4. Perfil de concentracién y de temperatura para un cilindro hueco, Cjpstica de segundo orden. § = 0.37,
v = 29.86. Cqs = 3.65 x 1077 mol/cm®. Ts = 623 K. Rz = 0.5 ¢py, R, —=01cm L=1cm,n=188l

5 CONCLUSIONES

El pr'og‘rama desarrollado es una herré%mie.nta robusta
para el andlisis de la eficiencia de utilizacién de cata-
lizadores cilindricos. Por otra parte, al estar disefiado
para tener en cuenta la difusién en dos direcciones,
perinite una apreciacién m4s clara (comparada con el
célculo de difusién en una sola direccién) de los efectos
que producen los fenémenos de difusién y de transfe-
rencia de calor dentro de particulas cataliticas cilin-
dricas.

La propuesta presentada constituye una herra-
mienta 4gil y flexible para el c4lculo del factor de efec-
tividad, ademas, puede ser extendida fécilmente a otro
tipo de cinéticas, por lo que se puede utilizar para opti-
mizar los pardmetros geométricos del pellet catalitico,
lo cual ser motivo de estudio en otro trabajo.

Por tltimo, se debe resaltar que la estrategia
numérica resulté muy estable, segura en la convergen-
cia y de alta velocidad.

NOMENCLATURA

C = Concentracién

D = Difusividad.

E, = Energia de activacién de la reaccién.

f = Concentracién adimensional.

AH = Cambio de la entalpia de reaccién.

I = Matriz de iniciacién.

K7 = Constante de velocidad de la reaccién evaluada
a la temperatura T

K. = Conductividad efectiva de la pastilla catalitica.
L = Longitud de la pastilla.

r = Direccién radial.

Ry, R, = Radios interior y exterior de la pastilla cilin-
drica.

t = Temperatura adimensional.

R = Constange universal de los gases.
T = Temperatura
V.= VOlquen

z = DlreCCiGn longitudinal
Letras 8riegas

B= Paré‘mEtTO fisico-

[ AH D quimico

= eCS g ] :

n = FaCtOr dA/ KCT )

A = Direcs € efectividad. K
— . °CCi6n radial adimensional. /

I' = Direcc; '

6n longitudinal adimensional.
Metro de energfa de activacién.

® = Médulo de Thiele |= B (5./D)**]
Sub—SUperfndiceS

v = Parg,

A = C .
9Mponente en la reaccion.

e = Efectjyg

n= Orc}len‘de la reaccién.

Ter = NUmero ge elementos en la direccién radial.

nzI: Nimerq de elementos en la direccién longitudi-
nal. H

O = Inicia].
S = Superficje.
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