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RESUMEN: Se presenta el concepto de Angulo como magnitud fisica de igual importancia e independiente de los
conceptos de Longitud, Tiempo, Masa, Carga Eléctrica, Temperatura y otros. Se indica el proceso de medicién fisica de
angulos. Se sefiala la grave impropiedad de los libros usuales de Fisica que aseveran que el Angulo es una magnitud fisica
sin dimensiones. Se muestra como aplicar esta magnitud, con gran provecho, al estudio de aigunos problemas importantes
de la Mecénica Clasica, usando el Teorema Pi de Buckingham -Vaschy - Riabouchinski y el conocido método de Lord
Rayleigh en Anilisis Dimensional.
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ABSTRACT: This paper states that Angle is a fundamental physical magnitude as important as -and independent of-
Lenght, Time, Mass, Electric Charge, Temperature and any other. It is pointed out that usual Physics textbooks incur in
serious mistake as far they treat angles as non-dimensional physical variables. Some known problems in Classical
Mechanics are used to show how to apply very profitably the physical magnitude Angle, using the well known Pi Theorem
of Buckingham -Vaschy-, - Riabouchinski and the Rayleigh method in Dimensional Analysis.
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1 INTRODUCCION

Este documento se escribe especialmente para jovenes que
estudian Fisica o Ingenieria en universidades de Colombia y
otros paises. A ellos ya hoy se les suele no ensefiar qué son
las magnitudes fisicas fundamentales (que son por lo menos
ocho: cardinalidad, longitud, masa, duracién, angulo plano,
angulo sélido, temperatura y carga eléctrica. Puede ocurrir,
en el futuro, que se descubran otras nuevas). Y a los pocos
que se les ensefia, los libros de texto les indican que dizque
ellas son solo cuatro: longitud, masa, tiempo y carga
eléctrica; y que el angulo plano es una “magnitud sin
dimensiones’’, o peor aun, que €s un cuociente entre
longitudes; y que el angulo solido es “sin dimensiones’’,
porque dizque es un cuociente entre areas. Este ‘articulo se
propone establecer que algo tan inmensamente util como los
angulos planos forman una de las magnlmdes 'ﬁsncas
fundamentales. En otro articulo se hablara de los angulos
solidos, que forman otra de las magnitudes fisicas

fundamentales del mundo real.

La idea anterior la aprendio el autor hace muchos afios de
su maestro, el Profesor Carlo Federici Casa. El autor agrega

de su propia cosecha la idea de que los angulos pueden
pensarse en un mundo estitico o en un mundo cinematico;

"y sefiala una manera nueva y elemental de calcular 12

constante de Euclides |E = 2n/360° |, nombre que le dio el

profesor Federici, cambiando un poco su definiciéon y SU
valor. Agrega también tres ejemplos que muestran c6mo
resolver algunos problemas mecénicos, cuyo traba)o
demuestra la grande utilidad de la magnitud Angulo, y de
nuestra constante de Euclides, con el valor que aqui le
damos.

La comisién internacional de Pesos y Medidas, y SY
Sistema Internacional de Unidades, repiten el mismo error de
que la magnitud Angulo Plano es cero — dimensional; que €s
derivada de la magnitud Longitud y que por eso no necesitd
que se le asigne ninguna unidad fundamental en el sistema
SI. Pero abrumado por la realidad, admite a regaﬁadien.tes
que se use el veterano grado sexagesimal de los babilon10S
como ‘’unidad auxiliar’’. En este escrito adoptamos el
concepto de Magnitud Fisica como lo defini6 el fisico
estadounidense Peter W. Bridgman en su libro clasicO
Dimensional Analysis y que ese autor enmarca dentro de SY
teoria operacionalista del conocimiento fisico.
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Al hablar del valor numérico de una medicion angular, lo
consideramos como definido en el cuerpo o campo
algebraico de los niimeros fraccionarios. Hay tres razones
para hacerlo asi: (1) que los solos niimeros ra.cp,naleS nos
permiten hacer cualquier medicién con la precision que se
exija. (2) que toda medicion humana adolef:e de
imprecisiones; y (3) que todo ntimero racional se escribe con
un namero finito de digitos, pero no ocurre asi con todo
namero real.

Hemos revisado mucho de la literatura clasica y reciente
del Analisis Dimensional para escribir este articulo. Alguna
de ella se cita en la bibliografia. En todas partes encontramos
el mismo error u omision que quercmos corregir aqui, que es
el de que el Angulo es una magnitud fisica “sin
dimensiones’”’.

2 DEFINICION DEL ANGULO PLANO ESTATICO
(SINCRONICO)

2.1 Elementos de un ingulo

Un angulo plano 4 en el mundo de lo real (no entramos aqui
en el mundo “ideal” de Platdn ni en el de Hilbert) es una de
las dos porciones de un plano que quedan limitadas por dos
semirrectas que parten de un mismo punto P (ver Figura 1).
La porcion asi determinada se¢ denomina el interior de 4; y la
otra porcion, formada por el resto del plano, o sea A4’ se
llama el exterior del angulo. El punto P, que es el punto
comun de las dos rectas, se llama vértice del angulo 4. Las
dos semirectas que parten de P se llaman lados de 4. Ellas
son también los lados de 4". Los denotaremos con las letras
mintsculas “/” y “r”. En adelante no diremos “angulo
plano”’ sino “angulo’’ a secas.

Para simplificar el lenguaje, de aqui en adelante, al decir
“el dngulo A’ queremos decir “el interior del angulo A” y
viceversa. Cuando nos refiramos a A’, le diremos el nombre
completo de “el exterior de A’’. Si necesitamos ser mds
explicitos, sefialaremos el interior de A con un arco entre sus
dos lados, terminando en dos pequeiias flechas, como suelen
hacerlo los dibujantes y los ingenieros.

En lo que sigue, y hasta nucva advertencia, nos referimos a
dngulos estéticos, donde el vértice permanece quieto en el
plano y ninguno de los dos lados rota alrededor del vértice; y
cuyo interior no invade por completo el plano que lo soporta.
Diremos que tratamos con dngulos propios y que son
estaticos, 'y que son invariables en el tiempo.

El dngulo A puede ser tai que dos cualesquiera de los
puntos en su interior como son Q) y O, estan unidos por un

segmento del interior de A. En tal caso diremos que 4 es un
dngulo convexo. Si se tratase de un dngulo B cuyo interior
contiene pares de puntos unidos por un segmento que no
pertencce todo a dicho dngulo B, diremos que B es un angulo

concavo. En la Figura 1, el dngulo 4 es convexo y el angulo -

A’ es concavo.

Siempre que trabajamos en el mundo real de los ingenieros,
de los topografos y de los astronomos, al hablar de un
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(Usamos provisionalmente el signo “0” para no caer en la
peligrosa tentacion de escribir “ =", ni “=" que se usan para
tantos oficios tan distintos. Posteriormente caeremos en ella,
por razones tipograficas y practicas.)

De inmediato se comprueba que:

Cada angulo es congruente con.sigo mismo: 404

(Propiedad reflexiva de la congruencia)

Si 404, entonces 4,0 4,

(Propiedad simétrica de la congruencia)

- Si A464,,ytambién 4,0 45, entonces es 4,0 4;

(Propiedad'transitiva de la congruenc.ia)

En resumen la congruencia es una “relacion de igualdad”’,
o mejor aun la congruencia es una “relacién equaliforme”’.
Por eso escribiremos y diremos, en adelante que si 4, y 4,
son Entonces escribimos A4 = 4;,

congruentes: por

comodidad tipogratica.

Es un hecho de la experiencia universal de los carpinteros,
los topografos, los ingenieros, los geodestas y todos los que
trabajan en el mundo real, que todo angulo puede dividirse
materialmente por métodos muy simples con un simple
compds (sin usar metros, ni distanciémetros) o con un simple
cordel (sin graduaciones ni métrica ninguna), o con dos
espejos planos y un foco de luz, en dos partes que son
mutualmente congruentes. El método para hacerlo se
encuentra en cualquier libro de texto de Geometria Métrica o
de dibujo de Ingenieria. La recta “p” que pasa por Py que
asi divide a 4 se llama “/a bisectrizde A’".

La bisectriz de un angulo llano lo divide en dos partes
congruentes entre ellas. A una de las dos la llamamos un
“angulo recto’’, o “cuadrante’’. El éangulo llano o el
cuadrante podrian muy bien ser adoptados, alguno de los
dos, como unidad de medida de todos los dngulos del mundo
fisico.

Dando un dngulo 4 determinado, la experiencia ensefia que
hay otros angulos en el mundo que son congruentes con 4, y
otros que no lo son. A la clase de los angulos que sean
congruentes con A la llamamos “la amplitud de 4” (Esta
definicién se inspira en la de Rusell y Whitehead segin la
cual el nimero cardinal de un conjunto C es la clase de todos
los conjuntos que son coordinables con C). Escribimos
entonces que si A),4, son congruentes, entonces sus

amplitudes son iguales:

amp A; = amp 4, Q)
Al investigar operacionalmente (Decimos “‘operacional-

mente” en el sentido del eminente fisico y termodinamicista

estadounidense Peter W. Bridgeman), la eventual

congruencia de un angulo A, con otro A, , puede ocurrir que

podamos poner en coincidencia el par de vértices (P,,Pz) y

3

uno de los dos pares de lados respectivos (r,,rz); y que
pongamos el interior de 4, dentro del interior de 4, , pero
no a / en coincidencia con /, porque /; queda en el
interior de 4, (como se ve en la Figura 2). Decimos entonces
que A, desborda a A4; y escribimos que

(©))

o bien, que

C))

PP,

Figura 2. Angulo 4,y 4,.

De la definicién anterior se sigue que entre dos angulos
cualesquiera, 4 y A,, se cumple una y sola una de tres

situaciones, a saber:

- O bien A] = A2
Obien 4, D 4,

O bien 4, c 4,

Esto mismo es lo que queremos expresar cuando decimos
que las amplitudes de dos dngulos son siempre comparables.

Lo anterior significa que la clase de los angulos propios es
una clase totalmente ordenada. Ademas todo angulo plano,
A, que sea propio, es A< el angulo pleno (=360°) por

definicion.

v

Figura 3. Suma de 4ngulos.
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2.2 Suma de angulos

Dado un 4ngulo 4, con dos lados {r1,1, ), su vértice (m)
y su interior (int.4;), pongamos en coincidencia sus
vértices, y el lado /, de A4 con el lado r, de 4, de modo
que la interseccién “int.” de sus interiores 4 N int. 4 =¢

"Fi" griega, mayuscula sea el conjunto vacio. Entonces al
angulo A; de lados #,/,, con vértice en A =P, y con

interior dado porint. 4; = int. 4 U int. 4, lo llamamos la
“suma de los dos angulos A, 4,”. Escribimos
Ay = A, + 4, (Estamos abusando del signo “+” que se usa

para hablar de tantas “sumas” de distinta naturaleza: de
nameros, de vectores, de funciones, etc. Sdlo lo hacemos
por limitaciones tipograficas y practicas), y podemos escribir
sin equivoco, que

Al C Al +A2
A2CA|+A2 (5)

Decimos lo anterior cuando afirmamos que las amplitudes
angulaies son sumables o aditivas.

Para la suma de dos angulos (4 +4,), valen las
siguientes propiedades:

— Es clausurativa y univoca: 4, +4, cs un angulo

univocamente determinado
—  Eléngulo cero ¢ es el médulo (inico) de esta suma:
A+d=4 6)
—  La operacion es asociativa:
(dy 5+ Ay)+ s = 4, + (g + 43) %

Cuando 4; D 4,, resulta natural preguntarse cual es el
angulo B que sumado a A4, sea igual (por decir
“congruente”) con 4. La construccion de la suma que ya

describimos, permite al ‘ector darse cuenta de inmediato
cémo construir ese angulo B, el cual indicaremos
como B=dngulo A ‘“menos” dngulo A, queriendo
significar lo mismo que

A2 +B=A| (8)

Hemos mostrado que la clase de las medidas de los angulos
planos posee tres propiedades bésicas: (1) admite una
relacion ecualiforme (“="") y una relacién de orden (=
(2) admite una operacion binaria de suma (“+°); y (3) acada
angulo le corresponde un nimero racional positivo, que es de
su medida. Estas son las tres propiedades que caracterizan a
una magnitud fisica fundamental, como la define Bridgeman
(ver libro clésico en la bibliografia).

5 A lano
; -ientado. Todo angulo A4 esta en un p
Angulo plane o e Zinado por los dos lados de aquél. Por

: vez deterr ;
que estd 2 la | haz H yelenvés E, comoen la

lo tanto tiene dos caras: € '
hoja de una planta fanerégama. Miremos a A por el lado del

haz, y pongamosle el orden de sus dos lad?s <.r,1) de modo
que para pasar de “prasl”, barnendq el interior de .A , hay
que hacer rotar a  en sentiqo contrario a.las manecnllas' del
reloj (o sea en sentido anti-horario). Si damos vuelt.a dal
plano, y dicho plano es transpgrente, vgremos que pafa ir de
ra [, es necesaric girar en sentido horario. Esta es la imagen

especular de A y la llamamos “e] angulo contrariode 47,y

indi ~A” ro que este es el inverso de
lo indicamos como “~ 4 . Es claro q

A para la operacion de suma:

A+(~4)=¢ 9)

Es decir que si denotamos a A como (r,/) entonces

denotaremos a ~ A como (/, r) .

De manera que si
A| = Az + B (lO)

entonces

B =4 +(~ 4) (b

Se puede establecer asi un isomo.rﬁsmo (en realidag
pueden construirse infinitos “en el sentido de g\ef-sub cero
isomorfismos de este tipo) entre las amplitudes de los
angulos propios (no plenos) y los nimeros racionales de
manera que, dados dos o mds angulos (A,,Az--'-,,) les

hacemos corresponder sendos nimeros racionales (aj,az,-+)

de tal manera que

{4} {a}
A =4 a=ua
AD 4, & a >a
Achoag<a
A+4 Sat+ar
~4A & —a
¢=0 3 (12)

salvo traslaciones paralelas o rotaciones rigidas de los
angulos.

2.3 La medida de angulos

Unidades de medida de dngulos. Una unidad de medida
para las amplitudes de angulos se construye definiendo un
procedimiento grafico, mecanico, o de otro tipo fisico, que
sea preciso y reproducible, que conduzca a un angulo U
bien definido. En la historia de la humanidad se han usado
numerosas unidades de medida de dngulos (diremos, por
abreviar “medida de angulos” para significar “medida de
amplitudes de angulos™), como por ejemplo:
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—El 4ngulo recto o cuadrante, que se construye con una
plomada y un nivel de agua, sin necesidad de reglas
graduadas. Si hay que hablar de una unidad de medida de
angulos que sea la mas natural, ésta es el cuadrante (que
podemos denotar como / Q). Los arpedonapas en Egipto
lo sabian construir con una cuerda con 12 nudos
equipolentes, mds el “teorema” experimental de que

3%+ 4% = 5% hacenun triangulo rectangulo.

—El “grado sexagesimal”, inventado por los astrénomos
babilonios, hace mas de 3500 afios.

—El “grado centesimal”, inventado por los astrénomos
franceses que irfventaron el metro, y el kilogramo en 1793,
y que es la centésima parte de un cuadrante.

— EI angulo de inclinacion del plano ecuatorial de la Tierra
con el plano de la ecliptica equivalente a23 y medio
grados sexagesimales. Se lo podria llamar “un ptolomeo”
porque aparece ya identificado y con esta medida en el
Almagesto.

— El 4ngulo interior de un triangulo equilatero (o sea sesenta
grados sexagesimales). Se le llama también 1 sextante.

- El 4ngulo entre dos visuales vecinas, desde un centro Ry,

en el interior de un tridngulo, y que resuelve el “problema
de Steiner de tres puntos”; vale 120°. Se construye
mecénica y experimentalmente con una mesa de Varignon,
usando tres pesas iguales, y sin medir ninguna longitud.
Se le deberia llamar “un Steiner”. Se le puede construir
también con un compas y una regla, sin necesidad de
medir ninguna longitud.

— La pendiente de una rampa que sube 1 unidad de altura por
cada dos unidades de marcha en pendiente. Los ingenieros
romanos que construyeron las famosas calzadas romanas
lo llamaban “pendiente de un paso en altura por dos pasos
de avance”. Vale 30 grados sexagesimales, o medio
sextante.

— La “milésima”, inventada por los artilleros de Napoledn: es
el angulo entre dos direcciones horizontales del anima de
un mismo cafién, cuando el proyectil de una cae a un lado
de la otra, a una distancia de 1 metro, y el alcance de
ambos tiros es 1 kilometro. Es igual a 2 arc tg (0.001/2) y
casi igual a arc 1g 0.0001 (que se usa mas en artilleria).

— El paralaje de la estrella o Centauri vista desde la Tierra.
Mide 0.748 segundos sexagesimales.

— El “ciclo” o angulo llano, que bien pudiera adoptarse como’

unidad de medida de todos los angulos propios (y también
de los "impropios").

— El radian introducido por los gedmetras europeos del siglo
XVII. Puede definirse como el angulo que subtiende un
arco filiforme y circular de acero que tenga igual masa que
el radio del arco, hecho en ese mismo hilo de acero. Véase
que no necesitamos medir ninguna longitud.

Experimentalmente se encuentra que 1 radian=57°
17°44.8 = 57.29578°.

Hay numerosos procedimientos técnicos para construir
todos los multiplos de U(2U,3U,---pU,---) y todos los

U/2,u/3,0/q,),
pU=U+U+--+U, tomado p veces a U: y que
U/qes el angulo ¥ tal que U =q-¥ . Queda claro asi que

submultiplos (Es obvio que

significa (p/q)-U siendo “p” y “g” niimeros enteros). Esos
procedimientos permiten construir los angulos de la forma
(p/q)'U . Para no extendernos sin necesidad, basta
recordar que el angulo U/2 s¢ construye trazando la

bisectriz de U, usando solamente un compdis sin
graduaciones, o colocando un foco de luz entre dos espejos.
Un é4ngulo del mundo real se puede dividir en 3 4ngulos
iguales, con altisima precision, usando procedimientos
mecdnicos, eléctricos o fotométricos. El problema
euclidiano de la triseccion del angulo no existe para un
ingeniero, ni para un fisico, dotados de instrumentos de
campo o de laboratorio.

Medir un angulo 4 con la unidad U es comparar
experimentalmente a A con las frazciones (p/q)-U hasta

encontrar una sola de éstas que sea congruente con A4, con
la exactitud que se exija y dentro de lo que la tecnologia
experimental permita.

Escribimos asi:

A= (p/q) U (como igualdad entre dngulos)

o también
amp A= (p/q) . amp U (como igualdad entre sus medidas)

Es apenas obvio que si A4, =rp Uy si también

A,=ry U, entonces:
Si A; = A, , necesariamente es r; =r,
Si A; D A, , necesariamente €s r} > ry

Si A; c A, , necesariamente es 1| < ry

Noétese que otra vez hemos abandonado el signo " 0" para
indicar la congruencia entre angulos, y estamos adaptando el
signo “=" también para ese fin, como se hace con las
medidas de otras magnitudes fisicas. Por ejemplo, como
cuando ponemos “masa de una particula = 650 gramos”, asi
mismo ponemos: “amplitud de un é&ngulo =30 grados
sexagesimales”, usando en ambos casos el mismo signo “=”
de igualdad.

Es un hecho de experiencia universal que, dado un angulo
A cualquiera, y una unidad U cualquiera de medida

angular, existe un numero racional (p/q) tal que
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A4=(p/q)-U , dentro de la exactitud o “resolucion” que la
técnica a su alcance le permita al experimentador. Es lo que
se puede denominar “el principio de mensurabilidad del
mundo fisico”, aplicado a los angulos del mundo real.

De esta manera es como escribimos:

1 4ngulo recto (o bien 1 cuadrante) = 90° =
(3/2) x 1 sextante + (3/4) x 1 Steiner

1 angulo plano = 2 angulos rectos (2 Q)
1 hora de rotacién terrestre = 15 grados sexagesimales
1 angulo pleno (6 1 ciclo) = 360" = 2 n radianes

1 milésima de artilleria = arct tg. 0.001 = (1/6400) de giro
completo

Paralaje de o del Centauro = 0.748" sexagesimales

De hecho, es posible formar una tabla de equivalencias
entre numerosas unidades de medida de dngulos sin recurrir
a ninguna unidad de medida de longitud, ni de masa, ni de
tiempo. Eso.demuestra que el Angulo es una unidad fisica
fundamental, y que no es una “magnitud sin dimensiones” ni
una “magnitud derivada” como dice sin acierto el Sistema
Internacional de Medidas SI.

Notese que varias unidades de éstas se pueden construir
fisicamente, con la exactitud que sea necesaria, sin necesidad
de hacer ninguna medicién de longitud, usando reglas sin
graduar y compases sin graduar. Es el caso de “1 cuadrante”
o de “1 sextante” (1/6 ael angulo pleno o sea 60°), y, por
supuesto, del paralaje de o - Centauri.

La medida r-U de un angulo 4, A=r-U se puede
obtener experimentalmente mediante la siguiente sucesion
iterativa, de operaciones: :

a. Comparar 4 y U . Tres resultados son posibles

a.l Si A=U entonces r =1. Problema resuelto

a2 Si A>DU entonces la parte entera de r ([z]) es un
ntimero natural N positivo. '

a3 Si AcU,entonces <1y ['] =0

b. Sumando U consigo mismo, determino el valor de N

c. SiN-U-=4,cntoncesr = N . Problema resuelto

d. Si N-Uc A4, aun cuando (N+1)~U > A, entonces
c[mislruyo A-N-U (que es cU) y escribo que

ri=N

Los pasos descritos hasta a.3 nos conducen a medir un
angulo (sea A4 enel casoa.3,sea 4— N -U en el caso d) que
es menor que U . Entonces:

¢. Construyo la mitad de U trazando su bisectriz: (1/2)-U .
Y  mediante  bisectrices  sucesivas

construyo
(1/4)-U,(1/8).U,..-,(2“‘ )-U,(z“'“l)-u,---

f. Comparo el angulo-residuo del anterior 4, y encuentro
cudntas veces cabe (l/2)-U dentro de él. Que sean &y,
dejando un é&ngulo-residuo 4, > 0. Siendo 4, =0 el

problema queda resuelto.
g. Comparo el angulo residuo A, con U ,etc.

El procedimiento termina cuando se obtiene un éangulo-
residuo que los instrumentos y los procedimientos no logran
distinguir del angulo nulo ¢. En ese momento puedo escribir
que:
A=(N+k,/2+k2/4+~~k,,,/2’")-U (13)
y en la vida practica, finalmente cambio de base binaria
(2"") a base decimal 10"”) mediante los procedimientos
aritméticos que son bien conocidos. Ya en escritura decimal
se expresa:

r=N-hhyhy---h; (en base decimal)

A=r-U (14)
Noétese los siguientes hechos:

— Todo angulo A4 es medible con cualquier angulo-
unidad U que no sea nulo, y se podrd escribir
A=r-U ,siendo r un numero natural.

—  El angulo nulo ¢, cs siempre ¢ =0-U con cualquier
angulo unidad U .

- Si A4 y A, son dos angulos propios cualesquigra no
congruentes, y si 4,D A, , entonces y solo entonces

rye>ro.

— Si 4, es angulo orientado en seatido contrario de otro
angulo A4, si A4 =n-U, si 4y =r,-U, entonces

ry ro esnegativo.

— Laclase de los “r” que corresponde a todos los dngulos
propios e impropios, medibles en un plano es la misma
clase Q de los numeros racionales, singmportar cual es
la unidad de medida U que se haya escogido.

- El “producto r-U entre el angulo racional */ y el
angulo-unidad “ U ” (que no es ningin nimero, sino un
angulo del mundo real) es un “producto operacional™
como lo define Bridgeman en su libro clasico
Dimensional Analysis (ver bibliografia)

De lo ya dicho hay que destacar varios hechos:

—  Carece de sentido decir que “4 mide r” sin especificar
el dngulo Unidad U con que se mide.

—  La definicién de lo que es la medida de la “amplitud de
un angulo” no requiere para nada entender ni medir lo
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que es la “distancia entre dos puntos” ni referirse a ésta
nocién. Tampoco depende para nada de la nocion de
segmentos de recta (que sean medibles).

—  La medida de un angulo estd formada estrictamente por
el producto operacional de un numero racional y un
“4ngulo-unidad”. No envuelve para nada ninguna
“distancia entre puntos” ni ninglin segmento de recta.

—  La operaciéon de medida de un éngulo y su resultado
(7"U ) no dependen de la métrica con que definamos y
midamos la nocién de distancia. La medida de un
angulo se refiere a un determinado 4ngulo, elegido a
voluntad, y por conveniencias précticas, al que
llamamos “éngulo—unidad”.

El “radian” es un éngulo-unidad, ni mejor 1fi peor que otros
varios. Tiene comodidades técnicas pero tiene otras
incomodidades. Esta unidad no es ni unica ni indispens?ble,
y a veces es incomoda e inatil.  Asi ocurre en dreas
cientificas y técnicas como la refractometria, la polariscopia,
la astronomia de posicion, la geodesia, la fopograﬁa y la
cartografia. Obsérvese que un radian podria ser definido
como el 4ngulo en el centro que esta subtendido por un arco
circular de alambre de cobre que tenga la misma resistencia
eléctrica en ohmios que un trozo de ese alambre que sea
igual en longitud al radio del circulo. Pero lo que no €s licito
decir es/que “un angulo es un cu0gxente ‘e‘ntre' resistencias
dhmicas”. Como tampoco lo €s decir que “un angulo es un
cuociente entre longitudes”.

Jos astronomos babilonios,

- § ipCios,
Los arpedonaptas egip op tophuetos ¥ 188

los navegantes de siempre, S i
ingenieros han usado, medido y‘operado. la aritmética de
los angulos desde hace siglos, I necesidad de dlspgner
de unidades de medida o de formulas para definir o

calcular distancias.

odela civilizacion el hombre ha usado

aparatos para medir angulos, que 1o requieren cintas
métricas ni cordeles graduados para operar. Son, gor
ejemplo: compases, transportadores, brL_xjulas, cuerdas
tensas o laxas sin graduacién, lineas de vista, posiciones
de estrellas, el tamafio aparente del sql, aSFl"OlabXOS,
espejos,  cuadrantes, sextantes, radiogoniémetros,
esferas armilares, telescopios, d1qptras de los roma’r,mS,
gromas en el siglo XV, «hastoncillos de navegante™ en
la Edad Media y otros mas.

—  Desde el principi

es conceptualmente erréneo decir que “la
| cuociente de la longitud del
o de la circunstancia, dividida

Resulta entonc
medida de un angulo A4 es ¢
arco que subtiende en el centro de 5 : 1
por la del radio de la circunferencia . E,se cuocxepte no“es 2,1,
medida del angulo. Es solamente el namero rac:onal ‘v/q
que acompaiia al factor “1 radian” en la medida “ 4= (p/q)
radianes”. Es decir: “p/g” 10 €8 la me%dida de 4, sino §1
cuociente “A+1 radian”. Es mcorrego escribir
“A= ([J/C])” cuando lo que se quiere decir estrictamente es

“4=(p/q) radianes”.

ey B0 AD :

BEPTO. DE BI
BIBLIOTECA

Por lo anterior resulta equivocado decir que “un angulo no
tiene dirr}ensiones fisicas”. Si que la tiene: es la dimensidn
ﬁsica “Angulo”, que es tan auténoma, tan Ttil y tan
importante como la dimensién fisica “Masa” o la de
“Tiempo”, o0 la de “Carga Eléctrica”. Lo que no tiene
dimension fisica es el nimero “p/g”. Pero este niimero no es
la medida de 4 sino uno de los dos factores que dan de
manera apropiada la medida de 4: “p/g” y “radian”, por
ejemplo, (que multiplica operacionalmente g “p/q” en el
e A0S i e g e AT ]

gramos”.

La clase de todas las medidas de amplitudes de angulos es
por definicién, la magnitud fisica “Angulo (4)”. De la
misma manera en que, por ejemplo, la clage de tod
medidas de longitudes es, por definicién, | ot
ﬁsjca “Longitud (L)”. Asi se confirmg una
“Angulo” es una magnitud fisica tan autgnoma v tan
fundamental como “Masa”, como “Longitud” como “}éar a
Eléctrica”, o como otra de las demas que 1'600;1 -
tales en el mundo fisico. 0cemos como

as las
ra magnitud
vez mas que

2.4 La magnitud fisica fundamerta]

Es pues equivocado escribir que la magpj, P
plano” (4) es la magnitud cero-dimensi;naIUd TeisE el
A — L(}M)T}QUG() (15)

refiriéndose a las otras magnitudes figj
cas fund .
amentales:

= Longitud

= Masa

Duracién (o Tiempo)
Carga eléctrica

= Temperatura (aunque algunos fig.
caracter de magnitud fisica fundg

Il

QRN E ™
Il

0s le nicgan su
mental)

Lo que hay que escribir, a propdsito de —_—
, €S que:

A=NA'Q "M OO0 50 16)

en donde A es una magnitud fisica aytg

“uno”, a la derecha) y en donde 1oma (con exponente

N = Nﬁmero cardinal (a veces llamado N

Q = Angulo sélido (que es otra magnity,
que los libros de Fisica y de Apg
siquiera mencionan).

uja).
d fisica fundamental
lisis Dimensional ni

2.5 La constante universal de Euclides

Cuando estargos frente a upa Circunferencia q )
tenemos un apgulo central 4 que syptie i e Radio R, y
longitud L, es incorrecto escribir: fide un arco con

n :A . pn
L=d-R (17)
Lo que debemos escribir es:




en donde E es una constante universal que podemos calcular
facilmente si aplicamos esta formula a la circunferencia

completa:
21 R=E-(2 angulos planos)- R=E-(Iciclo)- R=E- (360°)- R

y por lo tanto

E =n(l 4ngulo plano) = (n/180)/ (grado sexagesimal)

=2n/ (1giro) = 2n/(360°) = 3.141592653589793238.../180)

+ (1 grado sexagesimal) = 1.745329252x107 (grado
sexagesimal)”!

y también
E = I(radian)”’

Esta constante fue sefialada desde 1955 (que aqui sepamos)
por nuestro maestro, el Profesor Carlos Federici Casa, en la
Universidad Nacional sede de Bogota, (con un valor un
poco distinto) pero hasta hoy no la han introducido a los
libros de texto de Fisica que son usados en universidades
colombianas.

El le dio el nombre de “constante de Euclides” ( En
realidad el Profesor Federici la expresaba como “2m/radidn”.
Creemos que nuestra expresion “2m/ciclo” es més apropiada
por la forma de obtenerla y por otras razones). Estd
incorporada tan estrecha y misteriosamente al disefio del
Universo como lo esta la carga eléctrica del electron:

N

e =1.60217733(49) - 10™"? coulomb

Lo que hay que escribir, en lugar de la “igualdad”
incorrecta, es la igualdad correcta

L=E R A=R A/(l radidin) (19)

porque E = / radian”. El “radian” fue inventado ad-hoc
pero sin mucha claridad para darle a £ una escritura sencilla.
No es que sea una “medida natural de los dngulos”. No es ni
mas ni menos “natural” que el grado sexagesimal, o que la
“milésima” de los artilleras, o que el grado centesimal.

Durante muchos siglos los hombres han medido y usado
angulos. Existe pues una ciencia auténoma e independiente
de otras ciencias fisicas, que es la del conocimiento, el
trazado, la medicion y el calculo con dngulos planos. Esta
ciencia se llama la “goniometria plana”. Esta ciencia usa
plomadas, niveles, transportadores, brujulas, teodolitos,
cuadrantes, sextantes, octantes, gromas, radiogoniémetros,
dioptras romanas, telescopios Opticos, radio-telescopios,
refractémetros, tornillos micrométricos angulares, rayos de
luz, espejos, etc. Y cuando esto ocurre, puede hablarse
también, alternativamente, de mediciones de masas, o de
areas, o de cargas eléctricas, etc. Sin que ello signifique que
la dimensién fisica Angulo sea forzosamente reductible a
ninguna otra de esas magnitudes.

Es pues inexacto escribir, al referirse a un angulo x, que:

Poveda

X

senx=x——3'—+—57—'“ (20)

como lo hacen todos los centenares de textos de calculo que
vemos en Colombia (y quiza en el mundo). Lo que hay que

escribir es
3 S
1 X 1 x
senx = ————— +o - (2D

Iradian 3! radian® 5! radian®

o lo que es mucho mejor

E3  EX
+
3! st

(22)

senx = Ex—

Tampoco es exacto escribir (y que nos perdone Euler), que:
e™ =cosx+1-senx (con i= \/—1)

debe escribirse

eB¥ —cos x+i-sen x (23)

porqu¢. E-x es un numero sin dimensiones
(A"L"M”T"QO---), mientras que x es una magnitud
angular, perteneciente a la dimension Angulo Plano
(A'L"M"T" = A), y el exponente del nimero e de Culer

y Nopier debe ser cero-dimensional.

Cuando vemos un volante cilindrico de radio R que gira
con velocidad angular w (omega) y que acelera con

aceleracion angular o, debemos escribir que la velocidad
tangencial de un punto en superficie ¢s

v=E-®-R (24)
y que su aceleracion tangencial es

0 a, = E R o & R (25)
H
mientras que su aceleracion centripeta o radial es

ag = E*0®R (26)

Su‘energia sera K = (1/2)./ E*w* donde J es el momento
de inercia del volante.

Este autor conoce decenas y decenas de buenos libros de
Fisica, y de Mecdnica, elemental o avanzada, que  se
equivocan de buena fé escribiendo

“V:(l.)'R”
ua’ =G.'R“

.

‘ag =R

“K =(1/2) 0*” 27)
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debido a que todos parten del error de que “el angulo es una
magnitud fisica sin dimensiones” o del error de que “la
medida de un 4dngulo es un cuociente de longitudes”.

Ademds, la velocidad areal del circulo que forma la base

del cilindro es
S=(/2)E-o-R? (28)

Yy no
“ S - (1/2)(0R2 ”» (29)

porque el 4rea de un sector circular en el espacio de los
ingenieros y de losefisicos es

(112)E-4-R?

y noes
“(/2)4-R*”

como dicen los textos de fisica y de geometria métrica.

A proposito de este volante: Los libros de Fisica escriben
que la frecuencia de rotacion es f'y que se relaciona con @
por la férmula

®=2nf (32)

de lo cual les resulta de manera errénea que la dimension de
la wvariable “frecuencia” es el inverso de la magnitud
“Tiempo™:

[r]=1"" (33)

Usted como ingeniero o fisico puede medir “nimeros de
rotaciones” y sumarlos y restarlos; y puede medirlos en
“unidades enteras” o en “docenas” o en “millardos” o en otra
unidad que se desee, y que sea util para medir
cardinalidades, las cuales forman una magnitud fisica
fundamental que escribimos como N y llamamos “Nuja”.
Las dimensiones correctas de una frecuencia son

[F]l=nT! (34)

Por lo tanto, la manera correcta como debe escribirse la
relacion entre @ y fes

o= f/(E-N) (35)
Esta formula si es dimensionalmente homogénea porque
[]=ar Y [E]=a7Y[f]=NTL[N]=N  (36)

Una espira de conductor (como cobre, aluminio, o plata)
que tenga forma circular, pero que no es completa, y que por
eso sblo abarca un angulo 4 menor de 360°, crea en su centro
un campo magnético cuya induccién magnética se debe
escribir como

BtﬂolAE

37
4 R @7

en donde / es la ;
de Euclides, y ulnteflsidad de la corriente, E es la constante

materiales magnéo. €S la permeabilidad del vacio (si no hay

105 dentro de la espira).

Figura 4

vanzados de Fisica‘escriben que el campo
Los libros mas ”ho arco de espira vale
en el centro de di¢

p=tol4 (38)
4nR

«previamente hay que reducir el angulo 4
pero advierten qu°_, por ejemplo el gran libro clasico de
a radianes”. (Vé# spetismo de Hamnwell, citado en la
Electricidad y sgina 313).

bibliografia, en sV '
especificar en cada férmula, para cada

Si fuera neces?’’, ynidad de n?edida debg tener (una sola
variable fisica, g% e le son posibles), habria que re-escribir
entre las infinitas ;. Fisica, y no existiria el concepto de
todos los libros ° ; de sus dimensiones.

magnitud fisica p! .
ta es la de la ecuacion 37. En efecto,

La férmula co(feuna espira completa, se tiene 4 =360° y
cuando se trata d° jta (sin tener que hablar de radianes):

E =n/180° ,y r¢°

B ;}i (39) (Ley de Biot-Savart)
2R

i la ecuacion 38, que es la de los libros
que es lo correctd” _ecta obtendriamos el resultado
usuales, fuera la 0

Ix360° .,

. Ho
“B= (40)
4nR

e ente absurda. Salvo que antes
que es eviden"™ | radianes (y no en grados); a [ en
expresaramos a stat-amperios); y a R en metros (y no en

i n . -
:Lnlz :11:: g;:gj:mp]o), todo lo cual seria un galimatias.
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2.6 El angulo y el Teorema Pi

El péndulo galileano. Se trata de calcular el periodo de
oscilacién T de un péndulo de longitud /, con masa w y en
un lugar geografico donde la aceleracion de la gravedad es g.
Los textos usuales de Fisica y de Analisis Dimensional lo
“resuelven” impropiamente.  Parten de tres supuestos
gratuitos:

— Que el periodo no depende de la amplitud méaxima (o) de
las oscilaciones, lo cual es erroneo, frente a la realidad
experimental.

—Que no existe la magnitud fisica fundamental Angulo
Plano (4) sino que las tnicas dimensiones fundamentales
pertinentes son en este fenomeno la Longitud (L) y el
Tiempo (7). Esto no es correcto.

— Que la masa m no influye en la solucion. Esto es correcto,
pero los libros usuales no lo demuestran.

El problema se debe tratar como sigue. EI Teorema Pi
asegura que la relacion que buscamos tiene la forma de

o(m,mp,+) =0 (1)

y que cada argumento 1 ¢s un producto cero-dimensional de
algunas de las variables 1, /, m, g y de la constante universal
E. Como norma metodoldgica involucraremos la constante
universal £ en este problema y en todos los que se refieran a
configuraciones angulares o a movimientos ciclicos, de la
misma manera que hay que incorporar la carga eléctrica del
electrén (e) al analisis dimensional de problemas referentes a
la teoria electrénica de la materia; o involucrar la constante
universal de Boltzmann (&=R/N) al anilisis dimensional de
problemas de la mecanica estadistica y de la termodinamica
microscépica. - '

Nétese que las dimensiones de la frecuencia de oscilacion

f =1/t son
[/]=ar!

porque la oscilacion pendular es un movimiento ciclico y
angular. Por lo tanto

[(]=T4"

Es impropio escribir [r] =T, como hacen los fisicos y sus
textos.

Por otra parte:
=1 [g]=L772

[a]=4 [E]= 4! (42)
asi que cada 7 se escribe

m="l"g oy @3)

siendo
[n]= 4°L°M°T° (44)

Aplicando el método algebraico usual, debido a Lord
Rayleigh, encontramos que

p=mf2; n=-mf2; r=q-m s=0

Resultan asi los productos cero-dimcusionales basicos:

0

11:_1:‘I:[_1/2gl/2E_1 TTZZQE y M3 =W

y la solucion general es:

T =k- W(ﬂz) (45)

donde k es una constante especifica y sin dimensiones, y ¥
es una funcion especifica.  El andlisis dimensional no da
explicitamente nii a £ ni a P como es bien sabido.

Nuestra solucion es, pues

t=k-EJllg -y(aE) (46)

y sustituyendo a E por su valor en niimeros y en unidades:

t=k-2n(ciclo)" - \/l/g -F(a) donde  Fl(a)=wy(aE)

y las unidades de r resultan en unidades de tiempo por cada

ciclo, que es lo adecuado. Una elemental comprobacion

experimental hace ver que /im F(a): I
a—0

La solucion dimensional convencional es la bien conocida
formula

T=k-2n,/l/g 47

que es dimensionalmente inapropiada y matematicamente
inexacta. La Mecanica avanzada permite deducir que, en
nuestra solucion, lgs factores que quedan por definir, k y F,
son

3

k=1 (nlimero sin dimensiones fisicas),
Fla)=1+(1/4)sen? (a/2)+(9/6) sen® (0/2)+ ---

y la constante £ queda incorporada a los valores de los
angulos

Este ejercicio pone de presente varios hechos:

'
—Que en el mundo de l2 mecénica no basta con las tres
magnitudes fundamentales M, L, T, que es la idea

equivocada que admiten ticitamente o expresamente todos
los libros de Fisica que tratan estos temas.

- Qu?‘ en problemas que se refieren a rotaciones y
movimientos periddicos es necesario y util incorporar la
magnitud fundamental 4 en su anélisis dimensional.
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— Que al hacerlo asi, se encuentra un resultado del Teorema
Pi que es mds completo y mas conforme con la realidad
que al ignorar a 4 como lo hacen los textos usuales de la
materia. Esto se debe a que la base completa de las
dimensiones fundamentales es

{N,L,M,T,4,Q,0,G}

(donde Q es aqui la dimension Carga Eléctrica y G es la
dimension Temperatura), y tiene mas dimensiones como
espacio vectorial que las bases incompletas que usan los
textos usuales de Fisica cuando aplican el Teorema Pi.

H

— Que incorporando la magnitud fundgmental 4 y la
constante universal E, el analisis dimensional produce
automaticamente el nimero 27 que aparece en las formulas
sobre movimientos angulares y sobre fenémenos
periddicos, nimero que no se puede encontrar por medio
de dicho analisis cuando se acepta (erréneamente) que los
angulos fisicos “son magnitudes sin dimensiones”.

Nicolo Tartaglia y Galileo Galilei estudiaron el problema
balistico del proyectil que dispara un cafion, ignorando la
resistencia del aire. El alcance horizontal del tiro es R
cuando, la inclinacién del 4nima del cafiéon es a, la
aceleraCion local de la gravedad es g, la masa del proyectil es
m, y la velocidad del proyectil en la boca del cafién es v. El
analisis dimensional tradicional ignora a o (lo que es
erroneo) v a m (lo que es gratuito).

Aqui las dimensiones fisicas son:

[R]=L [m]=Mm
[M=L7"! le]=277
[o]= 4 [E]= 4

y los productos cero-dimensionales resultan ser:

1t1=Rv'2g ; My =of 1t3=m0
Por lo tanto

R=k~(v2/g)\u(aE) o sea R =(v2/g)-F(a)

siendo k una constante numérica que aun no estd

determinada. Los experimentos balisticos de los artilleros

muestran que
F(0)=0
F‘(45°)= 0 (R es maxima con 0. = 45°)
F (90" ) =0
El analisis dimensional clasico no muestra que existe la

funcién¥, porque parte de la hipotesis errénea de que o es
una magnitud “sin dimensiones”

La mecénica clasica da el resultado

R= (vz/g)- sen2a (48)

Nuestro resultado estd mas cerca de esto que el de los
libros usuales e Fisica. Estos ultimos desconocen la
magnitud fisica fundamental Angulo (4) y por eso no pueden
resolver correctamente este sencillo pero importante
problema.

Es bien conocido el problema del péndulo cénico. Un hilo
esta atado a un punto fijo 0 en el &mbito del laboratorio. No
hay resistencia del aire. Al otro extremo esta atada una masa
W. El hilo rota en el espacio, alrededor de un eje vertical
imaginario que pasa por el punto fijo, describiendo la
superficie de un cono circular. El 4ngulo entre el hilo y la
vertical es o. en todo momento. La experiencia muestra que
las variables relevantes son:

W :Lamasa de la lenteja pesada del péndulo

o :Lavelocidad angular de rotacion del péndulo
alrededor del eje vertical

! :Lalongitud de la cuerda que soporta la lenteja

G :La aceleracion de la gravedad en el laboratorio

:El angulo ya descrito

-La constante de Euclides, inherentemente ligada a todo

fenomeno de rotacion

m R

Las magnitudes fisicas fundamentales son:

M : Masa
L : Longitud, orientada en la direccion vertical de 0 hacia
abajo ’

T : Duracién (Tiempo)

A : Angulo (que los libros de fisica y los profesores no
reconocen)

Las dimensiones fisicas son:

w]-m

[(n] =4t
[1] = L-seca
[e] =177
[a] =4
[£] = 47

Los monomios cero-dimensionales son:
- —m-2
= AoLoMoTo — memlngpaqEr — MwAm+q an+pT m-2p

de donde se tiene que

w=10

m+q-r=20

ntp=0

m+2p=0 (49)
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En consecuencia
w=0 n=m/2 p=m/2 r=m+gq

La rotacién del péndulo no depende de W en su velocidad
angular, porque el exponente w €s nulo.

Resultan asi dos monomios cero-dimensionales no
triviales, que son
| = 0)1|/2g—]/2E~SeCOLI/2 ; M) =oF (50)

Segun el Teorema Pi, y despejando a  :

w:(\/g_/—l/E) seca-\y(aE) (51)

El periodo es la duracién para recorrer un ciclo. Por tanto

© = (1- ciclo) + @ = 2mfl/ g -Jeosat - F() (52)

donde F(a)=1/y(aE). Despejando F(a), tenemos

F(a) g/l _ T T

- E-o-Jcoso E -(lciclo)cos o - 2m,fcos

Midiendo experimentqlmente y con precisién @, T v 0,
para varias velocidades angulares de rotacion, se encuentra
sin mucho trabajo que

F (a) =1
Asi, usando solamente el Analisis Dimensional y un poco
de experimentacion se llega a la formula que da la Mecanica

Clasica usando sus propios métodos y el Teorema de
Huygens sobre la fuerza centrifuga:

r=2nﬂ§-\/cosa (53

Notese que:

— Los libros de Fisica ignoran la dimension 4 y por eso, si
tratan de obtener la férmula anterior, les resulta la
expresion muy incompleta (practicamente iniitil o errénea):

t=kyl/g
siendo k una constante cero-dimensional no cuantificada.

— Con nuestro método aparece de manera natura] el factor 27
que necesita la formula del periodo.

En todo lo anterior estamos considerando, en principio, que
los dngulos pueden ser, en la medida de gy amplitud, de
todos los valores desde cero hasta infinitg (dcdc

C 1 A “ () .
ualquier otro 4ngulo, por “grande” que los prescribamos).

oo experimental, suele ocurrir que
Jlos cuyo interior no exced'e de
ve para la suma de dos o mas de
alografia, o en astronomna:’o en
angulos no “mayores de 4
e hemos dicho sigue siendo

J]a congruencia “ 4, es

En el trabajo técnico |
solamente se manejen angt
360° (o sea 4 rectos), inclgsn
ellos. Por ejemplo: en cristaic
dibujo mecanico solo se manejan
rectos. Todo lo que anteriorment

valido, salvo que al escribir
congruente con A" hay que agregar:

rectos”:

“con el mddulo 4

A = Ay (mod 4 rectos)

Si queremos pensar €n angulos mayores de 4 rectos, sin
acudir a lo anterior y distinguir entre 4y A+4 rectos,
acudiremos a lo que en Analisis de Variable Compleja se
llama la superficie de Riemann al estudiar las funciones del

tipo w= -k donde k es un niimero natural y z es el valor de
una variable coimpleja. No ahondamos en este tema para no
salirnos de lo fundamental de este articulo. El lector que los
desee puede referirse a un buen libro sobre variable compleja
y sus funciones analiticas.

2.7 Rotaciones, angulos y ciclos

Definicion.  Una rotacion es el movimiento de una
semirrecta, en un mismo plano, alrededor del extremo fijo de
esa linea. Este es un concepto cinematico y diacronico de un
angulo. Decimos ademas que el angulo cs positivo si la
rotacién es levogira (anti-horaria) y que es negativo si la
rotacién es dextrogira (horaria). Positivo es el angulo que
barre la visual de un observador que comienza mirando al
Este y luego gira hacia la izquierda, para mirar al Norte.
Positivo es el giro que debe darse a un tornillo de rosca
derecha para destornillarlo. Si se ejecuta una rotacion
levogira con amplitud angular A, el angulo ~ 4 es una
rotacion pero realizada en sentido contrario (dextrogira).

Por razones técnicas y practicas, en estas situaciones hay
que considerar angulos mayores que 4 rectos (0 sea, mayores
que 1 ciclo). Ademas, obviamente, hay que considerar dos
sentidos posibles (positivo o levogiro,® y negativo o
dextrégiro).

Es claro que la clase de las rotaciones angulares alrededor
de un punto P en un plano, forma un espacio vectorial
unidimensional con el cuerpo Q de los niimeros racionales.

Las rotaciones en un plano o en el espacio son
movimientos de naturaleza geométrica y de naturaleza fisica
que estan profundamente asociados a los desplazamientos de
un punto a lo largo de una recta, pero de naturaleza distinta.
Los primeros dan origen a la nocion de Angulo; mientras que
los segundos dan origen a la nocién de Longitud. Por eso
Angulo y Longitud son magnitudes fisicas distintas,
irreductibles una o otra como tales, y ambas de caricter
fundamental en el mundo fisico.

Cuando una semirrecta  gira hacia la izquierda alrededor
de su extremo O, en un mismo plano, y barre 360°
sexagesimales (esto es cuatro cuadrantes estaticos) decimos
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que ejecuta una rotacion angular positiva de un ciclo (Los
ingenieros y técnicos mecanicos le dicen “una revolucién”,
por lo comtn). Hablamos aqui de un 4ngulo de naturaleza
diacrénica o cinética. Maés exactamente diriamos “giro-
cinética”. Y si la semirrecta gira n veces alrededor de P,
barrera un angulo que ya no es propio, y escribiremos que
este angulo mide

n x 360 grados sexagesimales = n x 2r radianes =
4n cuadrantes = 6 n sextantes =
nx 15.31914894 "ptolomeos" (o eclipticas, si se refiere)

"Si fes el numero de ciclos por segundo, y o es la velocidad
angular de la semirrecta r, en cualquier unidad de angulo por
segundo, como dgbe entenderse, escribiremos que para un
lapso de tiempo 7 el angulo barrido es

wt=kft osea w=kf

en donde k es el numero de estas unidades angulares a que
equivale 1 ciclo. Es facil ver que

k= 360°/ciclo = 2rradianes/ciclo =
15.31914894 "ptolomeos"/ciclo = (2n/E) ciclo™

Los libros de Fisica escribe la expresion “0 = 277,
omitiendo subrepticiamente la aclaracion indispensable de
que esto sélo es cierto si @ se expresa en la muy artificial
unidad de “radianes/segundo”; y esto lo omiten para
enredarse en su supuesto incorrecto de que “los dngulos son
una magnitud fisica si dimensiones”.

En otro articulo esperamos tratar de los 4ngulos sdlidos
como magnitud fisica fundamental.
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