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:
RESUMEN: El comportamiento de un fluido entre eilindros concéntricos que rotan independien-
temente es un problema clésico de inestabilidad hidrodindmica. Una de las caracteristicas de este
sistema es la facilidad en el control de los pardmetros que lo definen, permitiendo estudiar muchos
conceptos de importancia en ingenieria, matemaéticas y fisica aplicada. Este trabajo presenta los
principales resultados experimentales obtenidos al estudiar la estabilidad del flujo de Couette cir-
cular de una mezcla de agua y trazador particulado en un equipo Taylor Couette construido en la
Facultad de Minas, y algunas anotaciones sobre la teoria de estabilidad lineal. La velocidad critica
de aparicién de los vértices de Taylor se determiné visualmente para cuatro tamanos de anillo de
fluido diferentes.

PALABRAS CLAVES: Inestabilidad, Flujo Taylor Couette, Funciones Bessel, Hidrodindmica, Vér-
tices. .

ABSTRACT: The behavior of a fluid contained between two concentric cylinders with relative ro-
tating motion is a classical problem in hydrodynamic instability. This system can be characterized
by easily controlled parameters that allow studying many important concepts in engineering, math-
ematics and applied physics. In this work, the main experimental results regarding the circular
Couette flow stability of a water - tracer mix in a Taylor Couette apparatus are presented together
with some anotations on linear stability theory. The critical speed was visually determinated for
four different gaps between the cylinders.

KEY WORDS: Instability, Taylor Couette flow, Bessel functions, hydrodynamics, vortex flow .

1 INTRODUCCION

Durante un siglo, los investigadores en
dindmica de fluidos se han ocupado de estu-
diar el comportamiento de un fluido entre dos
cilindros concéntricos que rotan independien-
temente. La variacién de la velocidad de al-
guno de los cilindros produce cambios en los
regimenes de flujo. Fistos fenémenos se pueden
poner en evidencia al inyectar un colorante en-
tre los cilindros. Fl aumento en la velocidad
de rotacién del cilindro interior produce una
inestabilidad en el flujo de Couette: aparecen
patrones de flujo diferentes cada vez que se
superan los valores criticos de un mimero adi-
mensional denominado de Taylor, caracteri-
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Figura 1. Esquema del sistema Taylor Couette

zados todos los patrones principalmente por
estructuras toroidales localizadas periédica-
mente y centradas en el eje principal de los
cilindros (Vértices de Taylor). La Figura 1
presenta un esquema de este sistema.
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Figura 2. Flujo Vortical de Taylor, Flujo vortical ondulante y

ondulante modulado.

Cuando el cilindro exterior permanece

en reposo y el interior rota, se puede ob-.

servar una secuencia de bifurcaciones que
comienza a partir del Flujo Circular de Cou-
ette (FCC), el cual evoluciona en un flujo pe-
riédice axial conocido como Flujo Vortical de
Taylor {FVT). Los vortices se generan por
pares, y en cada vortice el fluido realiza re-
corridos en espiral en torno a un toro, invir-
tiéndose el sentido de ésta de un vértice al si-
guiente. Fn este patrén, la velocidad en cada
punto es la misma en cualquier instante. Si se
aumenta mas la velocidad del cilindro interior
se siguen observando vértices, pero un patrén
de ondas en la direccién tangencial se super-
pone al flujo de Taylor, la frontera entre ellos
desarrolla una forma ondulante y el flujo deja
de ser estacionario. Fste es el Flujo Vortical
Ondulante (FVO). Posteriormente se alcanzan
estados como el Flujo Ondulatorio Modulado
(FVOM), Vértices Turbulentos (FVT) y final-
mente el Flujo Turbulento (FT). Fn la Figura
2 se muestran algunos de los estados descritos
anteriormente.

Alrededor de 1885 en Paris, Maurice Cou-
ette comenzaba a construir y a experimen-
tar con viscosimetros de cilindros concéntri-
cos. Fn un extenso estudio sobre viscosidad
mostré que para velocidades angulares pe-
quenas del cilindro interior, la viscosidad del
agua, obtenida de una curva torque vs. ve-
locidad, permanecia constante hasta que se al-
canza una velocidad critica de rotacién, a par-
tir de ésta la relacién entre torque y velocidad
angular deja de ser lineal; Couette interpreté
este comportamiento como el comienzo de
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la turbulencia (Donnelly, 1991). Casi treinta
afios después, Geoffrey Ingram Taylor des-
cubrié esta aparicién de bifurcaciones en el
flujo y estudié teéricamente la primera de ellas
utilizando la teorfa de estabilidad lineal (7ay-
lor, 1923). Fl ajuste de sus resultados tedri-
cos con los experimentales es asombroso. De
estos dos investigadores toma su nombre el
flujo que aparece entre cilindros concéntricqs
que pueden rotar independientemente: Fl flujo
Taylor Couette.

Fl flujo Taylor Couette es un problema
clasico de inestabilidad hidrodindmica de-
bido a que su geometria es simple, se cono-
cen las ecuaciones que gobiernan el flujo y
el parametro de control, mientras que las
condiciones de experimentacién estdn bien
definidas, s¢ gobiernan con relativa facilidad
y los patrones de flujo pueden observarse fa-
cilmente.

Desde su descubrimiento, el flujo Taylor-
Couette ha atraido el interés de gran variedad
de estudiosos de muy diversos campos, desde
ingenieros de lubricacién hasta matemaéticos
puros; no sélo por la belleza de los impre-
sionantes patrones que alcanzan los flujos,
sino porque posee, COmMO Se menciond an-
teriormente, caracterfsticas que lo hacen fa-
cil de producir, controlar, y permite estu-
diar flujos completamente distintos con sélo
variar las condiciones de frontera. Por men-
cionar algunos aspectos sobresalientes, el es-
tudio de este flujo permite acercarse a las
ideas fundamentales de la dindmica no li-
neal, la cual tiene muchas aplicaciones en di-
versos campos de investigacion, permite es-
tudiar bifurcaciones, mantener tina constante
interaccion entre teorfa y experimentacion,
plantear y probar nuevas simulaciones numéri-
cas y tratamientos tedricos quizd de manera
mds “simple”, gracias a la simetria del sis-
tema. Ha mostrado una gran variedad de com-
portamientos en su camino a la turbulencia.
y muchos de los conceptos de la teorfa del
caos han visto en él su realizacién experi-
mental. De hecho, las experiencias en flujo
Taylor-Couette mostraron las primeras evi-
dencias contundentes de la existencia del com-
portamiento caético. Fl movimiento de fAuidos
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entre superficies que rotan estd presentg en
numerosas aplicaciones de ingenieria, donde
el campo de flujo rotante est4 dominado por
la inestabilidad centrifuga y la evolucién de
estructuras de vértices. Fl conocimiento del
movimiento de fluidos entre cilindros puede
ayudar en la prediccién de torques y trans-
ferencia de masa y calor. (Mobbs et al., 1974;
Andereck, 1992) . La prediccién del comienzo
de las inestabilidades que pueden resultar en la
aparicién de nuevos patrones de flujo o en tur-
bulencia y su dependencia con los pardmetros
de flujo es una herramienta fundamental en el
mejoramiento de diversos procesos tecnoldgi-
COS. .

A pesar de los grandes progresos que se
han dado en la comprensién de algunas de las
inestabilidades bésicas y los patrones de flujo
resultantes en el sistema Taylor-Couette, atin
permanece una gran cantidad de trabajo por
realizar.

2 ANOTACIONES PREVIAS SOBRE LA
TEORIA DE ESTABILIDAD LINEAL

Suponga que se tiene un sistema hidrodi-
ndmico en estado estacionario; por tanto
ninguna de los pardmetros que describen el sis-
tema dependen del tiempo. Sean zi,Ty,...T;
un conjunto de tales pardmetros en los que se
incluyen pardmetros geométricos como las di-
mensiones del sistema, pardmetros que carac-
terizan el campo de velocidades que prevalece;
las magnitudes de las fuerzas que pueden ac-
tuar sobre el sistema tales como gradientes de
presién, gradientes de temperatura, campos
magnéticos o rotaciones entre otros. Cuando
se estudia la estabilidad de un sistema lo que
se busca esencialmente es determinar la reac-
cién de éste a pequenas perturbaciones en los
parametros que lo representan.

Considere la estabilidad de un sistema hi-
drodindmico establecido por un flujo viscoso

incompresible, con distribucién de velocidades

s .

V (r,0,z) y campo de presiones p(r,0,z2),
las cuales son soluciones de las ecuaciones de
Navier Stokes, y supdéngase que en un mo-
mento t = 0 esta solucién es ligeramente
alterada por una perturbacién arbitraria e

infinitesimal v/ (7,0, 2,t) en la velocidad y
p! (r,0,z,t) en la presién. Para estudiar la es-
tabilidad del flujo se observa la evolucién de
las perturbaciones, teniendo en cuenta que
V +v/y p+ pr deben satisfacer las ecuaciones
de movimiento y que estdn sujetas a las mis-
mas condiciones de frontera que las soluciones
para V y p.

Si la perturbacién desaparece gradual-
mente o se amortigua se dice que el sistema
es estable respecto de esa perturbacién parti-
cular, y si por el contrario su amplitud crece,
se dice que el sistema es inestable. Fn térmi-
nos generales se puede decir que la inestabi-
lidad ocurre porque hay alguna perturbacién
del equilibrio de fuerzas en el fluido (Drazin
and Reid, 1982).

Segiin esta definicién un flujo inestable
no necesariamente condiice a un movimiento
turbulento; puede conducir a un nuevo
movimiento laminar que para las nuevas
condiciones sea mds estable. Ffectivamente
se verd que ésta iltima es la situacién que
ocurre en las primeras inestabilidades del flujo
de Couette de un fluido viscoso entre dos cilin-
dros en rotacion.

Usualmente conviene suponer que todos
los pardmetros del sistema se mantienen cons-
tantes excepto uno, que varia continuamente.
Se dice entonces que se pasé de un estado es-
table a otro cuando el pardmetro particular
en su variacién alcance un cierto valor critico,
siempre el mismo, a partir del cual el flujo se
reordena en otra forma estable. Para este sis-
tema se ha seleccionado el nimero de Taylor
T, definido por:

402 R2.d*

R

(1)

Donde €, es la velocidad angular del cilin-
dro interior, v es la viscosidad cinemdtica del
fluido, Ry y R, son los radios de los cilin-
dros interior y exterior respectivamente y d
es la diferencia de los radios de los cilindros
R, — R;. Para valores del nimero de Taylor T,
suficientemente pequerios, la accién de la vis-
cosidad amortigua todas las perturbaciones; el
aumento de 7, lleva a un valor critico Tg. , &
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partir del cual como minimo una perturbacién
no se amortiguard.

Para estudiar el problema de estabilidad
hidrodindmica es necesario trazar el compor-
tamiento temporal de la solucién de un sis-
tema muy complejo de ecuaciones diferen-
ciales parciales no lineales, las cuales satis-
facen un grupo de condiciones de frontera y
unas condiciones iniciales dadas. Por esta
razén, muchos investigadores consideran tni-
camente el problema de estabilidad lineal
obtenido al despreciar los términos de or-
den mayor que uno en las cantidades que
se han perturbado. Uno de lo métodos es-
tandar de resolver el problema de estabili-
dad lineal es el andlisis de modos normales
(DiPrima, 1963). Fste método asume que las
perturbaciones v{(z,y, z,t) de cada cantidad
pueden ser expresadas en componentes inde-
pendientes. Después de separar las variables
como v'=T'(t)V*(z,y, 2) se expresa la depen-
dencia con el tiempo por medio de una funcién
exponencial T'(t) = exp(ot), y se estudia el
comportamiento de 0. Si ¢ es negativo el sis-
tema es estable, pues a medida que transcurre
el tiempo el crecimiento de la perturbacién se
amortigua; de manera contraria, si o es posi-
tivo el sistema es inestable. TFiste puede lla-
marse “Método de Heisenberg”.

Los principales resultados que se pueden
obtener de la teorfa lineal de estabilidad para
el flujo Taylor Couette son la prediccién del
Ty, el comienzo de la inestabilidad, su de-
pendencia de otros pardmetros del problema

y la forma en la que el fluido fluye después del
comienzo de ésta.

3 LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO

3.1 Ecuaciones para el movimiento
laminar y estacionario Analisis del
flujo de Couette

Fil estudio de la primera bifurcacién del flujo
Taylor Couette comienza a partir del FCC,
que es un movimiento circular puro. Fl anéli-
sis del movimiento laminar que se presenta
en este flujo permite hallar la distribucién de

velocidad, presién y esfuerzo €nl el anillo de

ﬂm%?a.an R, y R, los radios de los cilindros

interior y exterior en un sistema TaylprﬁC_ou—
ette, que se suponen concer}trlcos, infinita-
mente largos y giran con velocildades angulares
Q1 y Qo respectivamente. Se tiene un ﬂ1.11-do 1n—q
compresible contenido entre los .dos ghndros
que viaja con movimiento estacionario y ve-
locidad V y se define 7 como la distancia de
un punto cualquiera del fluido al eje de los
cilindros.

Sean U,V,W las componentes de la ve-
locidad en las direcciones radlal,‘ transversal y
axial respectivamente. Fn el ﬂUJ? de Couette
tanto U como W son nulas segun lo presen-
tado anteriormente. .

De acuerdo a la geometria del sistema, re-
sulta evidente la comodidad de utih.zar las
ecuaciones de Navier Stokes y de cortinuidad
en coordenadas cilindricas:

2
v, o VU Wl Y
ot or v 00 z
0 P 2 U_E@i 2
_§<;+grh>+u<vU’_;§ r2° 96 ()
ov ov V QZ W’a_‘{_i_ﬂ _
5tV T8 T e T T
V. 20U
0 P 2y __ Y 2 oY .
—m (;+gth> +v (v Vv r2 + r2’ ae) (J)
H
6_”{_{_ % K?_VK_*—WQK =
ot or r 00 0z
% (z‘) +g;’l> +v (Vi) (4)
0z \ p
ou U 10V —%:O B
—87+7‘_+;.§9-+ o2 (5)
Con
2 109 18 &
2_ o 1o Y 9 .
Vet i T2 52 (6)

Fl flujo de Couette es una solucién de las
ecuaciones de Navier Stokes que queda com-
pletamente definido a partir de estas ecua-
ciones y las condiciones de frontera.

Fn estado estacionario cada particula de
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fluido esté despribiendo un MOViyyjento cir-
cular. De acuerdo con 1as CCUaGiopes de ci-
nemadtica, se sabe qué V(r) = Q (r)r; y las
componentes U y W de la VelOCidad son cero,
ademés no existe gradiente de Presigy en la di-
reccién tangencial. Asl que las €Cugaciones de
movimiento se reducen a:

2 .
_P‘V— = _a_p en direccion radial (7)
Ui or
?v 19V V T :
= <—37‘2_ R = ﬁ) en direccisy tangencial(8)
0= —? + pg en direccion axial 9)
z

Fn la direccién tangencial, como V' sélo
es funcién de r, se pueden tomar derivadas

totales:
0 (LY 1@[_}{)
@ T

Notese ademds que

2V 1dv vy _ 4 Gi(ﬂ/)) —0  (10)
dr?2 ' dr 12 dr \ rdr

Fsta ecuacién puede integr.arsg con res-
pecto a r para encontrar la distribucién de

velocidad V (r) en el flujo:
Virl=Ar+ o Distribucién de Velocidades(11)
‘s

donde A y B son constantes Ielaci.o'nadas
con las velocidades angulares de los cilindros

Q Q : - .
1 }1:71 ﬂ?ljo resultante es uil flujo azimutal, en

el que las lineas de corriente son circulos con-

. : la Figura 3.
céntricos que se ilustran e :
A pargir de la expresion para lGrEloniiE

se obtiene una para la velocidad angular €2 (1)

del fluido
B
Q(T) = A + ﬁ (12)

Reemplazando 1,0y, Ry v Ry en la ex-
presién para §2(r) , se obtienen dos expre-
siones para las constantes A y B donde p es
la relacién entre las velocidades angulares de
los cilindros = Q2/y:

(1-n5) , (1= p)
SR s A, A Ql.Rl—ﬁ_
(1-%) (1-%)
Para el caso particular en el que el cilindro
exterior estd en reposo:

__Rp

A

A=Qy. , (13)

0. R?
Rz
(1-&)
Por otro lado, de las ecuaciones de
movimiento (7), (9) y (11) se pueden obtener
expresiones para la distribucién de presiones y

esfuerzos cuando se requiera, usando el tensor
de esfuerzos.

A B =

4 PERTURBACION SIMETRICA DEL
FLUJO

La primera bifurcacién se puede determinar
por andlisis de estabilidad lineal, estudiando
para este caso el efecto de pequenas fluctua-
ciones axisimétricas (no dependen de ) de la
velocidad u,v,w que se superponen al flujo
bésico de Couette (tnico y estable).

Sean entonces u,V 4+ v y w las compo-
nentes de la velocidad en el movimiento per-
turbado del flujo de Couette, u es la compo-
nente en la direccién radial, V + v la compo-
nente transversal y w la componente axial.

Se asume que u,Vv,w Son pequenas com-
paradas con V', y que la perturbacién es ax-
isimétrica, por tanto es funcién der, z y ¢ sola-
mente; siendo z la coordenada en la direccién
del eje de los cilindros y ¢ el tiempo.

5 TEORIA DE ESTABILIDAD LINEAL

Fl desarrollo tedrico se realiza a partir de las
ecuaciones de Navier Stokes y de continuidad,
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las cuales han sido perturbadas por las fluc-
tuaciones u,v y w. Para estas ecuaciones se
asumen soluciones axisimétricas con las varia-
bles separadas de la forma

a = a1 (r).cos(Az + ). exp(ot) (14)

donde a es la perturbacién, a; es una fun-
cién que s6lo depende del radio, \ es el niimero
de onda de la perturbacién en la direccién
axial y o es una constante compleja; con solu-
ciones de esta forma y las condiciones de fron-
tera se obtienen ecuaciones en términos de
a1, 0y A.

Las ecuaciones de Navier Stokes pertur:
badas para fluidos incompresibles en coorde-
nadas cilindricas, aplicadas al flujo de Couette
son:

Du (V +v)?

2 (p
D - = T (;-i—gh) +vV2u  (15)

DV+v) (V+viu 0 (p
Dt r T r.oe ;-i—gh) +

(V+v) 2 0u
UVZ(V+V)+I/(— = +;—2%> (17)
Dw o (p
Dt s (; “”l) +v (Viu) (18)

2 2
Coanz\(?«—-i-l?— 1i >
or? ~ rOr 1 5 6% " 92
y — :u.£+ (‘ +v).——+w.i+£
])_t or r 06 0z ot
Teniendo en cuenta que se asume una, per-

turbacién simgtrica (las variables no dependen
de 0 y por tanto sus derivadas se anulan), des-
preciando los términos que contienen prc’)duc-
tos o cuadrados de u.v,w para lineglizgar por
truncamiento las ecuaciones, considerando un
fluido incompyresible, considerando que V sélo
depende de r y definiendo V2 = 7312 + 1.9 g
obtiene el sigyjente grupo de ecuzda.gionerszar

10p V2 ou B
p'Br_T x —*55-{-2(/"-}-5)\;4_

, 0Pu U (19)
+v (Vlu 52 r?
o*v VvV
Z_‘t' = —2Au+v <V%V+ 022 - 7"2)20)
0w
po: — e U\ o2

Ahora, de la ecuacién de continuidad:
V.V =0
ou u 10V4+v) Oow 29
e e tas 0 22)

y por la condicién de simetria:

Ou v, 0w _, (23)
or r 0z

Ademsés las seis condiciones de frontera
que deben satisfacerse son: uw=v =W = 0
enr = Ry, Rs.

A partir de aqui se desarrolla el anélisis en
términos de modos normales. Para perturba-
ciones infinitesimales, la dependencis tempo-
ral de la amplitud tiene una expresion €Xpo-
nencial A(t) = Agexp(ot); a partir de ésto
se encuentra una ecuacién algebrdica para
o(X T,) y su solucién determina aquellos va-
lores del pardmetro de control T, y numero de
onda A para los cuales la perturbacion crecera.,
condicionada por el signo de la componente
real de 0. Se asume entonces la solucién en
forma de perturbaciones axisimétricas como la
presentada anteriormente en la ecuacién (14):

3

= wuj.cos(\z) exp(ot) f
vV = V. COS()\Z) exp(n't)
w = wsin(Az) exp(at) (24)

. _op
YUY =75 Y = 71 cos(Az). exp ()

Donde u;, v, y 4, son funciones de r
dnicamente, A es el nimero de onda de la
perturbacién en la direccién axial y O €s una
constante compleja, donde la parte real es la
rata de crecimiento de la perturbacién. Si o
€S Mmayor que cero la perturbacién crece y
el movimiento es inestable. Si o es menor
que cero la perturbacién se amortigua y el
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movimiento es estable. Si o = ( e] movimiento
se denomina neutral (Taylor, 1923).

Al asumir esta forma para la solucién de
las ecuaciones, Taylor anticipa la existencia
del flujo periédico en la coordenada z; en
otras palabras, las perturbaciones anticipan la
aparicién de los vortices de Taylor.

Tomando las ecuaciones (19), (20), (21) y
(23) reemplazando en ellas las ecuaciones (24)
se obtiene el grupo de ecuaciones que se quiere
solucionar.

5.1 Series Bessel-Fourier

La solucién de este grupo de ecuaciones resul-
tante se desarrolla teniendo en cuenta que las
funciones Bessel son la “forma, natural” para
flujos o fenémenos fisicos con fronteras cilin-
dricas, y que cualquier funcién continua f (r)

que se anule en R; y Ry se puede desarrollar
en una serie de Bessel-Fourier, pues estas fun-

clones conforman un conjunto ortogonal.

Fis/ conveniente expresar u,, v, y w; de
(24) en esta forma, porque al introducirlas en
las ecuaciones de movimiento conducen a rela-
ciones lineales entre los coeficientes de las di-
ferentes expansiones. De modo que se asume
una expresién en serie de Begsel Fourier de la
forma:

up = Z A B1(KkmT) (25)

m=1

la cual satisface las condiciones de frontera,
u; = 0 en Ry y Ry. De manera semejante se
expresa viy w; ( Watson, 1995, Taylor, 1923).

Retomando de forma general la solucién
del problema se tenfan cuatro ecuaciones: las
ecuaciones de Navier-Stokes y la ecuacién
de continuidad, se quiere conocer el compor-
tamiento de u, v, y w, el tamano de los vor-
tices y la velocidad critica en la que se for-
man con las variables A y o, y p como incég-
nita adicional. Se elimina la presién p, se ex-
presan u, v, y w, como a = a;(r).cos(Az +
). exp(ot) y se reemplazan en las tres ecua-
ciones restantes. Ahora u;(r) se expresa en
términos de una serie Bessel-Fourier. Fsta su-
posicién permite encontrar una expresion para
v1y con viy u; encontrar otra expresion para

w;. Como puede verse de la ecuacién (25) es-
tas expresiones quedan en términos de coe-
ficientes del tipo a; y son reemplazadas en
la ecuacién de continuidad que es la tinica
que queda. Como todos los términos en esta
ecuacién estdn expresados después de reem-
plazar como. series Bessel-Fourier, los coefi-
cientes pueden igualarse y se obtiene un sis-
tema de ecuaciones que puede expresarse en
un determinante homogéneo. Después de algu-
nas operaciones elementales y aproximaciones,
este determinante depende de la geometria del
sistema, un pardmetro 8 = A\/k que expresa
el tamano de los vértices y un pardmetro P
definido como (Ldpez, 2001):

_ m2v2(R;1 + Ry)
- 2.01d3.R%(1 — R3u/R2).(1 — p)

Fista es una nueva variable que reemplaza
a () y para encontrar el minimo valor de ésta
ultima se va a maximizar la variable P para
diferentes valores de 8 en <l determinante. Fl
valor de 3 para el cual P es maximo determina
las dimensiones de los remolinos en los cuales
se estratifica el flujo cuando aparece la inesta-
bilidad ( recuérdese que se ha cambiado A por
esta variable ). Fste proceso se realiza iterati-
vamente puesto que no hay solucijén analitica,
sin embargo la combinacién de este desar-
rollo con el trabajo experimental aporta valo-
res alrededor de los cuales se puede comenzar
a buscar. Con este procedimiento se obtienen
puntos en una grafica P vs (. Taylor discute
tres casos generales para solucionar este deter-
minante. Un caso en el que 1 — u — 0, otro en
el que no es vélida esta suposicién y un ter-
cer caso en el que 0 < p < 1; ésto le permite
incrementar la rapidez con la cual las raices
convergen, pues se simplifica el determinante
segin el caso particular de estudio.

La expresién (26) es la primera versién del
nimero adimensional denominado por Chan-
drasekhar como nimero de Taylor y que se
presenté en la ecuacién (1) en la forma uti-
lizada actualmente.

P

(26)

52 Casol: p—1—0

Para solucionar el determinante, Taylor
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supone que la velocidad de ambos cilindros
es muy parecida. Fn ese caso los términos
de la diagonal del determinante que contienen
el factor (1 — p) 'se vuelven muy grandes en
comparacién con los demnds. Después de al-
gunas consideraciones adicionales el determi-
nante puede solucionarse a partir de la si-
guiente expresién:

12(12 + 6) 332+ 6%
1— (P/B%) (12+ 83" 1 (P/B%) (3 + B°)3

Para un valor particular de (3, es posible
aproximar la rafz mnds grande de la expresién
anterior. Un cédlculo aproximado muestra que
los mayores valores estdn en la vecindad de 1.

Fn la Tabla 1 se muestran valores
obtenidos para P en funcién de § tomando
para cada valor de (3 los treinta primeros tér-
minos de la serie. Fn la Figura 4 se muestra
la gréfica P'vs. 3. Fstos célculos se realizaron
para las condiciones experimentales del equipo
construido y el fluido usados para este tra-
bajo.

+.=0(27)

Valor de 8 Valor de F

0.8 0.0523043
0.9 . 0.0549872
0.98 0.0557639
0.99 0.0557827
0.9999 0.0557853
1.0001 0.0557851
1.01 0.0557717
1.02 0.0557426
1.1 0.0549887
1.2 0.052954 |

Tabla 1. Valores obtenidos para P en funcién
de §

Fsta curva tiene un méximo alrededor de
P’=0.0557852 con un valor de 3 alrededor de
1. Por las aproximaciones realizadas es dificil
asegurar que éste sea el valor exacto para £,
pero si se puede esperar que dicho valor se

Variacién deP'con f§
0,056 4 M
0,055 / \\
c
0,053 v

0,052 »
075 085 085 1.05 1.15 1.25

00,04

Figura 4. Variacién de P’ con B

encuentra en esa vecindad (Fl valor obtenido
por Taylor fue 0.0571).
Por tanto:

. 7T2.I/2. (R1 + Rz)
208 BRE. (1 — n?p) . (1 + )

La expresién (28) da el valor critico del
nimero adimensional que caracteriza el flujo.
En la actualidad no se manejan cominmente
ni la ecuacién ni este valor critico, la versién
actual da un valor para el nimero critico de
3390 y se usa la ecuacion (1), pero nétese que
existe una relaciéon aproximada entre ambos:
274 /0.0557852 = 3492.

Por otro lado, de la solucién de esta
ecuacién también se puede predecir que la
inestabilidad es periédica a lo largo de los
cilindros, con longitud de onda casi exacta-
mente igual a dos veces el espesor de la capa
de fluido entre los cilindros; pues en este caso

B =1, la longitud de onda de la perturbacién
es entonces:
2 2md  2d

X BB (29)
y con 3 = 1 la longitud de onda es 2d.
Una descripcién més detallada de los pro-

cedimientos dsados por Taylor se puede en-

contrar en Taylor, 1923, y algudas anotaciones
adicionales en (Lopez, 2001)

P’ = 0.0558(28)

6 RESULTADOS EXPERIMENTALES

6.1 Trazador utilizado en los ensayos

Para los ensayos se probaron diferentes tipos

de pigmentos particuladog perlados, los cuales
rgsultaron buenos tanto para la observacién
directa como para las fotograffas. Fstos pig-
mentos son laminas de mica, recubiertas con
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L4
Figura 5. Equipo Taylor Couette
e

dioxido de titanio o con 6xido de hierro, lo
que les confiere un alto indice de refraccién.
Tienen tamanos de particula en un rango de
6 a 48y y de 10 a 1504.

Una concentracién de 0.25 g de trazador
por cada 100 ml de agua produce senales
satisfactorias. Ademads se utilizaron azul de
metileno y verde de malaquita para generar
mayor contraste en la observacion.

6.2 Procedimiento experimental

Fl equipo debe ser nivelado y alineado con
ayuda de los tornillos y el nivel. Como fluido
de trabajo en este caso se utiliza agua a tem-
peratura ambiente con el trazador en las pro-
porciones planteadas anteriormente, la cual ha
sido hervida y dejada en reposo durante algu-
nas horas para sacar el aire, aunque es posible
utilizar agua destilada. Se introduce el fluido
lentamente, tratando de evitar que se formen
burbujas. Si queda aire en el fluido, las burbu-
jas se pegan a la superficie del eje y dejan una
estela cuando se pone a funcionar el equipo, lo
que conduce a observaciones erréneas al mo-
mento de determinar la velocidad critica. Por
esta misma razoén, el fluido entra al equipo por
la zona inferior mediante un ligero vacio y el
mecanismo de sifén.

Después de programar una rampa de ace-
leracién en el variador, el motor comienza a
rotar desde velocidad cero en todos los en-
sayos. Esta va incrementando progresivamente
hasta el valor seleccionado para desarrollar el
ensayo. Los parametros a tener en cuenta du-

rante la experimentacién son la velocidad de

trabajo, la rampa de aceleracién utilizada, la
viscosidad del fluido, la longitud de fluido uti-
lizada, el nimero de vértices y su longitud de
onda. Fis necesario asegurar los mismos pro-
cedimientos al comienzo de cada prueba para
garantizar resultados repetibles.

No se ha encontrado un criterio muy claro
para establecer el tiempo de experimentacién
suficiente para que desaparezcan los estados
transientes. Donnelly (Donnelly, 1980) men-
ciona un tiempo propuesto por Snyder (Sny-
der, 1969) como el tiempo de ajuste para el
tamano de la celda, el cual estd dado por la
ecuacion:

2
b 0.15L

(30)

14

que para una columna de fluido de 386 mm
en el equipo y una viscosidad de 1.0117 x 10~°
m?/s, equivale a 22196 s o 6 horas para cada
experimento. Sin embargo es un tiempo de-
masiado alto, por lo que sélo se realizaron con
estos tiempos los ensayos de velocidad critica
cuando ya se tenfa claramente establecido un
rango de velocidades entre los cuales se encon-
traba aquella velocidad critica buscada.

6.3 Desarrollo de los experimentos

Los experimentos realizados se concentraron
principalmente en determinar el comienzo de
la inestabilidad y los vértices de Taylor, en
los que se tienen en cuenta las predicciones
tedricas comparadas con la observacién del
comienzo de la inestabilidad. Fstas experien-
cias se realizaron para cuatro combinaciones
posibles de dos cilindros interiores con radios
13 mmy 8.5 mm y dos cilindros exteriores con
radios 18.4 mm y 25.25 mm, para un tiempo
de aceleracién y una longitud de columna de
fluido fijos.

6.4 Determinacién del comienzo de la
inestabilidad y los vértices de
Taylor

6.4.1 Observaciones

Cuando el fluido se pone en movimiento a muy
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Figura 6. Formacion de los vértices de Taylor a partir del flujo

de Couette

bajas velocidades aparece el flujo de Couette.
Fis posible hacer el seguimiento de algunas
particulas y observar que el movimiento es cir-
cular puro. En la secuencia de fotografias de la
Figura 6 se observa el comienzo de la inestabi-
lidad a partir del flujo de Couette y la apari-
cioén posterior de los vértices de Taylor. Fn la
fotografta central de la figura ya se insindan
algunas bandas y en la derecha aparecen los
vértices de Taylor completamente definidos.
Fxiste una incertidumbre sobre el valor de la
velocidad critica, pues el movimiento celular
secundario no aparece simultdneamente a lo
Jargo de toda la longitud de los cilindros, sino
que comienza en algunas zonas y tnicamente
alcanza la longitud completa del cilindro des-
pués de un ligero incremento en la velocidad.

6.4.2 Velocidad critica experimental

Se toma como velocidad critica experimental,
la velocidad para la cual los vértices estdn dis-
tribuidos a lo largo de toda la longitud de los
cilindros.
variador y se realizan varios ensayos de dos
horas para estrechar el rango de velocidad en
el que aparecen los toros; una vez se identifica
este rango se hacen ensayos de 5 horas para
determinar la velocidad critica y asegurar la
repetibilidad de este valor. Fsta observacién
se realizé para las cuatro combinaciones de los
dos ejes y los dos cilindros exteriores.

6.4.3 Velocidad critica tedrica

Fl mimero de Taylor critico estd dado por:

La velocidad se controla desde el ,

Loépez y Naranjo

L= 7 @)

este nimero se calcula la ve-
locidad critica tedrica teniendo en cuenta la
geometria del equipo y la viscosidad del fluido
de trabajo. Fste criterio es valido s6lo cuando
se cumplen las hip6tesis del modelo inicial, en
la que d < Rj. Chandrasekhar cita un trabajo
realizado por él, Reid y Flbert en el que desa-
rrollan un modelo tedrico para casos en los que
esta hipétesis no es valida (Chandrasekhar,
1961). Cuando n = 0.5 Chandrasekhar pro-
pone otra versién para el nimero de Taylor:

2\ 2
Ty = <91R1> = 33100 (31)

A partir de

9 v

Fiste nimero serd utilizado para comparar
los resultados experimentales cuando d =
9.9mm y d = 12.25mm.

6.4.4 Longitud de onda azial

Si o es positiva, la teorfa lineal de estabili-
dad predice que la amplitud de una pertur-
bacién inestable aumenta con el tiempo de ma-
nera exponencial. Sin embargo, experimental-
mente se observa que para cualquier valor de
1, > T,., se establece una amplitud de equili-
brio finita. Fn el caso particular del flujo Tay-
lor Couette, esto quiere decir que los vértices
de Taylor no crecen de tamafno indefinida-
mente, sino que encuentran un tamano a par-
tir del cual ya no crecen mas. La prediccién
de este comportamiento se pierde por la linea-
lizacién de las ecuaciones, pues la amplitud
de las perturbaciones alcanza una magnitud
considerable después de que ha tomenzado la
primera bifurcacién, por lo que la linealiza-
cién, en la que se consideraban los productos
de los términos de perturbacién como uv o 2w’
despreciables, ya no es valida.

Como se observa en la Figura 7, cuando
aparece la inestabilidad, el tipo de movimiento
que se genera es periddico a lo largo del eje
de los cilindros, con una, longitud de onda casi
igual a dos veces el espesor de la capa de fluido
entre los cilindros. Fl flujo estd formado por
vortices contenidos en los que el fluido recorre
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Figura 7. Seccién céntral de una columna de fluido con vértices
. . S 48 LY 5
de Taylor laminares axisim étricos. El cilindro interior rota a 18

rpm. Visualizacién con pigmentos perlados. n = 0.7y ' = 71.5.

patrones en espiral. Las superficies ¥ = 0 mar-
can la frontera entre vértices, por lo que es
posible medir la longitud de onda.

Mobbs y Younes proponen que cualquier
discrepancia en esta medida es debida a la
necesidad de ajustar un niimero de células en-
tero en la longitud finita de la columna de
fluido. Fsto significa que la estructura espa-
cial de los vértices no es tnica. Las células
que se encuentran en los extremos no son célu-
las de Taylor y su naturaleza depende de si
la frontera es sélida o deformable y de la ve-
locidad relativa con el fluido. La circulacién
en una célula adyacente a una frontera rigida
tiene una direccién predeterminada, mientras
en una superficie libre puede tener su propia
direccién de rotacién y puede ajustar su lon-
gitud axial para acomodar células de Taylor
(Mobbs and Younes, 1974). Es notable ademés
que las células se generan por pares, y cuando
no puede ajustar el par en la longitud de fluido
dada, forma en los extremos vértices extranos
de tamanos variables.

A partir de las fotografias es posible deter-
minar la longitud de onda de los vértices. La
refraccién del vidrio y el agua magnifican las
dimensiones horizontales y no las verticales,
por lo que esta longitud puede tomarse direc-
tamente sin hacer correcciones. La fotografia
que se muestra en la Figura 7 se tomé para
Ry = 13 mm y Ry = 18.4 mm. Fscalando
de las dimensiones de la foto: A/2 = 5.04.
Por otro lado, teéricamente se tiene: \/2 =

Figura 8. Dislocaciones

Ry— Ry = 5.4 mm. Utilizando el mismo proce-
dimiento con las fotografias de las demds com-
binaciones de cilindros se’completa la columna
de longitud de onda experimental de la Tabla
6.1. Vale la pena mencionar que esta medida
varfa mucho en ocasiones, sobre todo cuando
el tamano del anillo d comienza a crecer, pues
cuando la columna de fluido no es un muiltiplo
de 2d, la longitud de onda de los toros debe
acomodarse para abarcar toda la columna. Fn
ocasiones este proceso toma mucho tiempo y
se generan gran cantidad de vértices con forma
de lente, en los que el toroide no se completa
(estas irregularidades se denominan disloca-
ciones y se ilustran en la Figura 8). FEntre
los vértices de Taylor no hay intercambio de
fluido, la presencia de dislocaciones permite
intercambiarlo durante las etapas transientes
para ajustar el tamano de las células.

Ri[mm] Ralmm| n d i d/Ry
13 184 0.7 54 71.5 0415
13 25.25 0.51 12.25 31.5 0.942
8.5 18.4 046 99 39 1.165
8.5 25.25 0.34 16.75 23 1.97

Tabla 2. Pardmetros geométricos del sistema.

Fn la tabla 3 se muestran los resultados
tedricos y experimentales para la velocidad an-
gular del cilindro interior y el tamano de los
vortices obtenidos con las diferentes combina-
ciones de radios para la primera bifurcacién
del flujo. Las unidades usadas son las rpm
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para la velocidad angular y milimetros para.
el tamafio del remolino.

d/R1 Qcr Qmm E Q E Ar AE

0.415 9.7 9.3 10.3 10.8 10.1

0942 3.9 3.5 44 24.5 21.3
1.165 9.1 6.5 7.8 19.8 175
197 - 5.8 6.8 33.5 285

Tabla 3. Comparacién de resultados tedricos
y experimentales para los vértices de Taylor.

Fl error en la medicién de la longitud de
onda realizada por Taylor es del 5% para

R, =293 mmy Ry = 4.035 mm y del 3.5% -

cuando R; = 3.25 mm y Ry = 4.035 mm. La
diferencia entre los resultados tedricos y los
experimentales de este trabajo es de 6.5% en
el primer caso (R; = 13 mm y Ry, = 184
mm) y alrededor de 13% en los demss. Fl au-
mento en la diferencia entre estos dos dltimos
valores se debe principalmente a que sélo en
el primer caso son vélidas las hipétesis para
la linealizacién de las ecuaciones. Taylor uti-
liz6 una columna de fluido de 900 mm, lo que
le asegura una zona de estudio m4s libre del
efecto de las condiciones de frontera; en este
trabajo se utilizé una columna de 386mm.

6.4.5 Comparacion con los datos de algunos
1nvestigadores

Fn la tabla 4 se muestran los valores del
nimero de Taylor critico correspondientes a
cada combinacién de cilindros. Los valores de
esta tabla se encuentran tomando la velocidad
critica experimental y obteniendo de la expre-
sién para el nimero de Taylor el valor critico.
La Figura 9 muestra los resultados experi-
mentales o teéricos obtenidos por algunos in-
vestigadores para la variacién del nimero de
Taylor critico con 7 cuando p = 0 (DiPrima,
1963), éstos se comparan con los puntos expe-
rimentales (X) encontrados en este trabajo.
Fis notable que los puntos para las dife-
rencias de radios mds pequenas se encuentran
alrededor de los datos obtenidos por otros in-
vestigadores, pero el caso en el que d/R; =

3500 = . 04'-'&
Tac*2n/1+M ’v,v
x-———*%( v
v
Bor = x/ Puntos experimentales
= Lowis X
Taytor o
2000 - g Donnelly o
Puntos tedricos
Chandrassihar  +
Kichgasner A
1500 GPfmayTso ---
n
1000 02 04 06 08 , 1
Figura 9. Variacién del n iimero de Taylor critico con la

relacién entre los radios n para = 0

1.97 se sale completamente de las predicciones
tedricas. Las unidades para los radios son los
milimetros y la velocidad angular Q¢ g las

TPM.

Ri Ry n Qe Tac Tuc- 12+j7)
13 184 0.7 9.3 3832.22  2209.1
85 184 046 6.5 6775.12 1963.8

13 2525 0.51 3.5 6696.83  2307.1
85 2525 0.34 5.8 20079.55

3464.5

Tabla 4. Valores obtenidos
experimentalmente para el nimero de Taylor
critico.

6.4.6 Con diferencias de radios mds amplias.

Como se ha dicho anteriormente, la teorfa li-
neal se ajusta muy bien cuando las diferen-
cias entre los radios de los cilindros es pe-
quena; a medida que esta diferencia, empieza a,
crecer, los resultados se desvian considerable-
mente de las predicciones teéricas realizadas
por Taylor. De los cuatro casos que se obser-
varon en el trabajo experimental, el que co-
rresponde a un anillo d/R; = 0.415, se ajusta
bien a las predicciones; los dos intermedios
d/R; = 0.942 y d/R; = 1.165, presentan ur;
comportamiento que atin es predecible bajo
las consideraciones de Chandrasekhar, pero el

caso extremo d/R; = 1.97, presenta un com-
portamiento muy irregular.
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Hay unos vértices adicionales que no estén
ligados a la inestabilidad centrifuga de Taylor,
sino a la geometria de los extremos del cilin-
dro. Fistos vértices se denominan vértices de
Fickman y se encuentran aun por debajo de
la velocidad critica (Lamb, 1932). Si la relacién
de aspecto I' no es lo suficientemente grande,
es posible que se confunda la presencia de estos
vértices con la propia inestabilidad, por esto
la relacién de aspecto debe ser lo més grande
que se pueda y la observacién debe realizarse
en la zona central, bien lejos de estos.

7 CONCLUSIONES

Los resultados experimentales obtenidos ca-
racterizan el flujo Taylor Couette para
nimeros de Taylor entre 7.9 y 360.
Controlando la velocidad de rotacién del
motor, se determiné visualmente el valor para
el cual aparecen los vortices de Taylor. Eiste
es un método que depende de la habilidad del
observador para apreciar la aparicién de vor-
tices, sin embargo se detecta, sobre todo con
anillos de fluido pequenos, un valor alrededor
del cual definitivamente se encuentra la ve-
locidad critica, ademds los resultados pueden
ser repetidos. La alternativa es utilizar un ve-
locimetro laser doppler o PIV para detectar
cuando aparecen componentes radiales y axi-
ales de la velocidad en el flujo de Couette.
La inestabilidad del flujo aparece en veloci-
dades cercanas a las predichas por el nimero
de Taylor cuando d/R; = 0.415, con una di-
ferencia del 6%. A medida que el pardmetro
d crece, la hipétesis por la cual se linealizé
el problema ya no es védlida. Los resultados
obtenidos para los casos intermedios tienen di-
ferencias del orden del 14% cuando se utiliza
el criterio de Chandrasekhar; en el caso critico
con d/R; = 1.97 los resultados experimentales
no se ajustan a las predicciones teéricas, lo
cual es previsible dado que en este caso no se
cumple ninguna de las hipétesis del modelo. .
Fiste resultado se refleja mds claramente
en la Tabla 4 y el grafico de la Figura 9. Los
puntos obtenidos se encuentran en tres de los
casos alrededor de los presentados por los in-

vestigadores, sin embargo, para el cuarto caso,

d/R, = 1.97, la diferencia es muy grande y
muestra una tendencia opuesta a la predicha
por la linea. Fsto evidencia la necesidad de
estudiar y explorar mds este caso critico, pero
también muestra que para rangos en los que
n < 0.5 es posible obtener en este equipo re-
sultados comparables con los de otras investi-
gaciones.

Fin la Tabla 3 se reportan dos valores ex-
perimentales de velocidad, uno denominado de
inestabilidad y otro denominado critico. Se re-
portaron dos valores, pues experimentalmente
se encuentra que una vez han comenzado a
aparecer bandas estables en el flujo y que in-
dican el comienzo de la inestabilidad, es nece-
sario aumentar un poco la velocidad para lo-
grar que se formen toros a lo largo de toda la
longitud de los cilindros. La minima velocidad
a la que esto sucede se ha tomado como ve-
locidad critica y es la que se compara con la
velocidad tedrica del mimero critico de Tay-
lor.

La longitud de onda encontrada expe-
rimentalmente a partir de las fotografias,
se ajusta razonablemente a las predicciones
tedricas cuando d/R; = 0.415; no se encon-
tré un cambio apreciable de este pardmetro
con el aumento de la velocidad de rotacién
de eje interior por encima del valor critico
y hasta la aparicién del FVO, pero hay una
variacién notable cuando la columna de fluido
no corresponde con un miltiplo de 2d o un
valor cercano a él. Fn este caso el estado tran-
siente del flujo permanece por més tiempo ob-
servandose gran cantidad de dislocaciones en
la columna. Fste efecto es mucho mds impor-
tante cuando la diferencia de radios es mayor,
formando incluso un vértice en la superficie
libre de comportamiento y tamafio notable-
mente diferente a los demds quizés para tratar
de ajustar la longitud de onda de los pares de
vértices. Aunque los valores obtenidos para las
demds combinaciones de cilindros también son
semejantes a los predichos por la teorfa lineal,
el efecto anteriormente mencionado es mucho
més notable en estos casos, conduciendo a di-
ferencias importante en el tamafio de los toros
en una misma columna de fluido y a unos pe-
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riodos de movimientos transientes mucho maés
largos.

Debe resaltarse la diferencia entre el com-
portamiento del fluido en la frontera sélida y la
frontera en superficie libre: el vértice inferior
parece rotar siempre en la misma direccién.
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