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RESUMEN: Las derivadas de la solucién fundamental de la ecuacién unidimensional del calor en un dominio no
acotado, definen onditas con n momentos que se que se anulan. Las transformadas calculadas con estas onditas,
son herramientes ttiles en la deteminacién de la regularidad de una senal. Una medida de la regularidad local, el
exponenge Holder, se estima numéricamente con los coeficientes de la transformada médulo maximo, calculados en
las escalas pequeiias. Se presentan los resultados en senales de prueba, en movimientos Brownianos frccionales y en
electrocardiogramas. ‘

PALABRAS CLAVES: Onditas, Transformda médulo méaximo, Ecuacién del calor, Exponente de Holder.

ABSTRACT: The derivatives of the fundamental solution of one-dimensional heat equation in a non-bounded domain
define wavelets with n vanishing moments. The transforms calculated with this wavelets ara useful tools in determining
the regularirity of e signal. A mesure of the local regularity, the Holder exponent, is numerically estiinated with the
coefficients of the modulus maxima transform, calculated in small scales. The results of this estimation are presented

in testing signals, in fraccional brownian motion as well as in electrocardiograms.
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1 INTRODUCCION

El indice de precios en una bolsa de valores, los lati-
dos del corazén (Ivanov et al., 1999), los movimien-
tos brownianos fraccidénales, son entre otras, sefiales
continuas no diferenciables que presentan estructuras
fractales o multifractales. Para caracterizar estas es-
tructuras es necesario determinar la regularidad de
la senal (funcién de L*(R)). El exponente de Holder
cuantifica la regularidad de una senal en un intervalo
o en un punto y ademés, mide el grado de singularidad
de una funcion o de sus derivadas. El célculo del expo-
nente de Holder podria hacerse usando su definicién,
sin embargo, para funciones como la de Riemman, este
enfoque no produce un buen resultado (Meyer, 1993).

La transformada de Fourier no puede dar infor-
macién acerca de un evento localizado en el dominio
temporal y por elld, no es adecuada para detectar y
cuantificar las singularidades de una senal.

Las onditas generadas mediante la derivacién de
la solucién fundamental de la ecuacién unidimensional
del calor en un dominio no acotado, definen transfor-
madas que detectan y cuantifican las singularidades
de una sefal o de sus derivadas. El decrecimiento de
los coeficientes de la transformada ondita, cuando las
escalas de las lineas maximas disminuyen, suministra
procedimientos numéricos para la estimacién del ex-
ponente de Holder." ‘

En la seccién 2 dé este trabajo, se introduce la
solucién fundamental de la ecuacién del calor y se de-
finen las onditas, la transformada ondita y la regula-
ridad de una funcién. La estimacién numérica de la
regularidad local realizada mediante la transformada
ondita, se apoya en los teoremas obtenidos principal-
mente por Jaffard (Jaf fard,1989) y Mallat (Mallat
y Hwang, 1991) y se estudia en las secciones 3 y 4.

En la seccién 5, se presentan los resultados del cédlculo
aproximado del exponente de Holder en senales digi-
tales con exponente conocido, en movimientos brown-
ianos fraccidnales y en electrocardiogramas.

2 SOLUCION FUNDAMENTAL,
ONDITAS Y REGULARIDAD

2.1 La ecuacién del calor y su solucién

La solucién fundamenta] del problema de valor inicial

@—@t>0— <z <00
5 o2 T TS T (1)
e, 0)Z f(z)

es

e 4t
p(z,t) = T

Esta solucién se obtiene via andlisis de Fourier y ella
es una funcién C* en (0,00) X R (Taylor, 1996) .

Para un t > 0 fijo, se tiene:

i). La solucién p(z,t) y cada una de sus derivadas
con respecto a z, son funciones rdpidamente decre-
cientes, es decir, para cualquier k£ > 0y m € N existe
Ch, tal que

Cm

K
< —m-
V:zGR,|p (a:)| ST
ii). La funcién p(z,t) pertenece a L?(R) y estd
bien localizada en tiempo y frecuencia. Usualmente se
interpreta, como la respuesta al impulso de un filtro
de paso bajo, debido a que su transformada de Fourier
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Figura. 1. La ondita ¥, y su transformada de Fourier
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p(w) = e~t" toma valores muy pequefios en las

frecuencias altas ( jw| > 6 ).
iii). La solucion p(z,t) es una dilatacién de la
)
funcién de densidad normal, ®(z) = £2—. Haciendo

‘ V2n
52 = t, podemos escribir p(z,t) = %@s(m), donde

o (z) = %%l_ Con esta notacién, la solucién tdnica

u(z, s) del problema 1 con condicién inicial f € L?(R)
dada, es la convolucién de f con p(s,t)
(s, ) = pls, o) (z) = 7=, ().

La solucién, en la variable z, es una funcién con-
tinua de L?(R). Ella se obtiene por la accién de un
filtro de paso bajo dilatado, sobre la condicién inicial

2.2 Las Onditas

Una ondita es una funcién ¥ € L*(R) que satisface

oo

/ U(z) dz = 0. @)

— 00

En este trabajo las onditas ¥ son funciones de

valor real con ||¥||, = 1. La condicién 2, llamada de’

admisibilidad, es equivalente a \il(O) =0y por ello su

transformada de Fourier, ¥(w) € L%(R), es la funcién
de transferencia de un filtro de paso banda. Dilatando
y transladando a ¥ se obtiene una familia de onditas

W(Z=v
Us(z) = 2552, con || T, )| = 1.
La transformada ondita de una funcién f €

Lz(R), con respecto a ¥, en la escala s > 0 y en la
variable v € R, se define como

W f (s,v) .

[ LR e
= f*xU,(v). (3)

en donde ¥,(z) = &\/?3 La convulsién (3) calcula la

transformada ondita de una sefial f con filtros de paso
banda expandidos (s > 1) o contraidos (s < 1). Como
U satisface la condicién 2, el coeficiente W f (s, v)
mide la variacién de f en una vecindad con centro en v
y radio proporcional a la escala s. A variaciones brus-
cas de la sefial corresponden coeficientes W f (s, v)
de magnitud grande y a cambios suaves, coeficientes
pequenos.

Para calcular la regularidad de una senal, se re-
quiere que la ondita ¥ tenga n € N momentos que se
anulen, es decir, ¥ debe satisfacer la condicién

(e o]

/xk VU(z)dr =0, para0 <k<neN. (4)

—00

Una ondita con » momentos que se anulan es or-
togonal a todo polinomio de grado (n — 1) y -por lo

tanto, la transformada ondita de estos polinomios es
W f(s,v) =0.

2.3 La regularidad de una funcién

Una funcién f : R — R es Holder a > 0 en zg , si
existe K > 0 y un polinomio de grado m = |a], tal
que para todo z en una vecindad de zg, se cumple

|f(2) = Pm(z)] < K |z — 2o/ (5)

Se dice que f'es Holder « uniformemente en [a, b],
si satisface 5 para todo zo € [a,b], don K indepen-
diente de zo. Al nimero a se le llama Exponente de
Holder.

La regularidad de f en zg 0 en [a,b] es el sup de
los valores de a, tales que f es Holder a.

Si la regularidad ap de f en zq cumple n — 1 <
a9 < n, con n € N, entonces f es (n — 151 veces con-
tinuamente diferenciable, pero su derivada f("~1) gg
singular en zy. El exponente aq caracteriza esta sin-
gularidad. Una sefial f € L?(R) acotada y discontinua
en o, tiene regularidad @ = 0 en g y si la regularidad
es a < 1 en o, lasenal f es continua y no diferenciable
en ro

Si f es Holder & < n en zy, entonces en una
vecindad de zo, podemos aproximar a f con un poli-
nomio, P,_;, de grado a lo sumo (n — 1); es decir
f(x) = Pn_l(flf) + El:oy con |Eg;0| S K |$ — 1}0,0. La.

o ——
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Figura. 2.(a) Electrocardiograma.(b) Transformada Ondita.(c) Lineas méximas.
(d) Exponentes de Holder,(a+3), estimados en las escalas de las lineas 2 y 8.

transformada ondita de f, con respecto a una on-
dita ¥ con n momentos que se anulen, se escribe

W f(s,v) =W Eg,(s,v). (6)

Cuando v estd en una vecindad de zg, con la ex-
presién 6, se ‘calcula aproximadamente el exponente
de Holder « en el punto zg:

3 CARACTERIZACION DE
SINGULARIDADES USANDO ONDITAS

3.1 Las onditas para el andlisis de las
singularidades

La funcién par &(z) = \/2— con f ®(z) dz # 0,
es la solucién fundamental de la ecuacién del calor,
cuando t = % Esta es una funcién suavizante, porque
la convolucion o filtrado de f con ® remueve las altas
frecuencias de f
Con la funcién & se define
d’n.
Vn €N, ¥,(z) = ﬁ(tb(z)). (7
La funcién ¥, es rapidamente decreciente.
Veamos que es una ondita con n momentos que se
anulan.
()|

En efecto, ¥,, € L?(R) porque f_ dz <

co. La transformada de Fourier de ¥, es \I!n(w) =
(7w)™ d(w) y como '@(w)l < oo y ®0)
/2% ®(2) dz #0,

se tiene que ¥,,(0) = 0 y asi, ¥,, satisface la condicién
de admisibilidad 2.

La ondita VU, tiene a lo méds n momentos
que anulan. De acuerdo con las propiedades de

la transformada de Fourier, se deduce que [ z"
W, (z) e gz =" ()" U, (™ () y realizando unos
calculob sencillos, se concluye que,para0 <k <n €
¥, 9 (w) = wr®® (w) +
i nw™ 1D (w)... +n(n—1)
+...(n—k+ 2w F1o0) ()
+n(n=1)... (n—k+ D" *d(w).

Si03k<n,esclaroque\ilk(0)—0ysik:nen‘

tonces, ¥ ')( 0) =n! &(0) # 0. Por lo tanto, la ondita
¥, tiene a lo mds n momentos que se anulan, adi-
c1onalmente desde el punto de vista numérico, la on-
dita ¥,, se considera de soporte compacto (ver figura

1).
La transformada ondita de f € L%(R), con res-
pecto a ¥;, viene dada por

@;)(v)

Whi(s,v) = d—"(f ' ®)
= .s"f * (v) 9)

an f
= " % * @s(v), (10)

en donde ®4(z) = De la definicién 7, se

\/_
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Figura. 3. (a) Sefial con exponentes de Holder conocidos. (b) Transformada ondita.
(c) Lineas maximas que convergen a las singularidades.
(d) Pendientes estimados en las escalas de las lineas méximas 3,6 y 8.

. T (2) ar
obtiene ¥y(z) = 2= = S"Ex—n('bs(:v)) y con-
mutando los operadores convolucion y diferencial en
W™ f(s,v) = f *¥s(v), se deduce 8.
Con lo anterior, se obtiene que la transformada
Wnf (s,v) = s2%° u(s,v), donde u(s, v) es la solucién
de 1 con condicién inicial f™, s> =ty z = v. La

derivada f(™), se define en el sentido de las distribu-
ciones.

3.2 Los coeficientes ondita en las escalas
pequenas

La regularidad de una sefial en un punto o en un in-

tervalo, esta relacionada con la forma como los coefi-

cientes de la transformada ondita, decrecen en las es-
calas pequenas. Medir el decrecimiento asintético de
los coeficientes, es equivalente a observar la senal a
resoluciones cada vez mayores o a escalas que se van
acercando a cero.

Veamos una primera relacién entre el decreci-
miento de los coeficientes y la escala.

Consideremos una ondita ¥ rapidainente decre-
ciente, con n momentos que se anulan y de soporte
compacto [—m,m]. Sea f € L?(R), una funcién de re-
gularidad « en un intervalo [a,b], conn —1 < a < n.

Para cualquier zg € [a, b] y para cualquier z y v en
una vecindad de xg, dé acuerdo con la hipétesis de re-
gularidad, se tiene que f(z) = Pp—1(z) + K |z — x0|“,
con K independiente de g,

Como V¥ tiene n momentos que se anulan, la

transformada ondita es ortogonal
a todos los polinomios de grado m — 1 y por tanto
AW £ (s,0)] < [2o K & —2o|* [¥s(v — x| dz.

Por ser ¥ es rdpidamente decreciente, se tiene que
111% \I’T(:) = c0. Con este limite y la continuidad de la
88—
funcién |z — zo| *, la desigualdad anterior la pode-
mos escribir, como |W f (s,v)| < M |v — zo|® 4/s. Por
ultimo, ya que ¥ es de soporte compacto, concluimos
que

|W £ (s,v)] < O (s*T%),cuando s — 0
(11)
Los teoremas de Jaffard dan condiciones nece-

sarias y suficientes para que la transformada ondita

determine la regularidad de f en un punto o en un
intervalo.

Teorema 1. Dada una ondita ¥ rapidamente de-
creciente y con n momentos que se anulan. Si f €

L*(R) es Holder a<n uniformemente en [a,b], en-
tonces existe A > 0 tal que

V(s,v) € Rt x R, |[Wf(s,v)| <As*T2
(12)

Reciprocamente, si |W f(s,v)| satisface 12 y si a« < n
no es un entero, entonces para cualquier € > 0, f es
Holder a<n uniformemente en [a + €,b — €] (Mallat).
Teorema 2. Dada una ondita ¥ rdpidamente de-
creciente y con n momentos que se anulan. Si f €
L?(R) es Holder a<n en o, existe A > 0 tal que
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V(s,v) € RT xR,

[0 4
V—2Xo

W £(s,0)] <As*+ (1 + ). (13)

¢ N ‘ .
Rlemprocamente 81 a<n no es un entero y existen A y
a < o tales que -

Y(s,v) € Rt x R,

’
a

) (14)

vV — 2o

W £(s,v)| <As®+¥ (1 +

f es Holder a,en zo (Mallat)
. Paralas onditas ¥ con soporte compacto [-m, m],
el cono de influencia de x4 se definle como el conjunto

de puntos en el plano (s,v) tales que zj ests en el so- v

porte de la ondita ¥, ,(z) = %?—) Como el soporte
=) .
de ——=— es [v — ms,v + ms], el cono de de influ-
encia de zy también est4 definido, por la desigualdad
|v — 20| < ms (ver Figura 2(b)).
Si W, estd definida como en 7, las condiciones 12
y 14 se escriben

; [W™f(s,v)| < A(s*+%), es decir, (15)

log, (W™ (s, )| = loga(4) + (o + 3) logs(s).
A (16

Entonces, “si las escalas correspondientes a
cualquier linea dentro del cono de influencia de zg se
acercan a cero, los valores absolutos de los coeficientes
de la transformada ondita decrecen. '

4 LA TRANSFQRMADA ONDITA
MODULO MAXIMO

La senal f suavizada por ®;, f * ®,, tiene en las dis-
continuidades de:f puntos de inflexién, que pueden
ser maximos o ‘minimos locales del valor absoluto de
su primera derivada. Estos méximos locales correspon-
den a variaciones bruscas de f*®, y los minimos estdn
asociados a cambios suaves.

La transformada ondita W!f (s,v) es propor-
cional a la primera derivada de f * @, y por lo tanto,
para cualquier escala s > 0 en el dominio de la variable
v, los extremos locales de W f (s, v) son los puntos de
inflexién de f+®, y los ceros de W2 (s,v). Para s > 0,
los puntos v en donde el valor absoluto de W* f‘(s, v)
tiene méximo local, corresponden a puntos de discon-
tinuidad de la sefial f. En forma similar, los puntos
en donde|W?2f (s, v)| tiene un maximo local, son los
puntos de discontinuidad de la primera derivada de la
sefial. En general, para s > 0, los v en donde el valor

d‘n
absoluto de W™ f (s,v) = -sngv_n(f * ®5)(v) toma un

méximo local, son los puntos de discontinuidad de la
derivada (n — 1) de f.

) De la expresién 16 se deduce un primer algo-
ritmo para la estimacién del exponente de Holder,
a < n — 1, en un punto. Se calcula la pendiente de
logy [W™ f (s, v)| como funcién lineal de logy,(s), en las

escalas de la linea vertical que termina en el punto .
Este procedimiento se modifica haciendo el calculo de
la pendiente, en las escalas de la linea que converge
a To y que une los puntos en donde los coeficientes
W™ f (s,v)] tienen un maxime local.

n punto (So,vp) se llama médulo miximo de
Wnf(s,v), si [W™f(s,v)| toma un méximo local en
v = vp. Una linea maxima de W™ f (s, v) es cualquier
curva conexa s(v), en el plano (s,v), a lo largo de la
cual, todos sus puntos son médulo méximo (ver Figura
2(c)). Todos los médulos méximo de W™ f és, v), en el
plano (s,v), definen la transformada ondita médulo

* méaximo de la sefal f.

El siguiente teorema de Mallat establece una
relacién entre la no existencia de médulos maximos
de W (s,v) en las escalas pequefias y la regularidad
de la senal f. '

Teorema 3. Consideremos la ondita ¥,, definida
en 7 y una funcién f € L*(R) N L?(R). Si existe sq tal
que gW" f (s,v)| no tiene médulo méximo en la regién
§v,s Ef[a,b x(0, sg), entonces para todo ¢ > 0, la
uncién
(Mallat)

Como corolario se establecer que f puede ser sin-
gular en o = vo con exponente de Holder o € (0,1),
si existe una sucesién de mdédulos méiximos (sk,vk;,
k € N, tal que klim sk=0y klim vk =g € [a,b]. La

oo — 00

es Holder n uniformemente en [a +¢,b—¢] .

-
transformada ondita detecta entonces todas las singu-
laridades, cuando la escala s — 0.

Como una consecuencia del principio del maximo,
veamos que los médulos maximos deW™f (s,v)
pertenecen a curvas conexas que no se interrumpen
cuando la escala decrece. ' , '

En efecto, dada f € L?(R).y los intervalos [a, b]
¥ [s0,s2] con so > 0, supongamos que los médulos
maximos de W" f (s, v) pertenecen a la regién [a, b] x
S0,52] ¥ que una linea méixima se interrumpe en

s1,v1), con g < §1 < S2 y v1 € [a,b]. Ya que
Wnf(s,v) = s~ u(s,v), en donde u(s,v) es la
solucién de 1 con condicién inicial  f(™ 2 = ¢

z = v, el mdximo local de |[W"f (s,v)| en (s1,v;)
es también un méximo local de |u(s,v)|. Como la
linea maxima se corta en (s1,v1) se puede encontrar
e > 0, tal que el mdximo de |u(s,v)| en la regién
[s1 — €, s1]X[vl — €,v; + €] estd en (s1,v1). Lo anterior
contradice el principio del méximo para la ecuacién del
calor, pues este garantiza que el maximo de |u(s,v)|
para (s,v) € [a,b] x [s0,51], se encuentra en v = a o
env=>boens=sg.

Por lo tanto, los médulos maximos pertenecen a
curvas conexas que no se interrumpen cuando la escala
decrece.

5 ESTIMACION NUMERICA DEL
EXPONENTE DE HOLDER

De acuerdo con lo anterior, las lineas maximas que no
se interrumpen cuando la escala decrece, no necesa-
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Figura 4.(a) Movimjento browniano fraccional (H=0.654). (b) Transformada ondita.

(c)

riamente terminan en puntog singulares. Entonces, para
detectarlos es necesario estudiar como decrecen los
médulos méximos en las lineas maximas, cuando la escala
s— 0. \

Para ello, sea f € L? (R) una funcién con singularidades
[a, b]. Para determinarlas y cuantificarlas, usamos las
onditas y,.

Dado 5> 0, si para 0 < 5 < s, todos los médulos maximos
que convergen a algiin"xy € [a; b], se encuentran en el
interior del cono v - x0|
potencial singularidad de f.

De la ausencia de médulos maximos por debajo del cono
(s > 50) y el teorema 3., se puede concluir f es Holder n
uniformemente en la vecindad de cualquier z #xp Yy
Z€ (xg- mso, Xo + msy). ‘

Ademds, como el decrecimiento de los coeficientes
lw " f(sv) | en la vecindad de xq, estd determinado el
decrecimiento de los médulos méximos en el interior del
cono de influencia, |v - x, |< ms, podemos afirmar, de
acuerdo con el teorema 1., que si f es Holder @ < n
uniformemente en la vecindad de un punto x,, existe A > 0,

tal que cada médulo m4ximo en el cono: |
satisface

< ms, entonces xy €S una

V- X | < ms,

1
| W r(sv) | < as” 2. an

Por lo tanto, la regularidad o en Xo es la maxima

pendiente de log , | wr fGs;v) | como funcién lineal de

logz gs), definida en las egcalas correspondientes a las lineas
maximas que convergen a x,

meas mgximas. (d) Pendientes estimadas en las lineas 1,3,4 y 6.

Para estimar el grado de singularidad de una funcién,

vamos a usar las onditas W,y ¥,. Ellas estin definidas
explicitamente por:

¥ x)=ce™/? y ¥, x)=k(1-x2)e* 2,

El cdlculo de W' £ (s; v) y de W2 f(s,v), se realiza en
el dominio de la frecuencia y en un rango de escalas que
van desde 2° hasta 2" 2™ 1 3 escala mis pequefia que
puede usarse estd limitada por la resolucién de la seiial
digital y usualmente se toma como s = 1 y la escala
mayor estéd acotada por la longitud N de la sefial.

Cada intervalo de este rango de escalas, llamado
octava, se divide en un mimero escogido de voces. Los
coeficientes W+ f (s,v) y W 2 f (s,v) correspondientes a
cada ve [0,N] y & cadase [ 2° hasta 262 ], se
grafican empleando una escala de grises, blanap para los
coeficientes negativos y negro para los positivos.

En primer lugar, consideramos un electrocardiograma
y usamos la ondita ¥, para calcular el exponente de
Holder al final de la onda R del complejo QRS.
Haciendo el ajuste lineal, en el sentido de los minimos
cuadrados, de log, |w! f(sw) | como funcién de log,(s)s
en las escalas que corresponden a las lineas maximas 2 y

1
8, obtenemos el exponente de Holder estimado (o + 5—)

como la pendiente de estas rectas (ver Fig. 2. (¢) y (d)).
La segunda sefial analizada se construye, a partir de la
funcién k |# , con exponentes de Holder o = 0.754, 0.0,
0.612 en x, = 512, 1024, 1536 respectivamente.
Para calcular la transformada de esta sefial se usa la
ondita ¥, y elajuste lineal para estimar el expo-
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nente de Holder se realiza en las escalas pertenecientes .

a las lineas maximas 3, 6 y 8 (ver Figura 3.).

La ltima sefial en  consideracién, es
un movimiento browniano fraccional (mbf) con ex-
ponente de Hurst H = 0.654. Cualquier realizacién de
un (mbf) es una funcién no diferenciable en casi toda
parte con exponente de Holder puntual o = H. Los
(mbf) se utilizan para simular registros de porosidad
verticales y generar mapas de porosidad, que permiten
hacer prediccién de procesos:de recobro mejorado en
yacimientos de petréleo (Restrepo, 2000) En la figura
4. se muestra una realizacion de un (mbf),la grafica
de la transformada ondita con respecto a W5, varias de
las lineas méximas y el ajuste lineal de los médulos de
los coeficientes de la transformada como funcién de las
escalas, correspondientes a las linea$ 1,3,4,6. La regu-
laridad estimada del (mbf) viene dada por la méxima
pendiente de.estas lineas a = 0.6551.

Los célculos numéricos se realizaron en MatLab,
version 5.1 con la ayuda de Subrutinas de los progra-
mas WaveLab version 701 y 800 (lab). '
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