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RESUMEN. §e presenta de manera simplificada el andlisis no-lineal eldstico de una viga-columna esbelta sometida a
grandes deflexiones y pequefias deformaciones unitarias, con secci6n transversal simétrica, y con conexiones semi-rigid
cmgada 'sc:'>l('> en los extremos, incluyendo los efectos de las excentricidades de las cargas axiales y la falta de a %l o
vertical inicial. Las funciones cldsicas de estabilidad desarrolladas por Timoshenko son utilizadas en el método pro F;::oo
el cual aunque aproximado, puede ser utilizado en el andlisis no-lineal geométrico y de estabilidad ap Pueﬁas,
deformaciones unitarias eldsticas de una viga-columna con conexiones rigidas, semi-rigidas y simples E'p e:étodo
Prop’ue.sto, e! cual consta de una ecuacién no-lineal relativamente sencilla, puede ser utilizado también e.n e‘] andlisis
me]gstxco_ geométrico de columnas sometida a pequefias deformaciones unitarias cuyas conexiones sufren de degradacién la
flexién, o que por lo contrario, de rigidizaci6n. Las cargas resultantes obtenidas por el método propuesto esténg dentro del
1,5% de los valores teéricos “exactos” hasta deflexiones transversales muy grandes (alrededor de 0.80 de la luz de la viga-
columna, cuando los cambios en la longitud de su cuerda son tenidos en cuenta; 6 0.30 de la luz de la vi a-columﬁa
cuando la longitud de su cuerda se supone que permanece constante). La validez y efectividad del .méto%lo y de laq'
ecuaciones propuestas son corroboradas con soluciones el4sticas disponibles de vigas-columnas a grandes deflexiones y a
pequeiias deformaciones unitarias, incluyendo la solucién del problema cldsico de la “Eldstica”. ‘

PALABRAS CLAVES. Vigas; columnas; grandes deflexiones; andlisis PA; andlisis no-lineal; conexiones semi-rigidas;
estabilidad; andlisis estructural. ’

ABSTRACT. The nonlinear large deflection-small strain analysis of a slender beam-column of symmetrical cross section
with semi-rigid connections under end loads including the effects of axial load eccentricities and out-of-plumbness is
developed in a simplified manner. The classical (Timoshenko's) stability functions are utilized in the proposed method
which, although approximate, can be used in the stability and nonlinear large deflection-small strain elastic analyses of
beam-columns with rigid, semi-rigid, and simple connections. The proposed method consisting of a single nonlinear
equation can also be utilized in the large deflectior-small strain inelastic analysis of beam-columns whose connections
suffer from flexural degradation or, on the contrary, flexural stiffening. Load results from the prdposed method are within
1.5% of the theoretical values up to very large transverse displacements (0.80 times the member span when the changes in
the member cord length are taken into account, or 0.30 times the member span when its cord length is assumed to remain
constant). The validity and effectiveness of the proposed method and equations are verified against available solutions of
large deflection-small strain elastic analysis of beam-columns, including the solution of the classic problem of the

“Elastica”.

KEY WORDS. Beams; beam-columns; large deflections; PA analysis; nonlinear analysis; semi-rigid connections; stability;
structural analysis.

limites eldsticos. Esta tendencia ha influenciado aun los
cédigos de construccién actuales que rigen las
estructuras hechas de materiales tradicionales de
construccién como el acero, aluminio, concreto
(reforzado y pretensado), y la madera.

En miembros esbeltos con deflexiones transversales a
lo largo de sus luces (i:e., los efectos Pa), la deriva entre

1.INTRODUCCION

Con los adelantos en la ciencia y tecnologia de
materiales compuestos con grandes capacidades
el4sticas (resiliencia y resistencia tdltima), y la necesidad
de estructuras con miembros estructurales de grandes

luces, livianos y esbeltos, se ha creado un gran interés
por el anilisis a grandes deflexiones de estructuras de
alta flexibilidad y resiliencia. Por ejemplo, miembros
hechos de materiales de polimeros livianos pueden
sufrir deflexiones laterales extremadamente grandes con
pequefias deformaciones unitarias sin exceder sus

sus extremos (i.e., los efectos Pa), y los efectos de los
momentos debidos a flexién en la rigidez axial (i.e., el
efecto "arco") causan comportamientos no-lineales
geométricos con momentos flectores, rotaciones,
desplazamientos y deformaciones adicionales. Estos tres
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efectos geométricos no-lineales alteran por completo la
respuesta eldstica. La respuesta pre y post-pandeo a
pequefias deformaciones unitarias de vnggg-columnas ha
llegado a ser de gran interés en el andlisis estructural,
especialmente si los miembros son esbeltos. En una
estructura de marcos o aporticada, por ejemplo, los
efectos PA pueden conducir al pandeo de uno de los
miembros individualmente (o al colapso local). Los
efectos PA pueden llevar a una inestabilidad estructural
global (o al colapso de un piso); la reduccién en la
rigidez axial de un miembro puede llevar al fenémeno
denominado en la literatura técnica como "snap-
through" en los miembros sometidos inicialmente a
compresién (Smith-Pardo y Aristizabal-Ochoa, 1999).
Estos tres efectos geométricos no-lineales dependen no
solo de la capacidad del material para deformarse
elasticamente y de la geometria de la estructura, sino
también del arriostramiento lateral, de las condiciones

de apoyo y de la intensidad de las cargas axiales

aplicadas externamente o inducidas en los miembros de
la estructura.

1.1 Métodos de anlisis.

El comportamiento eldstico no-lineal geométrico de una
viga-columna puede ser investigado utilizando la
expresién exacta de la curvatura en la ecuacién
diferencial de la deflexién (i.e., el método de Ia
"Elastica" descrito por Timoshenko y Gere, 1961 pigs.
76-82), o por un andlisis aproximado de segundo orden,
tal como el método matricial por elementos finitos
(MEF) a grandes deflexiones con o sin grandes
deformaciones unitarias (Torkamani et al., 1997).
Aunque se conoce la solucién exacta para el
comportamiento post-pandeo de una Vviga-columna
perfecta sometida a una carga axial de gravedad, dicha
solucién incluye integrales elipticas, y los resultados
obtenidos son presentados en una forma muy poco
prctica, tanto para . su estudio durante el
comportamiento ‘bajo otras combinaciones de cargas,
como para la relacién entre la carga axial aplicada y las
deflexiones transversales, particularmente cuando el
miembro sufre de imperfecciones iniciales tales como
combaduras, falta de verticalidad o aplomo, y de las
excentricidades en las cargas axiales aplicadas. Rivello
(1969, péags. 411-417) trata este problema y presenta
una solucién aproximada para una columna articulada-
articulada imperfecta (con combadura inicial) bajo carga
axial concéntrica utilizando el método variacional de
Rayleigh-Ritz. Bolotin (1964, pags. 45-47) igualmente
presenta una solucién aproximada para una columna
articulada-articulada  perfecta usando el método
variacional de Galerkin.

Por otro lado, a pesar de la disponibilidad de
algoritmos por el MEF y programas poderosos por
computadora, el andlisis de segundo orden de una viga-
columna todavia es una tarea dificil y poco préctica para
gran mayorfa de los ingenieros estructurales. Esto se
debe al gran nimero de grados de libertad (GDL)
requerido para lograr un nivel de precisién deseado
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(Wilson y Habibullah,- 1992). Cop§epuentemente, la
gran mayoria de los métodos de anahsls: no-lineales no
son faciles de utilizar en problemas.practlcos (Zhou y
Chan, 1997). Para obviar tales dificultades en los
analisis de segundo-orden de estructuras aporticadas
hechas con materiales convencionales, se utilizan

. métodos simplificados basados en la metodologia de la

aplicacién de factores de amplificaci6n a los resultados
obtenidos de un andlisis estructural de primer qrden
(ACI 1999, AJISC-LRFD 1994). Se debe hacer énfgsxs en
que estos métodos simplificados pueden ser l{tnl.lzados
con una exactitud aceptable en estructuras eldsticas, a
cambio de otros més exactos, si la relacién de la carga
axial aplicada P es menor que 0,6 de la carga critica de
pandeo (produciendo errores en los 0 momentos
amplificados calculados menores del 2%, Timoshenko y
Gere, 1961 pag. 15). Por lo tanto, existe la necesidad de
un método simple y prictico para e[ cédlculo de la
respuesta a grandes deflexiones de una viga-columna.

1.2 Objetivos. o )
El objetivo de esta publicacién €s presentar un método

préctico para el andlisis no-lineal a gran@c;s deflexiones
de una viga-columna esbelta con seccién transver§al
simétrica y con conexiones seml:ngldas bajo cualquier
tipo de cargas en sus extremos, lpc}uyendc los efectos
de la falta de aplomo y de excentricidades de las cargas
axiales en los extremos. El método aqui propuesto,
aunque aproximado, se puede utiligar en el anéli~51s
eldstico no-lineal a grandes deflexiones y pequefias
deformaciones unitarias de una viga-columna con
conexiones simples, rigidas y sen{i~r1’gidas. La evcual’c.ié_n
propuesta también puede ser ut{llzada en ¢1/ ana11~315
inelastico a grandes deflexiones y "pequenas
deformaciones unitarias de una viga-columna cuyas
conexiones sufren de degradacion flexural, o que por el
contrario, sufren de rigidizacién a flexién. También se
incluyen los efectos no lineales de las deformaciones a
flexién en la longitud de la cuerda del miembro
desarrollados por Ekhande et al. (1989).

Las ventajas del método propuesto son: 1) los efectos
de las conexiones semi-rigidas son condensados en una
sola ecuacién no-lineal con una sola incdgnita (para
ambos casos: raccién y compresion axial) sin introducir
grados de libertad y ecuaciones gdicionales; 2) el
método propuesto, basado en funciones de estabilidad
cldsica para una viga-columna con conexiones semi-
rigidas (Aristizdbal-Ochoa, 1996 y 1997a-b), es mucho
mds exacto que cualquier otro método aproximado
disponible; y 3) el método puede ser incorporado en el
anélisis no-lineal eldstico a grandes deflexiones de una
viga-columna con cualquier condicién de soporte y de
cargas en los extremos sin mayores dificultades. Las
cargas aplicadas en los extremos pueden incluir
combinacién de momentos, fuerzas transversales y
axiales conservativas y no conservativas. Su validez y
efectividad son verificadas con soluciones ya
disponibles de andlisis eldsticos con grandes deflexiones
y con pequefias deformaciones unitarias de viga-
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material elastico lineal y homogéneo con un médulo de
elasticidad E; 2) su eje centroidal es una linea recta con
un desaplomo inicial 6, con respecto al eje vertical; y 3)
estd cargado en A con P (carga vertical), Q (carga
transversal), y M (M=Pe+M', donde M’ es un momento
externo adicional aplicado en A). Cada una de estas tres
cargas aplicadas en el plano de flexién pueden ser
combinaciones de cargas conservativas y no
conservativas con sus intensidades, direcciones y signos

columnas, mcluyendo la solucién del problema clésico
de la "El4stica".

1.3 Suposiciones. :

Consideremos una viga-columna prismdtica en el plano,
que conecta los puntos A y B como lo muestra la fig. 1a.
El elemento se compone de la misma viga-columna AB,
y de las conexiones a flexién k, y K, en los extremos
superior e inferior, respectivamente. Se supone ‘que el

miembro AB es flexionado alrededor de uno de los ejes
Prln01pales en su seccidn transversal, con un momento
de inercia / y drea Ay ademas 1) estd hecho de un

variando independientemente.

Q<_\ T\A(h’ sen’ 'h.\é'll"'o)
= b
P -
(a) (1)
FIG. 1

B/ \

Figura 1.

fuerzas y momentos en el plano de flexién.

2. MODELO ESTRUCTURAL

El arriostramiento lateral en A es dado por un resorte
de desplazamiento de rigidez 'S, con .un extremo
conectado al extremo A de la viga-columna, y el otro
extremo a rodillos verticales que se deslizan sobre un
muro vertical rigido y sin friccién, como se puede
apreciar en ‘Fig. la. Las unidades de S, son en
fuerza/distancia. Las conexiones a flexién tienen

Esquema del ‘sistema viga-columna bajo cargas en los extremos con conexiones semi -rigidas y
arriostramiento lateral. (a) Modelo estructural con un 4ngulo de aplomo vertical inicial 6,; (b) Grados de llbertad '

Estos indices varian entre cero (i.e., R,=R,=0) para
conexiones simples (i.e., articuladas) a infinito (i.e.,
R,=R,=oc) para conexiones totalmente restringidas
(i.e., empotradas). Nétese que el algoritmo propuesto
puede ser utilizado en el andlisis ineldstico de una
viga-columna cuando el comportamiento ineldstico
estd concentrado en las conexiones. Esto puede
llevarse a cabo actualizando la _rigidez -de las

rigideces Kk, y K, (cuyas unidades son en conexiones K, y K, para cada aumento de las cargas de
fuerzaxdistancia/radian) en el plano de flexién. Las una manera de incrémentos lineales. Gerstle (1988) .
relaciones R,=X/AEl/h) 'y R,=x,/AEl/h) son ha indicado limites superiores e inferiores para x, y

designadas como los indices de rigidez de las-
conexiones, donde: /= momento de inercia de la viga-
columna alrededor del eje principal en cuestién; y A=
luz de la viga-columna o la longitud inicial de cuerda.

K. Xu y Grierson (1993) utilizaron estos limites en el
disefio de estructuras metélicas; con. conexiones semi-
rigidas.
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Los siguientes dos pardmetros son in{roducidos
(Cunningham 1990) para mayor conveniencia:

pa =1/(1+3/R,) (1a)
pp =1/(1+3/Rp) (1b)

en donde p, y p, son llamados factores de fijeza. Para
conexiones perfectamente articuladas, tanto el factor
de fijeza p como el indice de rigidez R son cero; pero
para conexiones rigidas o empotradas, el factor de
fijeza es 1 y el indice de rigidez es infinito. Ya que el
factor de fijeza s6lo puede variar entre 0 a 1 en
conexiones eldsticas estables (mientras el indice de
rigidez R puede variar de 0 a o), es mds conveniente
utilizarlo en el andlisis eldstico de estructuras con
conexiones semi-rigidas (Aristizdbal-Ochoa, 1997a-b,
y Xu y Grierson, 1993).

Método y ecuaciones propuestas. )

Las ecuaciones de una viga-columna sometida a
grandes deflexiones y pequefias deformaciones
unitarias en el plano de flexién alrededor de uno de
los ejes principales son desarrolladas en esta seccidn.
El méiodo propuesto consiste en resolver las
ecuaciones NO-lineales (2) y (3) simultineamente.

(Mg +Mp)h :

+ {P sen@ + (Q - SAh[(h, h)sen 0 -senf, Dcos 9}

3 h =0
(hy 1) "

‘ : P, . )
h, h=|1—-~ — - % _
' EA 4p2p?
en donde:
Py = Pcos 6+ {SAh[(hr /h)sen 6-sené, ]-— Q}sen 2]

Reemplazando la ecuacién (3) en la (2), resulta que
s6lo es necesario resolver la siguiente ecuacién no-
lineal:

R H
PserD+| Q—-SpH|[1- " —- 22— kepf—send, | ko
EA 4p%? ?
B H | My+m
. -— —_A_’"_’E —— =0
EA 4g%
C)

La ecuacion (2) representa la condicién de equilibrio
rotacional de la viga-columna que se muestra en la
fig. 1b alrededor del extremo B, y la ecuacién (3) la
condicién geométrica de la distancia real entre 1os dos
extremos de la viga-columna o cuerda (expresién que
incluye el efecto de la fuerza axial y el efecto “arco”
causado por la flexién). Nétese que la carga axial de
la viga-columna P, se toma como la suma de los

componentes existentes de las fuerzas honzo;taleﬁa)s/
verticales en A, a lo largo de su cuerda.

magnitudes de los momentos finales M, y M, y el
efecto "arco" proveniente del factor H, dependen del

signo de P,, asi: g .
a) Para P,>0 (compresi6n), y definiendo

D, =(1'Pa Xl‘pbhz +3(Pa +Pp ‘ZPan)
(1~ ¢ /1ang)+9p 4 pp lran(p. 2) (9, 2)-1]

entonces,

M D =-3p4[0-pp)+ 3pp 1an(p.2) ¢]
El

'(9—90)»}1 ¢2 +(]'Pa)

°[(l—pb)¢2 +3Pb(1‘¢rfa"¢)]M

(5a)
MyD. =-3p, (- Pa)+3pg tan(p 2) 9]
*6-6,)% 6% -39, (- pa)1-9/sen gy

(5b)

H, = ¢(M3 + Mg Xl,""tamp +¢>,’sen2 ¢)

~2(M g +Mp )? +20M ;M (146 tang) sen ¢
)

b) Para P,< 0 (traccién), se define
Dy = (1= pu Xt - pp 2 +3(pg + Py - 2papp )
*(1~¢ tanh¢)+9p, pplranh(p 2) (5.2)-1]
entonces
M D, =3p,|1- p, )+ 3p, tanp 2)ig]
o —eo)ff 92 +(-p, [(1 - P02 =30, 1 —¢,’tanh¢)]M
* (7a)
MyDy =3p,[1- pg)+3p, tank(p2) 9]
EI |
*6-65)"" 6% ~3p,(1- pg X~ ¢ 5enh g )M
| (7b)
Hy =012 + M2 anhg + ¢ senn? g)

~2M g+ My +20M ;M 1+ tanhe) senh o
@®)

donde: ¢ = \ ”!P, (EI i h2)

Aunque en las ecuaciones @2 vy @ el
arriostramiento lateral se supone que sea un resorte
lineal (lineal con respecto a la deflexién horizontal
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de A) sobre rodillos verticales, de tal manera que
ninguna fuerza vertical es inducida en cualquier etapa
de las deflexiones laterales, un -arriostramiento no
lineal con condiciones diferentes en sus extremos ‘se-
puede utilizar en el modelo propuesto, siempre y
cuando sus componentes ‘de sus fuerzas inducidas
(horizontales y verticales) sean conocidas en funcién:
de las deflexiones horizontal 'y vertical del extremo A
de ia viga-columna. La deduccién de las ecuaciones
(5) y (7) para M, y M, estén incluidas en el Apéndice
I. Las ecuaciones (6) y (7) de H, fueron desarrolladas
por Ekhande et al. (1989). .

La ecuaciér‘\ (2) puede ser resuelta de dos formas:
una simplificada, ignorando cualquier cambio en la
longitud de la cuerda AB (i.e., haciendo h/h=1 para
cualquier combinacién de cargas); o una completa,
utilizando la ecuacién (4) que incluye cualquier
cambio en la relacién h/h. Las ecuaciones (2) o (4)
deben ser resueltas para cada incremento de carga, o
para un caso o problema nuevo con un conjunto
nuevo de valores P, Q, M, 6,, EA, EL, h, y S,

Los tres ejemplos adjuntos que siguen muestran la
efectividad, simplicidad y exactitud del método
propuesto. Los ejemplos. 1 y 2 son sobre el problema
clasico de una viga-columna en voladizo bajo fuerzas;

concentradas, verticales y horizontales en la parte
superior y sometido a grandes deflexiones. E]
ejemplo 3 muestra los efectos de: imperfecciones
iniciales en una viga-columna (que consiste en dos
segmentos . idénticos en linea recta) simplemente
apoyada sobre su . respuesta eldstica a grandes
deflexiones bajo cargas axiales excéntricas en los
extremos.

3.EJEMPLOS Y VERIFICACION

3.1 Ejemplo 1-. Anilisis no lineal a grandes
deflexiones de una viga en voladizo. o
Determinar el comportamientc de la viga en voladizo

_a grandes deflexiones que se muestra en la fig. 2a.

Suponga que el miembro es perfectamente recto y
horizontal inicialmente con propiedades E, A, Iy h
También suponga que la flexién ocurre alrededor de
su eje mayor y que la carga aplicada Q es siempre
vertical. Ignore los efectos de la traccién axial en la
longitud de 'la cuerda h,. Compare los resultados
calculados con los presentados por Bisshop y Drucker
(1945) y reproducidos posteriormente por Aswell
(1962, pags. 45-4). S

‘
S
- ; )
o i
|
o VT e [T
EI w1 T \\ b T :
i Bi — |
| [ . . 7% L
| a act
{ 61
BT -
I S IR
| 4 ;
- i
’ Lo A(lheal
I
oLZ \L
: L)
1.0
~ (A,
—_——— e s |

Figura 2. Ejemplo 1: Andlisis de una viga en voladizo somet
de Aswell 1962, pag. 45-4) (a) ZModelo estructural; (b) Defle
el extremo libre-versus-Q/AEI/h°).

Ida 5 grandes deflexiones (tomado *°
Xlones verticales'y horizontales en '~
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‘Solucién: en este ejemplo P=S,=0, p, =0 y p,=1,0;
entonces de la ecuacién (4):
M,+M P, H
.(__Q_..__b_)+ L A A Qcos6 =0
h EA  4p*n?
o '(9a)
Donde: P, = —Q sen 6 <0 (traccién); M,=0;
1 EI
My=_ <= 620y
(1-¢ tanho) h -
Hy =l tanhp+p senn2 ¢ )- 2}443.
Reemplazando estas expresiones en !_zl_ggz_ugcién (9a) y
teniendo en cuenta que @= .F ‘(EI ' hzj e

ignorando los efectos de la traccion axial (i.e., el
término P/EA):

H
brand 120 (b
(1-6 tanhO) 4Pt2h2
s}
0100 il tanhgs +q senig

1—-gg tanh g 41—gz/tanh qs)2

(9¢)

Las deflexiones horizontales y verticales en el
extremo libre de la viga serian aproximadamente:

qs(l tanhqs +4 senl?qu»ZO2
A, =hsef=s1- *—— - -/~ serf
2
41-q /tanhqg)

(10a)
Ap =h—h,.cosf =

4(1-gg/tanh qg)

2 )
-2
{1 —cos0+ 95 (‘, tanh gs +qs_senh” g5 )-2 )2 cosg}h

(10b)

La figura 2b muestra las variaciones de 4,/h Y A/h
contra el pardmetro de carga lateral QAEI/h°). Las
curvas calculadas fueron obtenidas de las ecuaciones
(10a-b) y las lineas exactas fueron tomadas de Aswell
(1962, pdg. 45-4). El acuerdo o correlacién en este
problema en particular entre la solucién exacta que
utiliza ecuaciones elipticas y las del método
propuesto, es excelente.

3.2 Ejemplo 2-. Anilisis de una columna en
voladizo con grandes deflexiones (la ""Eldstica").
Determinar las deflexiones verticales y horizontales
de la columna en voladizo que se muestra en la fig. 3.
Suponga que el miembro es perfectamente recto y

)_292+1:0

vertical inicialmente, con propiedades E, A, Iy h.
Suponga también que la carga P permanece vertical y
el miembro se deflecta en el plano alrededor del eje
principal. Desprecie los efectos de la deformacién
axial P/EA en la cuerda h. Compare los resultados
obtenidos con la solucién exacta presentada por
Timoshenko 'y Gere (1961, péags. 76-82) de la
"Eldstica".

e —— - R -

e R
-

P FIG. 3 !
]

Figura 3. Ejemplo 2: Andlisis de una columna en
voladizo sometida a grandes deflexiones (la
"Elastica") (tomado de Timoshenko y Gere 1961,
pags. 76-82).

Solucién: en este ejemplo Q=M=S,=0, p,=0 y
P,=1,0; entonces, utilizando la ecuacién (4):

Mg+M P, H
—(- a- b)+ 1--t - =% _|psen6 =0
(11a)
tn donde: P; = Pcos® 20 (compresién); M, = O;
1 EI 2

Mb =—7(l :4) tan¢) ;
H, = ko(l tang +¢. sen> ¢)— 2}14,3.

’

Reemplazando estas expresiones en la ecuacién (11a)

Y teniendo en cuenta que ¢ = ﬂP,,/(E] h2) y

despreciando el término P/EA: s
Gran _ Hz 1-0 (11b)
(I—B'tane) 4Pt2h2

pc(lltan P.+P, senzpc)«2
Orarf 40 ) g2 120

{l—pc tan pc)z

donde: p=!P:"(EI ’hz) y

Pc = p cos@
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Los desplazamientos horizontal y vertical del extremo
A de la columna son aproximadamente: '

. ”l < r/ 2 )
Ah =h,.ser|9 =<1- Pc liam S__en _RC :2 62 send

- pcl,r"'tan pc)z
(12a)
Ay =h—h.co
Pc 1'tan pc+pC/seerc}2
=hyl-cosfh+—\— - »——A‘r—92c099
£ ;
4(1— Pc; tan pe )2,
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La tabla 1 muestra los valores calculados de 6, Av/h y
A/h con las ecuaciones (11c) y (l2a-b) para
diferentes valores P/P,,. Los valores exactos de la
"Elastica" obtenidos por Timoshenko y Gere (1961,
pags. 76-82), también estan incluidos en la tabla. Los
valores calculados concuerdan con los de la
"Elastica". Por ejemplo, las deflexiones estdn dentro
del 2,8% de los valores de la "El4stica” para un valor
dado’ P/P., y para un valor dado de la deflexién
transversal el valor de la carga axial correspondiente
estd dentro del 1,5% del vaior de la "Eldstica".

3.3 Ejemplo 3-. Anilisis a grandes deflexiones de
una columna con imperfeccién inicial

Determine la ecuacién no-lineal a grandes
deflexiones y pequefias deformaciones unitarias de
una viga-columna simplemente apoyada sometida a
una carga axial excéntrica en cada extremo como lo
muestra la fig. 4a. Suponga que la viga-columna fue
fabricada imcialmente con dos segmentos rectos
idénticos haciendo un 4ngulo 6, con la cuerda AB y
deflectandose en el plano formado por los dos
segmentos. Las propiedades de cada segmento son: E,
A, Iy longitud h. Compare los resultados calculados
con los presentados por Timoshenko y Gere (1961,
pag. 34) para el caso de pequefias deflexiones.
Desprecie los efectos de la deformacién axial P/EA
en la magnitud de la cuerda h,.

Solucién: Tomando solo un segmento, como se
muestra en la Fig. 4b, entonces Q=S,=0,
M=Pe; p,=0 y p,=1,0; entonces, utilizando la
ecuacion (4): tenemos que:

(Ma+Mb)+l P H,

- - Psen6 =0
h EA 4p2p? |

(13)
donde: P = Pcos@ >0 (compresién); M, = Pe;
__(6-65)cos6 +(1—¢/senp)e/h)
(1-¢ tanp)

My = Ph
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Figura 4. Ejemplo 3: Anilisis de una viga-columna
con una imperfeccién inicial sometida a -grandes
deflexiones (tomado de Timoshenko y Gere 1961,
pags. 34). (a) Viga-columna inicial y cargas
excéntricas aplicadas; (b) Modelo estructural.

H, = ¢(MZ + M,‘;Z Xl,'/tan(b -+;¢,’/s'én2 ¢)‘

2M g +Mp ) +20M oMy, (1+¢)tang)sen ¢
Substituyendo las expresiones de arriba para M, y:M,
en la ecuacién (13) y teniendo en cuenta que
o= \,‘Pt:/’ g hZ) y despreciando .el efecto axial
P/EA), tenemos que: '

-6-6, )cos6 + 1-cosp ole'n)
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La ecuacién (14) representa el comportamiento a
grandes deflexiones y pequefias deformaciones

_ unitarias de una viga-columna, como se puede

apreciar en la Fig. 4a [después de que la expresién H,
es substituida en la ecuacién (14)]. Con la solqmon
para @obtenida de la ecuacién (14), las deflexiones
horizontal y .vertical en el centro se calculan
directamente como

H
A= (1—~—7Z7)scn0 —seneowh;y

H 1
Ay=]cosf, —(1- ——2-2—2)0059 h,
, 4K h ]
Ahora, . para pequefias deflexiones (i.e.; para valores
pequeifios de 6), la ecuacién (14) se reduce a:
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6= ;étp [00 Se‘;-g+(l—cos¢)£J (159

La expresién (157) es idéntica a la obtenida utilizando
el método presentado por Timoshenko y Gere (1962,
pag. 14) para pequeiias deflexiones y deformaciones
unitarias usando las funciones cldsicas de estabilidad.

O

4. RESUMEN Y CONCLUSIONES

El andlisis el4stico no lineal con grandes deflexiones
y pequeiias deformaciones unitarias de una viga-
columna esbelta de seccién transversal simétrica con
conexiones semi-rigidas bajo cargas en los extremos
incluyendo los efectos de las excentricidades de la
carga axial y el desplome se resuelven de una forma
simplificada. Las funciones de estabilidad cl4sica de
Timoshenko son utilizadas en el método propuesto.
Los efectos de las deformaciones a flexién sobre la
longitad de la cuerda del miembro segin lo
establecido por Ekhande et al. (1989) también son
incluidos. Los resultados de la carga por el método
propuesto estdn dentro del 1,5% de los valores
tedricos hasta desplazamientos transversales muy
grandes (de 0,80 veces la luz del miembro cuando se
toman en cuenta los cambios en la longitud de la
cuerda del miembro; 6 hasta 0,30 veces la luz del
miembro cuando se supone que la longitud de su
cuerda permanece constante). La validez y
efectividad del método propuesto y de las ecuaciones
no lineales son comprobadas y verificadas con tres
soluciones bien documentadas de anilisis el4stico a
grandes deflexiones y pequefias deformaciones
unitarias de viga-columnas, incluyendo la solucién al
problema cldsico de la "El4stica”.

Las ventajas del método propuesto son: 1) los
efectos de las conexiones semi-rigidas estén
condensados en una ecuacién no lineal simple con
una sola incégnita (para ambos casos de fuerzas
axiales a traccién o a compresién) sin introducir
grados de libertad y ecuaciones adicionales; 2) el
método propuesto es mds exacto que cualquier otro
método aproximado disponible; y 3) el método es
muy prictico y puede ser incorporado en anilisis
elastico-pldstico a ‘grandes deflexiones de viga-
columnas.

Los resultados analiticos indican que la respuesta
eldstica a grandes deflexiones Y pequeiias
deformaciones unitarias de una viga-columna esbelta
no es solamente afectada por la magnitud de la carga
axial, las restricciones de la deriva lateral (ie.,
arriostramiento), el grado de fijaciébn de las
conexiones y sus propiedades eldsticas, sino también
por el "efecto arco" causado por los momentos a
flexién. Aumentos significativos en los momentos a
flexién y en las deflexiones laterales son causados por
los efectos geométricos no lineales, particularmente
en viga-columnas esbeltas.
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Apéndice I. Desarrollo de las ecuaciones (5a-b) y
(7a-b)
La relaciéon eftre los momentos M, y M, y las
rotaciones de los extremos para una viga-columna
perfectamente recta bajo compresién y con un dngulo
de aplomo vertical inicial 6, (Fig. 1a) son mds ficiles
de formular si se utilizan los coeficientes de
flexibilidad (Salmon y Johnson 1980, pag. 849) de la
siguiente manera:

' M, -M
04 =_(9_90)_’>_a

a
_ Mg senp—gcosp  Mp senp—¢

El'h ¢2 sen ¢ El'h ¢(?6S‘Sn¢

. M
0, =-(6-6,)-"
Kb
_ Mp senp—¢cos¢p Mg senp—¢
El h ¢2 sen ¢ E1h¢2sen¢
(16b)

donde 6, y 0, : rotaciones de los extremos A y B
con respecto a la cuerda AB, respectivamente; y

o= P (E11).

Los momentos M, y M, de las ecuaciones (16a-b)
pueden ser expresados en términos de 6-6,, M y las
relaciones de fijacién (R, y Rp), asi:

", - _%Hb . fa_{!iﬂ)}(g 0, W2(EI )

2
1em - ¢ M
* Z[Rb +l tang ]Ra

M,=- 1 [1 +’“”gp_2)](9_90»z(ﬂh)

(17a)

(17b)
en donde

7= ¢’ +(i+—I—II— ) )_l_tar((p/Z)_I
RR, \R, R, | tam| o2

De igual forma, cuando la carga axial P, es de
traccion:

_1f tanh($/2) B 2001,
M, _Y[Rb+——¢ ](9 6, )< (EI'h)
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1fe e ]Rﬁ |
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en donde

__ 9 (L LY e ) rene2)_
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Las ecuaciones (18a-b) se obtuvieron reemplazando ¢

por i¢ (donde i= — 1) en las ecuaciones (17a-b) y
también teniendo en cuenta que sen(ig)=i senh¢,
cos(i¢)=cosh¢, y tan(i¢)=itanh¢. Las ecuaciones (5a-
b) y (7a-b) pueden ser obtenidas una vez que
R.=3p/A1p.) y Rs=3py/(1pPs), son sqbstituidaz en las
ecuaciones (17a-b) y (18a-b), respectivamente.

Apéndice II. Nomenclatura -
Los siguientes sfmbolos son utilizados en este

trabajo: .
A = area de la seccién transversal de un miembro

viga columna.

E = mé6dulo de Young del material.

H, = funcién del efecto "arco” obtenida a partir de las
ecuaciones (6) y (8). ]

h = longitud inicial de la viga-columna AB.

1 = momento principal de inercia de una viga-
columna alrededor de su eje a flexion. ]

M = momento total a flexién externo aplicado
en A.

M, yM, - momentos de extremos A y B de la viga-
columna en AB, respectivamente.

P = carga vertical aplicada en A (+
compresion, - traccioén).

P, = PPEI/W® = (carga axial de Euler).

P, = carga axial a lo largo de la cuerda AB (+
compresion).

p=1?P/'(EI h2)=funci6n de estabilidad en el

plano de flexién. )
0 = carga transversal aplicada en A.
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q= TQ (EI h? ) :pardmetro de carga transversal.

R, y R, = indices de rigidez de la conexién a flexi6n
en Ay B, respectivamente.

A, y A, = deflexiones horizontal y vertical en A de la
viga-columna AB, respectivamente.

K, y K, = rigideces a flexién de las conexiones en los
extremos A y B, respectivamente.

p. y p = factores de fijezaen Ay B de la columna
AB, respectivamente.

@’ = 4ngulo de la cuerda AB con respecto al eje

vertical (fig. 1a).
6,= falta de aplomo vertical inicial con respecto al eje

vertical (fig. 1a).
9; y 9,;= rotaciones de los extremos A y B con
respecto a la cuerda AB, respectivamente (Fig. 1b).

TABLA 1 ANALISIS DE UNA COLUMNA EN VOLADIZO

P/P., . O (radianes) (A/h)car .
1.005035 0.12434 0.1238
1.020568 0.25001 0.24561
1.042345 0.35616 0.34353
1.090054 0.51152 0.47466
1.151720 0.65153 0.57675
1.242254 0.80208 0.66600
1.380637 0.96921 0.73721
1.613533 1.16518 0.78161

.(Al/h)cal. (Al/h)exaclo. (A\/h)e.wvto
0.00951 0.12700 0.01001
0.03815 0.25207 0.04020
0.07660 0.37413 0.08590
0.15443 0.48780 0.16349
0.24372 0.59321 0.25898
0.35585 0.68542 0.38003
0.49393 0.75852 0.53100
0.66435 0.80188 0.72065



