Seccién de Estructuras

CONSIDERACIONES SOBRE LA TEORIA DE ESFUERZOS

Por: Tomés Castrillén O,
Ingeniero Civil

I. INTRODUCCION

En este trabajo, el cual se ha hecho con el dnimo de difundir estos temas entre
estudiantes y profesionales, se deduce en primer término la ecuacién de transforma-
cion de la matriz de esfuerzos debida a un giro de los ejes de coordenadas, partiendo
de la ecuacidn de transformacion de los vectores y de las ecuaciones del equilibrio
en el contorno de un cuerpo (ver anexos Al -y A2).

Se obtendrd una expresién general, muy ficil de memorizar y se ilustrard como
los estados com@nmente estudiados estdn involucrados en tal expresion. Esta ecua-
cion de transformacién es muy (til en el estudio del estado de esfuerzos en el entor-
no de un punto.

Luego se estudiard la cuestion de las direcciones principales como la solucién a
un problema de valores propios.

El acercamiento que se presenta no es el utilizado usualmente en los libros de
texto elementales, pues no es el mas intuitivo. Pero se considera importante, para
los que han estudiado las deducciones més conocidas, por su generalidad y facilidad
para recordar.

Se presume que el lector estd familiarizado con la teorfa de la elasticidad clésica
sobre todo con la notacién y con la teorfa elemental de esfuerzos (referencias 1y 2).
Il. LEY DE TRANSFORMACION DE LA MATRIZ DE ESFUERZOS
11 - 1. Introduccion. En esta seccion se deduce la ecuacién general de transforma-

cion de la matriz de esfuerzos y se la aplica tanto para el caso general como
para el caso plano.
Il -2. Deduccion de la Ley de Transformacion de la Matriz de Esfuerzos. Para ob-
tener la ecuacion de transformacion de la matriz de esfuerzos debida a un gi-

ro de ejes , se parte de la ecuacién de transformacion de los vectores debida a giro
de ejes (anexo A - 1). Es ésta:

lp’l =TI Ipl 1-2-1
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Siendo:
| p* | = vector referido a los nuevos ejes x’, y’, z’
| T | = matriz de transformacién

| p | = vector referido a los ejes originales x, v, z

Evidentemente esta ecuacién rige también para el vector normal a una superficie
0 sea:

[n"l = |TI| In| 1n-2-2

Se ha demostrado (anexo 2) la siguiente relacion:

lpl = lol In]| 1-2-3
Siendo:
| p|= vector e_s)fuerzo aplicado sobre la superficie definida por el vector
normal n
Ox  Txy|
lo| = = matriz de esfuerzos en el plano
Txy Oy

Ox Txy Txz
lo|= Txy Oy Tyz | = matriz de esfuerzos en general

Txz Tyz 0z

En la deduccion presentada en el anexo A-2 se ve que si en lugar de elegir los ejes
X, Y, Z se eligen unos ejes x’, y’, z' se obtiene:

lp1="101 [n'| 11-2-3a
De la ecuacién Il - 2 - 1 se obtiene:

lpl =TIt 1p'l =2k Ta

De la ecuacién Il - 2 se obtiene también:

Inl = ITI' |n'| 11-2-2a

Puestoque | T |* =|T |2 por ser los ejes de coordenadas ortogonales.

Reemplazando las ecuaciones Il -2 - 1ay Il -2 -2aen la ecuacion Il -2 - 3
queda:
IT It 1ptl = la| ITI® Int| 11-2-4
40
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Premultiplicando 11 -2 -4 por | T |

I

RIS e

Dedonde: |p’|

ITI ol ITIY |n']

ITI lal ITI® |n| I1-2-4a

Comparando las ecuaciones Il -2 -3ay Il -2 - 4a se obtiene:

lo'l =Tl lal IT|

11-2-5

el cual era el resultado buscado. Puede consultarse en la referencia 4 una

ampliacién a este tema.

i1 -3. TRANSFORMACION DE LA MATRIZ DE ESFUERZOS EN EL PLANO

En la seccién |l se demostro la relacion
t
lal =|T| lel |IT|

para el estado plano se tiene:

Cos (x’, x) Cos (x’, y)

JAlEI= Cos (y’, x) Cos (y’, y)

yeReg) -

I d x 'x-

transformacion de esfuerzos

I-3-1

De la figura 1:
Cos (x’, x) = Cosa

Cos (x’, y) = Cos (%—a ) =Sena

Cos (y’, x) = Cos 1'% +a)=Sena

Cos ly’, y) = Cosa

Reemplazando:
Cosa Sen

en el plano. ITI= et Cosal 11-3-2
Luego la relacién 11 -5 quedara:
Ox’ Ty Cosa  Sena Ox Toey Cosa —Sena
Toey |02V —Sena  Cosal| |74y Yy Sena  Cosa
Desarrollando se obtienen las ecuaciones:
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0o = Ox Cos2 a+ 27, SenaCosa + 0, Sen2 a cmas
gyr = 0Oy Sen2a —27,, SenaCosa + oy Cos2 o -
Tyry' = —0Oy SenaCosa+7,, (Cos? a— Sen? a) + o, SenaCosa

Las cuales son las ecuaciones de la resistencia de materiales elemental.

Il -4. TRANSFORMACION DE LA MATRIZ DE ESFUERZOS EN GENERAL

les; soélo se incluyen las siguientes pero el lector podréd hacer facilmente el desarrollo

La matriz | T | es en general la siguiente:

(x"x) (x'y) (x'2)
ITI = [ly'x) (y'y) (y'2)

(z’y) (z'y) (z'2)
Siendo: (ij) = Cos(ij)

Entonces reemplazando en la ecuacién Il - 5 se obtiene:

Ox'  Txtyr Txezr xR xayInxez)|s 0% 7 i T
Ty Oyt Ty = |ly'x) (y'y) (y'2) o L
Tyizr Tyigr Ozt (z'x) (z'y) (z'2) TS O

(x"x) (y'x) (z'x)
(x'y) ly'y) (z'x)
(x"2) (y'z) (z'2)

Desarrollando se obtienen las ecuaciones de transformacién de esfuerzos genera-

o también podra obtener las restantes por permutacién ciclicade x, v, z.

Txl ys

0y = 0,-Cos? (x'x) + oy Cos? (x'y) + 0, Cos2 (x’ 2)

* 2 7yz Cos (x"x) Cos (x"y) + 217,, Cos (x’ 2)
+ 2 7,4 Cos (x’ ) Cos (x’ x)

‘ 4=
= 04 Cos(x’'x) Cos(y'x) + o, Cos(x'y) Cos(y’y)

+ 02/Cos (x’ z) Cos ly" 2) + 7, [Cos (x’ x) Cos (y’ y)

+ Cos (x* y) Cos (v x)] + 7, [Cos (x" y) Cos (y’ z)

+ Cos (x" 2) Cos (y’ y)] + 7 [Cos (x’ z) Cos (y’ x)
+ Cos (x' x) Cos (y' 2)]

I1l. DIRECCIONES PRINCIPALES

I1I-1 Introduccion. En esta seccion se tratara de hallar las direcciones principa-
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les. Se sabe que, por definicién, los planos principales son aquellos para los cuales
la direccion del esfuerzo resultante, coincide con la direccién de la normal al pla-
no. Dicho de otro modo: son planos sobre los cuales actlan Gnicamente esfuer-
zos normales o sea que no hay esfuerzos tangenciales.
i1 -2 Direcciones principales en el plano. Se parte de las ecuaciones del equilibrio
en el contorno. Debe recordarse que estas ecuaciones valen también en el
interior del cuerpo, cuando se estudie el estado de esfuerzos en un punto.
Entonces teniendo que: (anexo A-2)
Epils =" Koo R
Se pregunta si podré existir una direccién para la cual se tenga (referencia 3).
lpl= k |n| m-2-1
Siendo k una constante arbitraria; si asi fuera se cumpliria que:
lol Inl = k |n| 1 -2-2

Esta expresion puede ponerse asf:

[iea it ol s=stlkc BN Enile=10 m-2-3

ok

Para el plano ésta ecuacion queda:

Oy Txy

Tx y Gy

Siendo:
Ip, mp = los cosenos direccionales de la normal o sea de una direcciéon principal.
De la expresion anterior se obtiene:

(k -0y) - Txy Ip

oy (k-0y) mp

Lo qgue constituye un sistema de dos ecuaciones lineales homogéneas. Para que
ese sistema tenga una solucion distinta a la trivial ( Ip =, mp = 0) se requiere que:

(k 'ax) ‘Txy
Det =0 1-2-4
o Txy (k ‘Cry)
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Desarrollando el determinante se obtiene:
(k-0x) (k-0y) -74y2 =0

y luego :
k* —k (ox + 0y) + 0,0, -Tyy2 =0

Resolviendo la ecuacién se encuentra que:

k {ox + oy) £ l/(Ux + 0y)° — 4(0y0y -7xy2)
L 2
+
__ﬂ’:___“! + )/-(Ux—cy)z + 47,2
2

o sea que habra dos valores de k

Kk, =K SOy

1 2
e L oo T any
gx t oy

1
3 = —2— |/ (o, — Uy)z + 47,2

y ky=

Correspondientes a direcciones principales. Si se reemplaza el primeroen 111 -2 -2

(ox + oy) 1

0x® + Ty m= [ : Ve J lox — 0,02 + 47,.2)] ¢
lox + oy) 1
TXVQ + oy, m= | 9 +; I/(Uy o ay)z * 4Txy2)] m

De estas ecuaciones se obtiene con facilidad:

Q -2 Tyy

m (o, — 0y) — e (= i) B st e

Es facil comprobar también que:

2
— = Cota
m
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Entonces Tana =
Utilizando la identidad

Tan2a = 2 tana
1-tan2 o

Se logra al final

— (0, — 0y) — f(ax - ayiz +od 1,52

Txy

AD
X FacuL g/
Loy TAD L
S DE %
ol
-

ARQUITECTYRy <
Ll |
BIBLIOTEC) =

NFepe

Tan 2a =

— (o, — ay)

[(ox — 0y) — it gyl i, 2|

2 Txy2

El cual es el resultado, ya conocido, de la Resistencia de Materiales elemental.

El lector puede repetir el procedimiento reemplazando la raizk2 enla lll -2 -2. |

11 -2 Direcciones principales en general Se repite el procedimiento utilizando en

la seccion |11 - 1. Entonces la expresion:
[kI1|l —lcl]lnl=0
Queda:
100 T om p
K|010| — ay Tl mp|= 0
001 oz np

Siendo Ip, mp, np los cosenos direccionales de una direccién principal.

La expresion anterior equivale a:

(k - ox) Ty
“Txy (k - UV)
“Txz “Tyz
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1 -2-2
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Lo que constituye un sistema de tres ecuaciones lineales homogé'neas oorf tresin-
cognitas (lp, mp, np). Para que un sistema tal tenga solucién se requiere que-:

(k - 0yx) “Txy -Txz
Det “Txy (k-0y) -7y =0
Ty T (k- a,) m-2-3

Desarrollando el determinante y ordenando los términos se obtiene:

k3 — k2 (o, +o, +0;) + k(o 0, +0, 0, +0, 0, — Tyz2-
Txz2 — Txy2) — (9 Oy 0z — Ox Tyz2 — Oy Tzx2 — 0

Tuy2 T 27y, Tyz Tyz) =0 -2-4

Para saber si las raices son reales se hace en primer término la siguiente conside-
racion:

— Si se le da a k un valor muy grande positivo el lado izquierdo de la ecuacién se
volveré positivo también.

— Si se le da a k un valor negativo muy grande el lado izquierdo de la ecuacion se-
" ra también negativo.

Entonces tendra que haber necesariamente un valor real para k o sea una rafz
real. Sea esta k3 a la cual se hace corresponder el ejez 6 0, = 03.

Para determinar si las raices restantes son reales se repite el analisis ya hecho pe-
ro para un sistema de coordenadas Ox’ y’ z* tal que el eje z’ coincida con el corres-
pondientea la normal determinado por k3.

Entonces tendra:

100 Oy » Tx’y' 0 Q
K 0 1 O — Tx'yl Uyl 0 m — 0
001 0 0 O3 n
De donde:
(et e Smop. 0 2
“Txty! (k - 0x) 0 m TR
0 0 (k—05) n

Lo cual exige, para obtener una solucién diferente a la trivial que:
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(k-0,.) ~Tryy 0
DEt Tx-yr {k - (Iyt} 0 =0
0 0 (k - a3)

Desarrollando quedara:

1l
o

(k -03) (k - 0,:) =Ty

~Txry? (k - oy)
Una posibilidad es k = 03 y la otra que
(k- 0x:) (k-0y) —Tyyri2 = 0
6k? — k(o + 0y) + 00y -T2 =0

De donde sale que:

2 Oy t+ Oy x /(ax. — 0y)2 + T2
4

Go T /(ox. — 02+ Ty
4

Las cuales son reales

El lector encontrara una discusion mas detallada de la ecuacion Il -2 - 4 en la
referencia 1.

IV. CONCLUSIONES

Utilizando conceptos elementales del andlisis vectorial y de la teorfa de las ma-
trices se obtiene una formulacion alterna de la teoria de la Elasticidad la cual impli-
ca muchas ventajas entre las que merece destacarse la facilidad para ser recordada.
En este trabajo solo se presentaron, en forma muy somera, dos aspectos.

V. ANEXOS - Anexo A-1

A-1-1 Introduccién. En este anexo se deduce la ley de transformacion de los vec-
tores, cuando se hace una rotacion de ejes.

A-1-2 Caso general. En la figura A -1 - 1 se indican dos ternas de ejes ortogona-
les, de (x,y,z) y (x’, y', 2'). La posicion relativa de una respecto ala otra,
esta dada por por cosenos direccionales, en la siguiente forma: los cosenos de los an-
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gulos que forman los ejes x’, y’, z’ con los ejes X, Yy, Zson dados por el término L,
en donde el primer subindice se refiere a los ejesx’, y’, 2" y el segundo a los ‘-’i"fs X,
y, z, entonces: para el eje x’ se tiene Ly; = (Ly1, Li2. L,3) para el eje y’ se tiene
Loj= (Lzy, Lpp, Lp3) parael ejez’ Ly; = (Lz;, L3z, L33) algunos autores los de-
signan asi: Cos (x’ x) Coseno del 4ngulo que forma x’ con x = Lii.

Y —
(Px, Py, Pz)
(Px; Py; PZ')

sl .
rotacion de ejes ortogonales

Fig. A-I-|

Un vector se representard asi:

- > > = —- -

Y
En el segundo sistema p = px'tpy'+pz'=px’ i’ + py' |’ + pz'k’

Siendo

— -> - . ;

px’, py', pz' las proyecciones sobre los ejes x', y’, z’

px', py', pz las magnitudes de las proyecciones sobre los ejes x’, y’, 2’

- - =
1

i, e K vectores unitarios versores alo largo de los ejes x', y', z’

Anéalogamente si esté referido al primer sistema

—>

- = - - = = —r
p= px + py + pz=px i + py j + pz k

-
e 4

—_
Si se efectlia el producto escalar p. i’ se obtiene la proyeccién de p sobre el eje

X' 0 sea px’
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- — - — =%
p. i' = px’ = (pxi + pyj + pzk). i’

=
7]

- - —» - >
= pxi.i' + pyj.i" + pzk.i’

]

pxL,; + pylL,, + pzl;s

]

px Cos (x' x) + py Cos (x'y) + pz Cos (x’z)

Anéalogamente se obtiene

ISP 7

PY' = pxLy; + pyl,, + pzl,,

Pz’ = pzly, + pyl;, + pzl,;

6 también

px Cos (y’ x) + py Cos(y’'y) + pzCos (y’ 2)

PY’
pz’ px Cos (z'x) + pyCos(z'y) + pzCos (z' 2)

Debe tenerse en cuenta que el producto escalar de dos vectores unitarios (verso-
res) da el coseno del 4ngulo que forman. Por Gltimo:

px’ IEC R s = [ i Cos (x’x) Cos (x"y) Cos(x'2) |px
{
! PY' | = |Loy Lo, Lol |py| =[Cos(y'x) Cosly'z) Cosly'z) |py
pz’ L I | ipZ Cos (z'x) Cos(z'y) Cos(z'z) |[pz
Y también
P Sl =T R

En donde el significado es obvio. Cuando los sitemas de coordenadas son ortogo-
nales es facil probarque | T | t = | T | 2

A - 1-3 Caso Plano. Evidentemente este se obtiene con facilidad del caso general

asl:
px’ - Cos (x"x) Cos (x'y) px
py’ |~ |Cos (y'x) Cos {y'y) Py

El lector que desee ampliar este estudio puede consultar en la referencia 3.
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ANEXO A -1

4 T .
A -1 - 1 Introduccién. En este anexo se deducen las ecuaciones del equilibrio
el contorno.

A-11-2 Caso general. El tetraedro ABCD ilustrado en la figura A - - 1. estd eln
el interior de un cuerpo, el cual estd sujetoa un campo de tensiones, Ia
o . e -

superficie ABC esté definida por el vector n normal a ella.

Z |

elemento de volumen estudiado
para obtener ecuacion de equili-

brio en el contorno.
Eilg A~ H- |

Es claro que se cumplen las siguientes relaciones y siendo AS = superficie ABC.

Superficie BDC = AS Cos nx
Superficie BDA =  AS Cos ny
Superficie ADC = AS Cos nz

Siendo Cos ni = coseno direccional de la normal con el ejei (X, ¥V, 2)

En la figura A - Il - 1 se indican las fuerzas de superficie que actian sobre las ca-
ras ABD, ADC, DBC del tetraedro lo rnismo que las fuerzas de volumen (x, y, ).

En la figura A - 11 - 3 se indican las fuerzas de superficie para la cara ABC.

Recuérdese que las fuerzas de superficie son fuerzas por unidad de drea y las de
volumen fuerzas por unidad de volumen.

Seguidamente se plantean las ecuaciones del equilibrio de fuerzas para el tetrae-
dro ABCD.

50 ABRIL 79



——

e

e e T WA PP

Z)
A -
(X,Y,Z son fuerzas it
de volumen)
X
fuerzas de superficie para coras
posteriores y fuerzas de volumen
Fig. A-II-2
Zy e
C
A 7
Y
X

fuerzas de superficie para
la cara ABC

Fig.A-I-3
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Fx =0
= sh
pnx AS + XA —3— — 0, AreaBDC -7, . Area BDA

-T,x Area ADC = 0

Reemplazando las relaciones entre las superficies queda:

X Ash
pnxAS + —— = 0xAS Cosnx + 7,,As Cosny + 7;xAs Cosnz

Siendo h la altura del tetraedro tomando ahora los siguientes limites:

dx - 0

dy - O

dz - 0
Se tendra

pnx= o, Cosnx + 7, Cosny + 7, Cosnz

Andlogamente y planteado las ecuaciones

Fy=0 y Fz = 0 Seobtienen las siguientes:

pny = Oy Cosny + 7,, Cosnz + 7, Cos nz
pnz = 0; Cosnz + 7,, Cosnx + 7,, Cos ny

Estas ecuaciones pueden ponerse en forma matricial asi:

pnx Oy Tyx Trat Cos nx

pny | = |7xy ay Tyz Cos ny

pnz Tz Tyz 0, Cos nz
6 también

lpl = lol |n]|

Siendo obvio el significado de los términos
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A -1l -3 Caso plano. Este se obtiene con gran facilidad del caso general asi’:

pnx

pny

(% Cos nx

T
Oy

I

Ty Cos ny

El estudio de estas relaciones puede verse mas extensamente en la referencia 2.
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