UNA FORMULA DE SUMACION APROXIMADA

Gabriel Poveda Ramos

15 +El posito de esta nota es establecer una formula aproximada para estimar
3 pro F U3 - .
n alguna aproximacion el valor numérico de una suma finita de forma
co
n=N
(01)

Yn

I ta

n=1

i = f(n) una sucesion real conocida y definida en todos los puntos x = 1,

SR —U uy frecuente de este problema es el de calcular suma

. Uncasom € il C ;

203, ’:1‘ cuando f(n) es una funcién trascendente. Si f(r_w) es una funfxon al%e

:)nqpcmr:apl?oblema es muy facil de resolver, porque basta aplicar la sumacion a cada
raica e

i i 3 a f(n), v calcular todas las sumaciones de
del polinomio que da a ’
uno de los sumando
la forma

s del tipo

N
(02) o
n=1

. exponente entero positivo, conocido) que asf resultan..En tal casQ

s fp'r[rjr?ulas breves de sumacion para calcular la suma (02) recurriendo a poli-
xisten fo ]

iomios de Bernouilli, bastante conocidas (1).

idente que desde el punto de vista del Analisis Numérico

E§ ev'eda de una formula de sumacion (siquiera aproximada) cu

busqud s en (01), es decir, el nimero N, es del orden de la

it (r)es y cuando no se dispone de recursos de computac

f:'em‘(zjnaare"' o del “'software”). Cuando el nimero de sumand

h:r v;e 10, 20, 30 6 menor, o cuando se dispone de un comp

? (L . 3
0Ir err:)blema’es un ejercicio trivial de computo numerico: bast
;eﬁte los N numeros reales (1), f(2),..., f(N) y luego hacer |

solo se justifica la
ando el niimero de
s decenas o de los
i6n digital (sea del
0s N en (01) es del
utador Programado,
a calcular numérica-
a suma (Ver Fig. 1).
2. Ejemplos imaginables del problema que se plantea serfa

n los de calcular |os va-
lores numericos de las siguientes expresiones.
2 150
Plle2n o 2718281846, — base de logaritmos
neperianos) '
n =1
b 400
: Y sen (n. 300)
n=1
230
c. Y 32842
n=1
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d. 80
Y Jo (2.45 n), siendo Jo(x) la funcion de Bessel del

n=1 primer tipo y d'e orden cero (2)

e. L ( (k) = oo ) N
> nk =lim T nk , que se llama
n=1 N~ 21 funcion '‘Zeta"’

de Riemann (3).

3. El método que se usara se inspira en la idea de buscar un ajuste o aproximacion
que tenga la forma de parabola de segundo grado (o sea polinomio de segundo gra-
do) para cada terna de términos consecutivos de la sucesion (Y )a que se refiere la
suma (01). Es decir, que nos planteamos el problema de calcular la parébola de
colocacion (como se dice en Analisis Numérico); de segundo grado, para cada terna
(n—1), n, (n + 1), de nameros consecutivos, en donde n recorre los nimeros naturales
desde n = 1 hasta n = N—1. (Véase Fig. 2).

\ Funcion f |(x)

n—1 n n+l

Figura 2

Sea' pues p(x,n) el polinomio de segundo grado que corresponde a la parabola de colo-
cacién que se busca. En cualquier libro de Analisis Numérico (4), (5), se pude com-
probar que dicha parabola se caracteriza univocamente por la condicion

(03) plx,n) 1 x x2
Yp—1 1 n—1 (n—1)2 =0
Y" 1 n n2
Yn+1 1 n+1  (n+1)2

Expandiendo el determinante de cuarto orden mediante la regla de Laplace se tiene:
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* arriba;

| e A5 Yn—1 n=1  (n—1)2
Pnix) 11 n n2 = |3 n n2
| 1 niEd (n=E1)2 Yn +1 n+1 (n+1)2
Yne1 14(n=1)2 Yn—1 1 (n—1)
sl B 1 n2 +x2|Yn 1 n
Yn+1 1 (n+1)2 Yn+1 1 (n +1)

Finalmente, expandiendo estos determinantes de tercer orden y recogiendo los tér-
minos semejantes se encuentra para el polinomio de colocacion p(x,n):

(04) 2 p(xn) = Yn_1 [n(n+1) — (2n+1) x +x2 |
— Y, [2(n2-1) — 4nx + 2x2 |
tYn+1 [n(n=1) = (2n-1) x + x2 |

facilmente se comprueba que la formula encontratada

(04) es la correcta ya que,
sustitiyendo sucesivamente x por (n—1), ny (n+1) se ob

tiene en ella

p (n—=1,n) = Yu—1
p (n,n) = Yn
p (n+1.n)= Yn+1

como debe cumplirse para el polinomio de colocacign segun lo prescribimos mas

4. Una vez determinado el polinomio de coloc

abcisas n—1, n, n + 1, podemos escribir para todo el intervalo cerrado desd.e' n—1
hasta n +1:

(05) B ES S S a US e
en donde p(x,n) esta ya dado por la formuyl

colocacion. En cualquier texto de Anilisis N
probar que, para este caso, el error de colocac

a (04) y ¢ (x,n) es llamado error de

merico (4) se puede recordar 0 com-
'on es-la funcign

(06) ¢ (x,n) = (x—=n +1) (x—n) (x=n—1) {1 (%)/3'

en donde

X =X (xn)cln = (n=1,n +1)
€s un cierto punto no conocido, pero seguramente existonte dentro del interyal
abierto (n—1, n + 1), y que depende del valor que se dé 5 guin 9

? X Para cada n de
f(x) sea clase C3, es decir, que tenga tercera derivada continua desde(n '51d(lquue
Bt dasta
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5. También en cualquier texto de Andlisis Numérico se puede comprobar que,
por ser p(x,n) el polinomio de seqgundo grado que pasa por los tres puntos

(n=1,Yn=1) , (n,YRn) , (nT1,Yn+1)
previamente especificados, con abscisas separadas a 1 unidad una de otra, su integral

definido en el intervalo de la abscisa mas a la izquierda y la abscisa mas a la
derecha, esta dado por la siguiente formula

(07) n +1 . 4 -
i pixn)dx = —Ypn—1 4+ —Yn + A (3)
n—1 3 3 3

que es seguramente muy familiar a muchos lectores.

6. Integrando la ecuacion (05) en su intervalo de validez (n—1, n + 1), se tiene

n+1 n+1 n+1 .I;
if f(x).dx = [ p(x,n) dx + [ € (x,n) dx A v
n—1 n—1 n—1 A
Untversmab NACIONAL bi C
o también SHOE MEIVLLIN
DEPTO. DE BIBLIOT!
n n+1 n+1 BIBLIOTECA “EFFE"
©8) f f(x) dx + [ f(x) dx = _]_Y,, gt € (x,n) dx
n—1 n 3 n—1
Escribamos la ecuacion (08) paran = 2, 3, 4, ..., N—3, N—2, N—1:
2 3 4 ‘3
R I e by i RS By SR el (2)
1 ) 3 3 3 1 :
; o 4 1 5%
MR 0 [ Hgdx = LYo HSYa BRI e (X 2] dx
: 3 3 3
2 3 2
) % 4 1 5
I+ |f0dx = 1vz 42Ya +=Y5 [ € (x3)dx.
) 3 3 3
3 4 3
S o B e O
f oo+ L lixiax = 1¥neg + 2YN-3 + L YNz #f e (x N=3)dx
N=2 N—1 N1
SRRy a =Ly e g Ayl B Dy TS e N =21dx
N'—3 N_2 3 3 3 N—3




N—1 N N

I il i f(x) dx = %YN—Z + %YN—1 + ;—YN s € (x,N—1)dx
' N—2 N—1 N—2

Sumando las ecuaciones anteriores obtenemos

2 3 N—1 N 1 5
TR OIS o el o f(x)dx = I T3V .
1 2 N—2 N—1
N—2 : 1 N—1 n+1
T 2059iE Y +-§YN_2 +§YN an D2 E € (x,n) dx -
3 N=2n=1

Sumando y restando dos integrales definidos (de 1
términos en la sumacion (2Y1, 2Yy , 2YN—1,
niendo tenemos:

a2ydeN-1aN) Y. cuatro
2YN), dividiendo por 2 y traspo-

N N e N
(09). & 2 YniSElifbd dx — £ L0 fxhdx 2L 1 g g
n=1 1 1 2 "Noq

£ (Y1 +YN + L (Y2 +vn_p) +E
en donde E es el “‘error de sumacion’ Y estd dado por la expresion
N—1 n +1
z

if € (x,n) dx S
n=1

INTE

y sustituyendo la funcion e(x,n) por sy €Xpresion en (06), esto es

N—1 n+1

(x=n +1) (x—n—1) §i11 (X). dx/3 !

La expresion anterior no se puede calcular explicitamente deb
cion (y a la eventual multivocidad) de (3 relacion entre x Y X
también lo usual en Andlisis Numérico) establ

idoala indetermina-

Pero es posible (y es
€cer una cota sy

Perior para su nodulo,
asi’:
: N—1 n+1
El==5| 2 [ (x—n +1) (x=n) (x—n—1 FI (%
| I A, VR ) (x) dx
: N—1 fn+1
= ALY | (x—n+1) (x=n) (x—n +1 i
i3 by SO AT A0 () [ e
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Es un sencillo ejercicio de célculo elemental el de demostrar que el polinomio de
tercer grado en x

(x=n + 1) (x—-n) (x—=n —1) = x3—3nx2 +(3n 2—1)x—n(n2-1)

tiene su maximo en n—1/+/ 3 y su minimo en n + 1/4/3, y que dicho méaximo
vale + 0.384900179 asi como el minimo vale — 0.384900179. E§ decir

( x=n +1) (x—=n) {(x—n—1) < 0.384900179

y en consecuencia

N—1 n+1 i
|E| <oos2o7s014 T f  max | (x)] dx
n=2 n—1 x€lp
N, o ¢
(10) |E| < 0064150029 =  max |f“'(u)|
n=2 uelp

La formula (09) es la formula de aproximacion que buscdbamos, y le error ‘za’bso;u(;;)
que se comete en ella al omitir el término E esta acotado por la inecuacion (10).

Podemos pues poner:
N N 2 N

(1) T fn) = [ fixddx —L(f flxhdx + [  fx)dx)
n—1 1 2 1 N=1

+% (f(1) +f(N))+% (f(2) +f(N=1)) +E

En donde E estd acotado por la inecuacion (10), si f(x) es de clase c3.

7. Ejemplo 1. Una serie bien conocida en Aritmética es la llamada serie armonica,
que se forma con los inversos de los primeros N nimeros naturales positivos:

1+1/2 +1/3 +... +1/N
Y que se puede también escribir
N
D) f(n), siendo f(x) = 1/x

n'=4

Para usar nuestra formula de sumacion (11), calculamos las siguientes expresiones,
en este caso:
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1) =1, £2) = 1/2 ; HIN=1) =1/(N=1) , f(N) = 1/N

1)+ f(N) = (NFI/N -, §(2) +£HN=1) = (N+1)/2 (N—1)

2 2 g Mg

[ fxdx= J X =oge2, [ fix)dx = [ x = loge N

v 1 % N—1 N—1 N—1
N

J flx). dx = logeN
1

#1'u) = 16/x4 > mix [11)| = 6/(n1)s
UEln

Aplicando la formula (11) tenemos:

N
(12 = () = toaN ~ Lioglan/in-1] + 5N -+1yen 4 €
n=1

siendo

N—1

= N—1
|E| < 0.0064150029 Ez max |f“'(u)| = 0.064150029 x 6 X (n—1)-4
=2 uelp

Ni==:

n

0.384900174 (1 +1/2% +1/34 +9/44 4
0.384900174 (1 +0.0625 +0.01234
+ 0.0007716099 + 0.0004164933
+ 0.00015241579 + 0.0001 + .

~1+1/(N=2)4 )

56 +0.00390625 + 0.001600
+0.0002441406

= 1.08215) — 0.4164758

Como se ve, la cota superior de'. EITor es una suma de los inversos de las Cuartas

potencias de los N—2 Primeros numeros naturales, Cuando N > esta suma se con

vierte en una serie infinita de la cual se sabe bien que es con\;ergente Ademas:
lim log |2N/IN=1) | = log2
N>

lim |5(N+1)/6N | = 5/6
N >e

y por lo tanto

N
lim X (1/N) = lim logN + 2
e s L 092 T (5/6) +E

y E < + = de modo que
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N
lim Y (1/n) = t=
N=>= 1

lo cual significa que la serie armonica infinita es divergente, lo cual, por lo demas, es
un hecho muy conocido por otros caminos.

8. Ejemplo 2. Ya que la formula ha sido obtenida ajustando arcos de parabolas a
ternas de puntos consecutivos, con ordenadas f(n—1), f(n), f(n +1), es claro que la

formula serd rigurosamente exacta si la funcion de que se trata es f(x) = x2, y
también si es f(x) = x. Comprobémoslo para f(x) = x2, ufncion elemental y bien
conocida:
f1) =1 , f(2 =4 , f(N—-1) = N2—2N +1 , f(n) = N2
f(1) +f(N) =1 +N2 . f(2) +fIN=1) = N2 —2N +5
N N 2
J  flxdx = [ x2dx = L(N3-1) , [ fix)dx = 7/3
1 1 3 1
N
I fix)dx = L1(@EnN2—3N +1) oy =0
N—1 3

Sustituyendo en la féormula (11) obtenemos

N

S ket T 1_{1 +m;;w} + 5 (N241)
1 3 213 3 6

+;—(N2—2N L

= N(N+1) (2N +1)/6 +E

y el error E es:

N—1

| | <oo64150020 3 max | f''!(u) | =0~ E=0
2 '

es decir que el error eg cero y tenemos

(13)

=M=

N2 = N (N+1)(2N +1)/ 6

Esta formula es bastante conocida y se puede obtener por otros varios metodos.
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9. Ejemplo 3. La idea de buscar la férmula aproximada de que hablamos surgi6
cuando el autor de esta nota se vi6 precisado a calcular un valor num

érico siquiera
aproximado para la suma

(ayen Bk Lsng UG ) e e 00 0 0
20.9 30.9 900.9  1000.9

Esta serie la encontré el autor cuando hacia un estudio estadistico sobre la distri-
bucion de los tamafios de las ciudades en Colombia, med

ido por su poblacion
humana, al aplicarles una ley empirica conocida en demografia como Ley de
Auerbach. (6)

Evidentemente, se trata aquf de calcular la sumatoria

N

Z f(n) endonde f(x) = x2@ (cona=0.9), N =100.
1

Facilmente calculamos:

0.535886726
0.01599294

0.015848932
1.015848937

fA =101 (2) =i1/20:8
f(N—1) = f(99) = 1/990.9
f(N) = f(100) = 1/1000.9
(1) + f(N) = f(1) + f(100)

| I T

f(2) +£f(N=1) = f(2) +£(99) = 0.551879657
N N
J flxldx = [ x-8.dx = -1 ,1-4 = m =
1 1 1-a 1 1—a
ol e
0.1
2 f2 1.4 . 21
Tix)dx ) = x—8dx = — k1 —al =<7a_ 0.1 .
J 1 19 R e | 0.717735
1 1 1‘6 0‘1
N N : N
S fxdx = [ x-adx =-L xl—a| =Nica_ (y.yy1-a _
N—1 N-1 1-a N-1 fita T
0.1 _ gg0.1
— 2005 8ol 0.0015921
0.1
' (u) = —a(a+1) (a +2) x—(a + 2)
fillfu) = a(a+1) (a +2) (n=1)—(a +3) _
::’; K800 ih 120

= 4.959 (n—1)-3.9
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Sustituyendo en la formula (11) obtenemos:

N
5N s = NIS ) pia” qleiNI=a — [y 2q)1=a)
n=s 1-a 2(1"‘3)

+8(1 +nN-a) +1(2-a +(N-1)-8) +E
6 6 i

de donde
100

(15A) Y n—0.9 = 5848932 + (1/2) (0.717735 + 0.0015921)
n=1

+ (5/6) x 1.015848932 + (1/6) x 0.551879667 + E

il

7.14711627 +E

En el caso particular de a = 0.9, N = 100, el error de sumacion tiene una cota
superior de:

99
|e| <oosa150020 = max [f11(u]
n=2 uelp

o

10
S

= 0.074150029 x 4959 ¥ (n—1)—3.9

n=2

= 0.318119993 (1 + 0.66985842 + 0.013779298 + 0.004487102 +
+0.0018793903 +0.0009230179 -+ 0.0005059617 +0.00030057237
+0.00018986907 + 0.00012589254 + .... = 1.0895)

= 0.34655064

El valor relativo de este maximo error posible, sobre el total estimado’ como
714711627 es de 4.859/0, que es relativamente satisfactorio para efectos practicos.

10. Ejemplo 4. Nuestra formula (11) permite deducir una expresion para calcular
factoriales de niimeros naturales aproximadamente, y también valores aproximados

para la funcion gama de nameros reales positivos.

Como bien se sabe el factorial esté definido para cada nimero natural:

N''=1%x2x3x...xN
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o sea, tomando logaritmos naturales (o neperianos)

logN ! = log n

1

| =

n
En este caso tenemos que calcular

N
2 f(n) siendo f(x) = log x

n=1

Calculamos pues las siguientes expresiones:

f{1)e—ONENERNT{2)E=(l0g- 28l N £(N—1) = log (N—1) , §N) = log N
N N . N
[ flx).dx = [ logx.dx = xlogx — x| = |og (NN e1—N)
1 1 1 3
2
[ fix).dx = log (22¢—1)
1
N
[ logx.dx.dx = log NN (N=1)1=N o—1
N—1

decir, ignorando el término de error E
‘

igual) en lugar del signo = (igual): g RdoElislono. = aproximadamente
N 1

2 logn = log (NN el=N) _1 g 22—y . 1

- 2 g(22¢ )—Elog I NN (N=1)1=N o—1 l

25 1
=—=logN + = log 2 +-l| &
6 6 = og (N—1)

il JLNN/z T0/6. IN=1)N/2=2/6 2N 2_5/5}

es decir, aproximadamente:

(16)  NU = 4.146967491 NN/2 + 5/ (N—1)N/2— 2/8 _
-

Para N =1, la formula anterior nos da 1!

i : ) 0,lo ¢ ;
Para N = 10, el factonal.vale Ko 3628800 Ua: €S rigurosamente ot eRts.
3641252, cuyo error relativo es solo del Y 12 formula nog da 10 ! =

0.349/ =
0. Para N = 50, cuyo factorial s
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50 ' = 3.0414093 x 1064, |a formula da, aproximadamente, 50 | = 3.051885699
x 1064 incurriendo en un error relativo solamente de 0.344%/0 que en calculos
numericos es un estimativo muy aceptable.

Cuando la formula (16) sustituimos N por N + 1, se obtiene después de algunas
simplificaciones sencillas:

N+1N/2 (N+1)1/3 (N=1)1/3

7 = N!(N+ M N =
(17)  (N+1)! = N! (N+1) GIN)
Ahora bien, la funcién G(N) tiende asintoticamente a 1. En efecto:
lim  (N+11/B(N—1)1/3 _ 4
lim  NAIN2 = gim (N2 —1/2) £1] N2 = lim (1 4+ = e
N>= NoT- N=>0" (N/2—1/2) had
2
de donde

lim GIN) = exe=1 =1
N =

Es decir que la formula (17) puede escribirse, asintoticamente:

(18) (N +1)! =N! (N +1)

que es la relacion de recurrencia a la cual obedece la sucesion de los factoriales
de los nimeros naturales, o la que permite calcular valores para la funcion gama
B o 545 pens Potar que G(10) = 1.000003345, de modo que la formula (18)

solo tiene una diferencia relativa con la (17) de 3.34 partes por millon, ya desde
el valor bajo de M como es N = 10.
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