
UNA FORMULA DE SUMACION APROXIMADA

Gabriel Poveda Ramos

1. El propósito de esta nota es establecer una fórmula aproximada para estimar
con alguna aproximación el valor numérico de una suma finita de forma
(01) n = N

Y
n

n - 1

siendo Yp =f(n) una sucesión real conocida ydefinida en todos los puntos x=1
2. 3  N. Un caso muy frecuente de este problema es el de calcular sumas del tipo
mencionado cuando f(n) es una función trascendente. Si f(n) es una función aloe
bráica el problema es muy fácil de resolver, porque basta aplicar la sumación acada
uno de los sumando del polinomio que dá af(n), ycalcular todas las sumaciones de
l a f o r m a

(02) N

r n P
n = 1

(siendo pun exponente entero positivo, conocido) que así resultan. En tal caso
existen fórmulas breves de sumación para calcular la suma (02)
nomios de Bernouilli, bastante conocidas (1).

recurriendo apoli-

Es evidente que desde el punto de vista del Análisis Numérico sólo se iustifir i
búsqueda de una fórmula de sumación (siquiera aproximada) cuando el núme h
sumandos en (01), es decir, el número N, es del orden de las decenas ri icentenares, ycuando no se dispone de recursos de computación diaital̂ í ̂
"hardware" odel "software"). Cuando el número de sumandos Nen
orden de 10, 20, 30 ómenor, ocuando se dispone de ^, , , c o m p u t a d o r
el problema es un eiercicio trivial de computo numérico: basta
mente los Nnúmeros reales f(1), f(2)  f(N) yluego hacer la

programado,
calcular numérica-
suma (Ver Fig. 1).

2. Ejemplos imaginables del problema que se plantea serían los delores numéricos de las siguientes expresiones. ^ calcular los v a -

1 5 0

1 e ' 2 n
a .

(e =2.718281846...
neperianos) de logaritmos

b . 4 0 0
S '

sen (n. 30°)
n = 1

2 3 0c .

- 3 . 2 8 4 2\ '
n

n - 1
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8 0d .

DJo (2.45 n), siendo Jq(x) la función de Bessel del
primer tipo yde orden cero (2)n = 1

S(k) = No o
e .

■k = l im D
N-.00 1

,que se llama
f u n c i ó n ' ' Z e t a ' '

de Riemann (3).

S- n

n = 1

3. El método que se usará se inspira en la idea de buscar un ajuste oaproximación
.Itenga la forma de parábola de segundo grado (o sea polinomio de segundo gra¬
do) para cada terna de términos consecutivos de la sucesión (Vp)a que se refiere la
suma (01). Es decir, que nos planteamos el problema de calcular la parábola de
colocación (como se dice en Análisis Numérico); de segundo grado, para cada terna
(n-1), n, (n -t-1), de números consecutivos, en donde nrecorre los números naturales
desde n=1hasta n=N-1. (Véase Fig. 2).

q u e

(x)F u n c i ó n f

V
V

Parábola p(x)

n+1n - 1 n

Figura 2

Sea pues p(x,n) el polinomio de segundo grado que corresponde ala parábola de colo¬
cación que se busca. En cualquier libro de Análisis Numérico (4), (5), se pude
probar que dicha parábola se caracteriza unívocamente por la condición

c o m -

x2(03) p ( x , n ) 1 X
Yn-1 (n-1)21 n-1 = 0
Y 21n nn

^n-M 1 n+1 (n+1)2

Expandiendo el determinante de cuarto orden mediante la regla de Laplace se tiene:
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!1 n-1 (n-1)2
1 n

1 n +1(n +1 )2

1 (n-1)2
1 n 2

Yn+1 1 (n+1)2

(n-1)2Y n - 1 n - 1
IPn(x) n2 n2Y nn

Y n + 1 n + 1 ( n + 1 ) 2

Y n - 1 Y n - 1 1 ( n - 1 )
+x2 Y n 1— X n

+ 1 1 ( n - H )

Finalmente, expandiendo estos determinantes de tercer orden-yrecogiendo los tér¬
minos semejantes se encuentra para el polinomio de colocación p(x,n):

2. p(x,n) := Yn-1 |n(n+1) -(2n+1) x+x2 |
—Yp I2(n2 —1) _4nx +2x2 |
+Yp+i In(n-1) -(2n-1) X+x2 I

fácilmente se comprueba que la fórmula encontratada (04)
sustitiyendo sucesivamente xpor (n-1), ny(n +1) se obtiene

p ( n - 1 , n ) = Y n - 1
p ( n , n )
p ( n + 1 , n ) = Yp + 1

(04)

es la correcta
e n e l l a

y a q u e .

●4.

4 ^ . ; >

V

= Y n
v - > .

●c9mo debe cumplirse para el polinomio de colocación
a r r i b a : s€gún lo prescribimos más’ j : 5 / .

i

4. Una vez determinado el polinomio de colocación
abcisas n—1, n, n4- 1, podemos escribir
h a s t a n + 1 :

en los tres puntos dados,
para todo el intervalo cerrado desde

c o n

n - 1

n - 1 < X n + 1( 0 5 ) f ( x ) = p(x,n) e ( x , n )

en donde p(x,n) está ya dado por la fórmula (04) vr(
colocación. En cualquier texto de Análisis Numérico (41 llamado
probar que, para este caso, el error de colocación es-la functón recordar

e(x,n) =(x-n +1) (x-n) (x-n-1) fii

e r r o r d e

o c o m -

(06)

e n d o n d e

X”X(x,n) cIn ~(n—1, n-r1)

es un cierto punto no conocido, pero seguramente existent .
abierto (n-1, n1- 1), yque depende del valor que se dé - '̂ tervalo
f(x) sea clase C3, es decir, que tenga tercera derivada que
n41).- o n t i n u a d e s d e n - 1 h a s t a
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5. También en cualquier texto de Análisis Numérico se puede comprobar que,
por ser p(x,n) el polinomio de segundo grado que pasa por los tres puntos

l) ,(n, Yn) ,(n -rl, Yp -fl)(n-1 , Y n —

previamente especificados, con abscisas separadas a1unidad una de otra, su integral
definido en el intervalo de la abscisa más ala izquierda yla abscisa más ala
derecha, está dado por la siguiente fórmula

( 0 7 ) n - i l
11 ± Y (3)—Yn -f- 1p ( x , n ) d X = _ Y n - 1 +
333n - 1

que es seguramente muy familiar amuchos lectores.

6. Integrando la ecuación (05) en su intervalo de validez (n—1, n+1), se tiene

n - Hn + 1n - H

p(x,n) dx +ff e(x,n) dxf ( x ) . d x = /
n—1n - 1n - 1

UNiVBRamAn Nacional dk O
o t a m b i é n

D E P T O . D E B í B L í O T i
R Í B L Í O T E C A “ E F F r . rn + 1n - h ln

f ( x )dx =1y, ,+ i + / 6 ( x , n ) d x( 0 8 ) f f ( x ) d x + /
3 n - 1n - 1 n

Escribamos la ecuación (08) para n=2, 3, 4, N—3, N—2, N-1:

Xy, y|v2+lY3 +/

lY2+fV3+lV4

1y3 +|Y4 +ÍY6 +/ ̂
-1Y|M_4 +jYN-3 +jYn-2

32 3
c- (x,2) dx/ + / f ( x ) . d x =

11 2

3 4
e ( x , 2 ) d xf + / f ( x ) d x

2 3

4 5
e(x,3) dx ●/ + f f ( x ) d x

3 4

N - 2N - 3 N - 2
f 4 - r c ( x , N - 3 ) d x+ f ( x ) d x =

N - 4N - 4 N - 3

N - 2 N - 1N - 1

-Y|m_3 +|Y|M_2 +ÍY(M-1 +/ C(x,N-2)dx3 3 3 , ^ _ 3
● i - f ( x ) d x

N - 3 N - 2

1 5



N - 1 N
N

f(x)dx =^Yn_2 +|Yn_i +ÍYn +// /+
e ( x , N - 1 ) d xN - 2 N - 1 N - 2

Sumando las ecuaciones anteriores obtenemos

2 3 N - 1 N

/ + 2/ + . . . . + 2 f = + | y 2
N - 1 n + 1

+ I f(x) dx

+|Yn-2 +jY|m +s'-X
N = 2 n = 1

1 2 N - 2 N - 1
N - 2

+ 2 2 Yn e(x ,n) dx
3

Sumando yrestando dos integrales definidos (de 1a2yde N-1 aNI
términos en la sumación (2Yi, 2Y2 .2Yn_i, 2Yn), dividiendon i e n d o t e n e m o s :

N 2
= / f ( x ) d x - i /

1 ^ 1

-if (Y1 +Yn) +1 (Y2 +Yim_i) +E
Vestá dado por la expresión

y c u a t r o

por 2ytraspo-

N
NS Y

n = 1

( 0 9 ) f(x) dx —n
f(x) dx

N - 1

en donde tes el "error de sumación"

N-1 n + 1

2 ^ /
1E

e(x,n) dx
n = 1

ysustituyendo la función e(x,n) por su expresión en (06), esto e s

N-1 n + 1

2 ^ '2 n=2
1E (x-n+1) (x- (X). dx/3!n - 1

La expresión anterior no se puede calcular exolírit̂ .,̂
ción (y ala eventual multivocidad) de la relación debido
también lo usual en Análisis Numérico) establecer ̂
asi ' :

ala indetermina-
una ( v e s

asuperior para su nódulo.
N-1 n + 1

2 I
n=2 n - 1

N-1 n + 1

E = (x-n+1) (x-n) (x-1 2
(x) dx

< i I I(x-n+1) (x-n) (x-1 2
n+1) iIf.M(x) In=2 n - 1 d x
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Es un sencillo ejercicio de cálculo elemental el de demostrar que el polinomio de
tercer grado en x

(x-n +1) (x-n) (x-n-1) =x3 -3nx2 (3n 2_i) x-n(n2 -1)
tiene su máximo en n—1/ 3 ysu mínimo en n+1/^^3 ,yque dicho máximo
vale H-0.384900179 así como el mínimo vale —0.384900179. Es decir

< 0 . 3 8 4 9 0 0 1 7 9(X—n +1) (x—n) (x—n—1)

yen consecuenc ia

N-1 n + 1
(x) dx/2E < 0 . 0 3 2 0 7 5 0 1 4 m a x

n=2 n — 1 x e i n

N - 1

Z m a x
n = 2 u e l

(u)(10) E < 0 . 0 6 4 1 5 0 0 2 9
n

La fórmula (09) es la fórmula de aproximación que buscábamos, yel error absoluto
que se comete en ella al omitir el término Eestá acotado por la inecuación (10).

Podemos pues poner:

N2N N

ff(x) dx -1( / f(x). dx -L /
1 2 1

-(f(1) +f(N)) +l(f{2) +f(N-1) )+E
6 V

f(x) dx)( 1 1 ) I f ( n )
N - 1n - 1

+

En donde Eestá acotado por la inecuación (10), si f(x) es de clase C .̂

7. Ejemplo 1. Una serie bien conocida en Aritmética es la llamada serle armónica,
que se forma con los inversos de los primeros Nnúmeros naturales positivos:

1-H/2 +1/3 4- . . . +1 /N

yque se puede también escribir

N

^ ^(n), siendo f(x) =1/x
n = 1

Para usar nuestra fórmula de sumación (11), calculamos las siguientes expresiones,
e n e s t e c a s o :

1 7



f(2) 1 / 2 , f ' l \ l -1) =1/ (N-1) , f (N) =1/N
, f ( 2 ) + f ( N - 1 ) = ( N + D / 2 ( N - 1 )

f ( 1 ) = 1 .
f ( 1 ) + f ( N ) = ( N + D / N

22 N N
d x d x. 1 ' f | x ) . d x = / 7-loge 2, / f ( x ) . d x = / — = l o g e N

1 N - 11 N - 1 N - 1

N

/ f(x). dx =logeN
1

f"'(u)| = 6/(n-1)4f ' " ( u ) = 1 6 / x " ^ m á x
U 6 l n

Aplicando la fórmula (11) tenemos:

N

2̂  (1/n) =logN -ilog[2N/(N-1)]f 5(N+1)/6N +E(12)
n

s i e n d o

N - 1

IEI<0.0064150029 2 N - 1f " ' ( u )m a x

n = 2 u e l 0.064150029x6 2(n-1) 4
n

n = 2

=0.384900174 (1 +1/24+1/34+1/44 +
=0.384900174 (1 .0.0625 +0.0123456 +0 (̂ 0390R9r ^+0.0007716099 +0.0004164933 + ^■^^'^^0625

+0.00015241579 +0.0001 +...
+0.001600

(3.0002441406
=1.08215) =0.4164758

Como se ve, la cota superior del error
potencias de los N—2 primeros números
vierte en una serie infinita de la cual »abé b"„ *"■ a c o n .

que es convergente. Además:
lim log 2N/(N—1) | = l o g 2
N ^ “

l i m 5 ( N + 1 ) / 6 N
N

= 5 / 6

ypor lo tanto

N

5: (1/N)l i m l i m ^09 N4- log 2+ (5/6) 4- EN ^ - 1 N ^ o o

VE<é +”, de modo que
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N

I(1/n) = +l i m o o

1

lo cual significa que la serie armónica infinita es divergente, lo cual, por lo demás, es
un hecho muy conocido por otros caminos.

¥

8. Ejemplo 2. Ya que la fórmula ha sido obtenida ajustando arcos de parábolas a
ternas de puntos consecutivos, con ordenadas f(n—1), f(n), f(n +1), es claro que la
fórmula será rigurosamente exacta si la función de que se trata es f(x) =x2, y
también si es f(x) =x. Comprobémoslo para f(x) =x2, ufnción elemental ybien
c o n o c i d a :

f (N_1) =n2-2N +1 , f (n) =n2
f(2) +f(N-1) =n2 —2N +5

f ( 1 ) = 1
f ( 1 ) + f ( N ) = 1 + n 2

, f ( 2 ) = 4

2N N

/x2 dx =1(n3- 1) , / f ( x ) d x = 7 / 3f ( x ) d x
1 11

N

= 1 ( 3 N 2 - 3 N + 1 )
O

/ , f " ' ( u ) = of(x) dx
N - 1

Sustituyendo en la fórmula (11) obtenemos

N

2n2 =1(n3- 1) _L
1 3 2 L 3

+1(IM2_ 2N +5)+ E

7 . 3 N - 3 N + 1 f5(m2+i)
63

6

N(N +1) (2N +1) /6 +E

yel er ror E e s :

N - 1

EI<0.064150029 If'iüi I= 0 E = 0V m a x

2

es decir que el error es ce ro y tenemos

N

113) Sn2 S(\| (M +i)(2N +1) /G
1

Esta fórmula es bastante conocida yse puede obtener por otros varios métodos.
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9. Ejemplo 3. La idea de buscar la fórmula aproximada de que hablamos surgió
cuando el autor de esta nota se vió precisado acalcular un valor numérico siquiera
aproximado para la suma

1 1 1 1(14) 1 - f - “ f — «

20.9 3 0 . 9
+ . . . + + — ^

900-9 IOQO.S

Esta sene la encontró el autor cuando hacía un estudio estadístico sobre la distri
bución de los tamaños de las ciudades en Colombia, medido por su población
humana haaplicarles una ley empírica conocida en demografía como Ley de

Evidentemente, se trata aquí de calcular la sumatoria

N

S f ( n ) e n d o n d e f ( x ) = x ' ^ (con a=0.9), N=100.1

F á c i l m e n t e c a l c u l a m o s :

f ( 1 ) = 1 , f ( 2 ) = 1 / 2 0 . 9
f (N-1 ) = f (99 ) =1 /990 .9
f(N) =f{100) =1/1000.9
f (1 ) + f (N) = f (1 ) + f (100)

=0.535886726
=0.01599294
=0.015848932
=1.015848932

f(2) +f(N-1) =f(2) +f(99) =0.551879667
N N

N
/f(x) dx = / x~3 .dx =—L. x1-a _ N l - a _ 1

1 - a1 1
1—a

_ I O Q O . 1 - 1
= 5 . 8 4 8 9 3 2

0 . 1

2 2 2
/ f ( x ) d x /Xadx =—x1—a _21—a _ 1^ 20.1 _i1 1 - a 0.7177351 - a 0 . 1

N N N
/fíx) dx = / x -adx = -1 . x1 -a _ N l - a

N - 1 N - 1 1 - a N - 1 1 - a
^IOQO.1 -990.1

=0.0015921
0 . 1

f'"(u) =-a (a +1) (a +2) x~(a +2)

f"'(u) =a(a -M) (a +2) (n-l)-(a +3) _m a x

= 0 . 9
^''●9 X2.9 (n-1)-3.9 =

=4.959 (n_T)-3.9

X 6 l n
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Sustituyendo en la fórmula (11) obtenemos:

N
N l - a - 1 1 (2 l -a_ 1+Nl -a - (N-1)1-a)(15) 2 n - a =

n = 1 2 ( 1 - a )1 - a

+^(1 +N-a) +J-(2-a +(N-1)-a) +E
66

de donde

1 0 0

-0*9 =5.848932 -f (1/2) (0.717735 +0.0015921)(15A) V
n

n = 1

+(5/6) X1.015848932 +(1/6) x0.551879667 +E

= 7 . 1 4 7 1 1 6 2 7 + E

En el caso particular de a=0.9, N=100, el error de sumación tiene una cota
superior de:

9 9

f ' " ( u )E < 0 . 0 6 4 1 5 0 0 2 9 I n n a x

n = 2 u e l n

1 0 0

=0.074150029x4.959 ^ ( n - 1 ) - 3 - 9
n = 2

=0.318119993(1 +0.66985842 +0.013779298 +0.004487102 +

+0.0018793903 +0.0009230179 +0.0005059617 +0.00030057237

+0.00018986907 +0.00012589254 +.... =1.0895)

= 0 . 3 4 6 5 5 0 6 4

El valor relativo de
7.14711627 es de 4.85°/o.

posible, sobre el total estimado como
relativamente satisfactorio para efectos prácticos.

e s t e m á x i m o e r r o r

q u e e s

10. Ejemplo 4. Nuestra fórmula (11) permite deducir una expresión para calcular
factoriales de números naturales, aproximadamente, ytambién valores aproximados
para la función gama de números reales positivos.

Como bien se sabe el factorial está definido

N ! = 1 x 2 x 3 x . . . x N

cada número natural:p a r a
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osea, tomando logaritmos naturales (o neperianos)

N

l o g N ! = H l o g n

Bn este caso tenemos que calcular

N

2 f ( n ) siendo f(x) =log x
n = 1

Calculamos pues las siguientes expresiones:

f ( 1 ) = 0 f(2) =log 2 f(N-1) =log (N-1) f(N) =log N
N N . N

íf(x). dx =/log X.dx =Xlog X-X =log (nN e1“N)1 1 1

2

ff(x). dx =log (22 )
1

N

/log X.dx .dx =log NN (N-~1)1~N e~1
N - 1

Aplicamos la fórmula (11) que hemos deducido
decir, ignorando el término de error E
igual) en lugar del signo =(igual):

V fórmula aproximada, es
esigno =("'aproximadamente

N

2^3 log n=log (N^ e^^N) __ J l̂og (22e-1)_i|
2

~log (IM-1)
O

(N-1)M/2-2/6 e2-N

NN (|\i_i)1_n g_i1

=—log N+1log 2+i
6 6

|nN/2 +5/6
es decir, eproximadamente:

= l o g
2 - 5 / 6

N:¿4.146967491 nN/2 +5/6(16)
(N-1)N/2- 2/6 ê iM

Para N=1, la fórmula anterior i
Para N—10, el factorial vale 10 '
3641252, cuyo error

nos da 1 ~0. lo cual
,. = 3 6 2 8 8 0 0relativo es solo del O.340/0,' V c o r r e c t o .

Para N=To =ÓO. cuyo factorial o s
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50 :=3.0414093 x1064, la fórmula da, aproximadamente, 50 !=3.051885699
X10^4, incurriendo en un error relativo solamente de 0.344°/o que en cálculos
numéricos es un estimativo muy aceptable.

Cuando la fórmula (16) sustituimos Npor N+1, se obtiene después de algunas
simplificaciones sencillas:

N+1 N/2 (N +1)1/3 (N-1)1/3
n2/3N - 1

(17) ( N + 1 ) ! = N ! ( N + 1 )

Ahora bien, la función G(N) tiende asintóticamente a1. En efecto:

(N +1)1/3 (|\|-1)1/3 ^
N2/3

N-H N/2 lim (N/2 -1/2) +1N/2 =|¡m ( 1 + 1 / h ) h = e
N ^ O ( N / 2 - 1 / 2 )

l i m 1
N - >

l i m

N->«= N-1 h - > 0

2

de donde

l i m
N

G(N) =eXe~1 1

Es decir que la fórmula (17) puede escribirse, asintóticamente:

(18) ( N - h 1 ) ! = N ! ( N + 1 )

que es la relación de recurrencia ala cual obedece la sucesión de los factoriales
de los números naturales, ola que permite calcular valores para la función gama
Tiu). Vale la pena notar que G(10) =1.000003345, de modo que la fórmula (18)
solo tiene una diferencia relativa con la (17) de 3.34 partes por millón, ya desde
el valor bajo de Ncomo es N=10.
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