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RESUMEN: A pesar de que el método de distribucién de momentos (MDM) desarrollado por Hardy Cross en 1932 ha sido superado por métodos
de calculo méas poderosos como el método de Elementos Finitos este es parte importante de los cursos de analisis y disefio estructural y todavia
una herramienta utilizada en la practica profesional por los ingenieros estructurales. EI objetivo principal de esta publicacién es presentar una
version extendida del MDM para la estabilidad lateral, el analisis de primer y de segundo-orden de vigas indeterminadas y estructuras aporticadas
hechas de vigas y columnas de seccion transversal simétrica. Los efectos combinados de las deformaciones por flexion y por cortante, cargas
axiales y conexiones semirrigidas son incluidos utilizando la formulacién “modificada” de la cortante propuesta por Haringx en 1947 y descrita
por Timoshenko y Gere (1961). EI método propuesto, el cual incluye los efectos de la componente inducida por la fuerza axial aplicada en la
cortante a la lo largo de cada elemento, tiene las siguientes ventajas: 1) puede ser utilizado en el analisis de primer y segundo orden y estabilidad
lateral de estructuras aporticadas indeterminadas hechas de vigas y columnas con conexiones rigidas, semirrigidas y simples; 2) los efectos de
las conexiones son condensados en los coeficientes de rigidez a flexion y en los momentos fijos sin introducir grados de libertad ni ecuaciones
de equilibrio adicionales; y 3) el método es exacto, poderoso, practico, versatil y es una herramienta excelente de ensefianza. Estudios analiticos
indican que los efectos de la cortante, de las conexiones semirrigidas y de la carga axial incrementan las deflexiones laterales y afectan los
momentos internos y las reacciones en estructuras aporticadas. Estos efectos deben tenerse en cuenta particularmente en estructuras esbeltas y
cuando son hechas de vigas o columnas con area a cortante relativamente pequefia (en celosia) con rigidez a cortante GA, del mismo orden
de magnitud que la rigidez a flexion EI/L? (situacion que ocurre en columnas cortas hechas de materiales laminados compuestos con un
modulo a cortante G mucho menor que el de elasticidad E). Estos efectos llegan a ser incluso mas importantes cuando los apoyos externos no
son perfectamente empotrados. Tres ejemplos son incluidos en un articulo adjunto, los cuales muestran la efectividad del método propuesto.

PALABRAS CLAVE: Analisis estructural; analisis de Segundo-Orden; andlisis no-lineal; columnas; conexiones semirrigidas; estabilidad;
grandes deformaciones; viga-columnas; vigas.

ABSTRACT: A new version of the moment distribution method for both first- and second-order analyses of indeterminate beams and framed
structures made of beam-columns of symmetrical cross section including the combined effects of shear and bending deformations, axial loads, and
semirigid connections is developed in a classical manner. The proposed method which also includes the effects of the shear component of the applied
axial force proposed by Haringx Model in 1947 and described por Timoshenko & Gere (1961) has the following advantages: 1) it can be utilized
in the first-and second-order analyses of indeterminate beams and framed structures made of beam-columns with rigid, semirigid, and simple end
connections; 2) the effects of semirigid connections are condensed into the bending stiffness and fixed-end moments without introducing additional
degrees of freedom and equations of equilibrium; and 3) it is accurate, powerful, practical, versatile, and easy to apply. Analytical studies indicate that
shear deformations, semirigid connections and axial loads increase the lateral deflections and affect the internal moments and reactions of continuous
beams and framed structures. These effects must be taken into account particularly in slender structures and when they are made of beam or columns
with relatively low effective shear areas (like laced columns, columns with batten plates or with perforated cover plates, and columns with open webs)
or with low shear stiffness (like short columns made of laminated composites with low shear modulus G when compared to their elastic modulus
E) making the shear stiffness GA_ of the same order of magnitude as EI/L2 These effects become even more significant when the external supports
are not perfectly clamped. Three comprehensive examples are included in a companion paper that shows the effectiveness of the proposed method.

KEY WORDS: Beams; beam-columns; large deflections; nonlinear analysis; semirigid connections; Second-order analysis; stability; structural analysis

1. INTRODUCCION método de elementos finitos (6 método rigidez) tal
como son conocidos en la actualidad [3].

El método pendiente-deflexion y el método de Hardy

Cross representan los puntos de partida en la evolucion El método pendiente-deflexion fue primero presentado

y desarrollo del andlisis estructural matricial y del por Wilson y Maney in 1915 [15] en un Boletin

Dyna, afio 78, Nro. 167, pp. 103-111. Medellin, Junio, 2011. ISSN 0012-7353



104 Avristizabal

de la Universidad de Illinois en Urbana-Champaign
como un método general para el andlisis de vigas
con nudos rigidos sometidas a cargas transversales.
Posteriormente, Hardy Cross en 1932 [10, 14], también
de la Universidad de Illinois en Urbana-Champaign,
propuso un método numérico para el analisis de pdrticos
rigidos indeterminados que él mismo denominé “Método
de Distribucién de Momentos”. Ambos métodos, basados
en los principios de la mecénica estructural los cuales
son parte importante del curriculo de la ingenieria civil
y de los textos clésicos de anélisis estructural, brindan
una perspectiva clara y describen racionalmente cémo
los momentos y fuerzas internas y las correspondientes
deformaciones estan Inter-relacionadas unos con otras,
conceptos que son esenciales en la ingenieria estructural.
Quizés, el gran mérito del método de Hardy Cross es
que fue parte vital en el desarrollo de la construccion de
edificios (de mediana altura y de rascacielos) y puentes
con conexiones rigidas y simples e hizo posible disefios
seguros y eficientes desde su primera publicacion en 1932
como lo atestiguan Lightfoot [11] y més recientemente
Eaton [4].

A pesar de que los métodos de pendiente-deflexion y
de Hardy Cross han sido superados por el método de
Elementos Finitos, ambos son parte importantes en los
cursos de anélisis y disefio estructural y son utilizados
por una gran cantidad de ingenieros estructurales. En
el método de Hardy Cross se supone que los nudos de
un portico estan inicialmente fijos o empotrados contra
rotacion. Los momentos fijos en los extremos producidos
por las cargas externas son calculados primero, al igual
que los factores de distribucion y de transporte de cada
viga y columna del pdrtico en cuestion. Los momentos
fijos no estan balanceados en los nudos de la estructura
real. Con el fin de obtener equilibrio rotacional en cada
nudo, los momentos fijos en cada nudo son distribuidos
a cada miembro proporcionalmente a su rigidez a
flexion. Los momentos distribuidos estan asociados
con los momentos “transportados” al extremo opuesto
del elemento estructural. Estos se consideran como
los nuevos momentos incrementales no balanceados
y el procedimiento se repite hasta que los momentos
no balanceados se vuelven despreciables. Finalmente,
el momento real en un extremo de un elemento es la
suma de todos los incrementos de los momentos no
balanceados. Inicialmente, el método de Cross supone
Unicamente rotaciones en los nodos. Sin embargo, en
porticos con traslacion en los nodos un esquema mas
general es utilizado, el cual requiere la aplicacion
del método sucesivamente, asignando un sistema de
ecuaciones donde la traslacion de los nodos (o derivas)
son desconocidas.

Por otra parte, avances en materiales compuestos de
alta capacidad elastica (resilientes) y de baja rigidez a la
cortante, al igual que la necesidad de vigas y columnas
mas livianas y mas esbeltas, han creado un gran interés
en los efectos de la cortante y en el anélisis de segundo-
orden de estructuras aporticadas. Las ecuaciones
de pendiente-deflexion para la viga de Timoshenko
incluyendo los efectos de la deformacion por cortante
y cargas transversales fueron desarrolladas por Bryany
Baile [8]. Anteriormente, Lin, Glauser y Johnson [13]
desarrollaron las ecuaciones de pendiente deflexion para
viga-columnas de alma abierta incluyendo los efectos de
la deformaron por cortante, carga axial, y platinas rigidas.
Las ecuaciones de pendiente deflexion para la viga de
Timoshenko incluyendo los efectos de la deformacion
por cortante y por flexion, efectos de segundo orden
y conexiones semirrigidas en los extremos han sido
presentadas por Aristizabal-Ochoa [1, 2] utilizando
funciones de estabilidad.

El objetivo principal de esta publicacion es presentar
una nueva version del método cléasico de distribucion
de momentos para el analisis de primer y de segundo
orden (incluyendo estabilidad) de estructuras aporticadas
hechas de vigas y columnas de seccion transversal
simétrica incluyendo los efectos de: 1) la deformacion
por cortante y por flexion; 2) la componente de la
cortante en la fuerza axial aplicada (modelo de Haringx);
y 3) conexiones semirrigidas en los extremos de cada
elemento. El método propuesto, el cual esta basado en las
ecuaciones “modificadas” de estabilidad para la columna
de Timoshenko con conexiones semirrigidas desarrollas
por el autor [1,2], tiene las siguientes ventajas: 1) los
efectos de las conexiones semirrigidas estan condensados
en el método sin introducir grados de libertad adicionales;
2) es capaz de capturar no solo el pandeo por divergencia
bajo fuerzas de compresion, sino también el fendmeno
de pandeo de columnas y pérticos sometidos a fuerza
axial de traccion; y 3) es exacto, poderoso, practico,
versétil y facil de ensefiar. Son incluidos tres ejemplos
que muestran con detalles la efectividad del método
propuesto y las ecuaciones correspondientes.

2. MODELO ESTRUCTURAL
2.1 Suposiciones

Consideremos una viga-columna que conecta los
puntos J y K como es mostrado en la Figura 1la.
El elemento estd compuesto de la viga-columna
J’K’ como tal, y las conexiones a flexion JJ” y KK’
con rigidez a flexion k; y &, en los extremos J y K,
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respectivamente. Se asume que la viga-columna J’K’
de longitud L se flexiona con respecto al eje principal
de su seccion transversal cuyo momento de inerciaes I,
area efectiva a cortante A_y: 1) esta hecha de material
homogéneo eléstico lineal con médulos de Young y de
cortante E y G respectivamente; 2) su eje centroidal es
una linea recta; y 3) esta cargada en ambos extremos
con P (carga axial) a lo largo de su eje centroidal.

Las conexiones tienen rigidez a flexion K Y K (cuyas
unidades son fuerza-distancia/radian) en el plano
de flexion de la viga columna. Las relaciones R.:&j/
(EI/L) y R =k, /(EI/L) son denotadas como los indices
de fijeza de las conexiones a flexion. Estos indices
varian de cero (RJ.: R.= 0) para conexiones simples
(esto es, articuladas) hasta infinito (R,-: R = o00) para
conexiones totalmente restringidas (o rigidas). Notese
que el algoritmo propuesto puede ser utilizado en
el anélisis inelastico de viga-columnas cuando el
comportamiento inel&stico es concentrado en las
conexiones. Esto puede ser llevado a cabo actualizando
larigidez a flexion de las conexiones K Y K, para cada
incremento de carga de la manera incremental.

Por conveniencia los siguientes parametros son
introducidos:
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Figura 1.Viga-Columna bajo momentos en los extremos

con conexiones semirrigidas: (a) Modelo estructural; (b)
Grados de libertad, fuerzas y momentos en el planos de

la flexion; (c) Rotaciones en una seccion transversal y en

los extremos Ay B.
Figure 1. Beam-Column under end moments with semi-
rigid connections: (a) Structural Model; (b) Degrees of
Freedom, Forces and Moments in the plane of bending;
(c) Rotations at a cross section and at ends J and K.

p;Y p, son llamados factores de fijeza. Para conexiones
articuladas, tanto el factor de fijeza p como el indice
de rigidez R son cero; pero para conexiones rigidas,
el factor de fijeza es uno y el indice de rigidez es
infinito. Debido a que el factor de fijeza varia entre 0
y 1 para conexiones elasticas (mientras que el indice
de rigidez R puede variar desde 0 a oc), es mas
conveniente usarlo en el analisis elastico de estructuras
con conexiones semirrigidas.

3. ECUACIONES PROPUESTAS

Con el fin de investigar el analisis de primer y de
segundo orden de vigas indeterminadas y estructuras
aporticadas con conexiones semirrigidas, es necesario
primero establecer las relaciones entre los momentos
flectores en el extremo y las correspondientes rotaciones
para cada elemento del portico y luego aplicar las
condiciones de compatibilidad de deformaciones
en cada nodo. La aplicacion del método clésico de
la distribucion de momentos en el analisis estatico
de vigas y pérticos planos (con conexiones rigidas
y carga transversal a lo largo del elemento) es bien
explicado en los libros del andlisis estructural como
los de Kassimali [7] y Norris y Wilbur [9], entre
otros. Las ecuaciones propuestas pendiente-deflexion
para porticos planos con conexiones semirrigidas
incluyendo la deformacion por cortante y los efectos
de segundo-orden (efectos P-6 y P-A) a lo largo de
elemento son como siguen:

- 41E 2a

Mj_{sjeﬁsk@k—(sj Jrs]()ﬂTJrFEMj (2a)
ATE

Mk:|:sk0j+sk 0,5, +3, )ﬂTJrFEMj (2b)

Como muestra lafigura lc, &, y 6, son las rotaciones

de los extremos J y K medidas con respecto al eje
inicial del elemento, y A/L el angulo de rotacion de
la cuerda del elemento JK. Todas las rotaciones (49j ,

6, y A/L), los momentos en los extremos (Mj yM,)

y los momentos fijos en los extremos (FEMJ. y FEM,)
son positivos en el sentido de las agujas del reloj.
Notese que los coeficientes de rigidez de una viga-
columna de Timoshenko con conexiones semirrigidas
en los extremos J y K son denotados como SJ.J., Sjk, Skj
y S,,. Estos coeficientes y los momentos fijos en los
extremos se presentan a continuacion para su fécil

referencia.
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Coeficientes de Rigidez de Primer orden

Para P=0
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Momentos fijos en los extremos FEMJ. y FEM, vy
factores de transporte COFJ.k y COFkj
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(12)

FEMk=3pk{—s(1-pj)FEM'j
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FEM; Yy FEM, son los momentos fijos en los

extremos cuando el elemento estd perfecta-mente
empotrado en los dos extremos (esto es, p.= p,= 1).
Estos momentos estan en las tablas 1-2 para |os cuatro
casos de carga diferentes que se muestran en la figura
2. De manera similar, las expresiones para r y s son
idénticas a los coeficientes S; Y S de una viga-
columna con los extremos perfectamente empotrados
(pj: p= 1), respectivamente.

{(d)

Figura 2. Casos de carga: (a) Carga concentrada W; (b)
Momento M; (c) Carga parcial uniformemente distribuida
w; (d) Carga parcial linealmente distribuida w.
Figure 2. Load cases: (a) Concentrated Load W; (b)
Moment M; (c) Uniformly Distributed Partial Load w; (d)
Linearly Distributed Partial Load w.
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Tabla 1. Expresiones de primer orden parar, s, FEM 'j y FEM]( (P=0)

Table 1. First-order expressions for r, s, FEM 'j y FEMi( (P=0)

4+ 2-I
=—}¥ys =

I+ I+

Notese que las expresiones para r y s son idénticas a los coeficientes S;; y S [dados por las ecs. (3) y (4)] para
una viga-columna con extremos perfectamente empotrados (esto es, pj= pk= 1),respectivamente.
() Para una carga concentrada W (fig. 2a)

abfb+ I /2)

¥

] ] } s
FEM ; = WL FEM |, =9 T2y,
1+ 1+
(b) Para un momento concentrado M (fig. 2b)
, 2 - , 2 . /
FEM’),———ja afd+1I )+1+1 ZM.'-FEM;{ __32? bid+ 1T )+1+1 ZM
I+I I+
{(¢) Para una carga uniformemente distribuida parcial w (fig. 2¢)
2 )
FEM ; = —L[&(&‘; —a?)-86® -’ 1+ rs4)+306° - a® )2 +f,;]
12(1+7T)
2
FEM Y = sn? o) acv —a? ye1-1/2)- 306 —a? 1]
12(1+1)

d) Para una carga linealmente distribuida parcial (fig. 2d
g P g
FEM < oL? 667 —a” )-15(b% —a® )(1+a/2+ T /4)+10(6° —a® |1+ 2a+(1+a)l / 2|-15a(b” —a” )(1+1/2)
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Tabla 2. Expresiones de segundo orden parar, s, FEM 'j y FEM k [para P >0 (Compresion) o [1+ P/(GAS )} P>07*

Table 2. Second order expressions for r, s, FEM Ij y FEMi( [for P >0 (Compression) or [] T p/(GAS )] P>ol*

_ 1- pé/tang D= B/ sing — 1
tan(¢/2) /6 2)— B " tan(¢/2)/(6/2)- B
(@) Para una carga concentrada /¥ (fig. 2a}
FEM' WL (1- ¢ / tangcos(ap) - 1] - [Bé —tan(p / 2)|sen( a ) + aPp tan($ / 2)
’ ltan(p/ 2) /(6 / 2)- plpp’

FEM , WL (1-po / tangcos(bp )~ 1|~ pé —tant ¢ / 2)|sen(bp ) + b tan( @ / 2)

[rancp/ 2) /(97 2) - plpp°
(b) Para un momento Qonccmrado M (fig. 2b)
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[tan(g/ 2)/(p/ 2) - S pp?
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FEM | = w2\ 20 ? . L4 SR
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*Para P< 0 (traccion) y [1*‘ P/ (GAS )} P <0 (esto es, cuando (152

hechos en todas las expresiones: 1) sené por isenho; 2) tand

(d) Para una carga lincalmente distribuida parcial (fig. 2d)
H“ B ]'f sen(bg) . cos(bp) - cos{ag) (b ﬂ)\
) " 2 - 2 y - 2 -
FEﬂ{‘r_7 ,).:.L, . 2 ran;é/\'_ ;65 é(b J) b ";)J 2 b
[tancgr2)/c672) - plpe (W n? ] sen(bg)- sen(ag) cos(bg)| 26°-a” -ab g, ¢
. 2) ¢ (b-a) ¢ 6 2
hf _ By }[,s-en{ ad) N cos(a'¢)— cos(b'¢) N (b—a ) _
FEM ﬁ _ - ,WL:_ : . tang \ ¢ ’ \ (;i‘r( b—d ) » ‘1 " ,.HZ » X
[Iam’qéf 2)K ¢/ ‘)—ﬁ]ﬁq& |[3rﬁ {anﬂ | senf d gfr) sen(b'¢) cosfa'd) 2d ! a ﬁgﬁmnﬁ
\ 2] ¢ (b'-a') ¢ 2|
Notese que: a’=1-b; b'=I-a;y (b-a)=(b"-a’)

es negativo) los siguientes tres cambios de variable deben ser
por itanho; y 3) ¢ por i¢ (donde: i=+/—1) 4) coso por coshd. Notese

que las expresiones para ry s son idénticas a los coeficientes S;Y S, dados por las ecs. (3) y (4) para una viga-columna con extremos
perfectamente empotrados (pj=pk= 1), respectivamente.

Las expresiones para FEM'J- y FEMi< en la tabla
1 fueron deducidas por Bryant y Baile [8] y las
presentadas en la tabla 2 fueron desarrolladas por
Lin y otros [13]. Los factores de transporte COFjk
y COF,; estan dados por la relacion S,/S; y S/S,,
respectivamente. Las ecs. (1)-(11) son deducidas en
el Apéndice Il. Las ecs. (12)-(13) de los momentos
fijos son idénticas a las desarrolladas previamente
por el autor [1, 5].

Se presentan tres ejemplos en el articulo adjunto que
muestran la efectividad, simplicidad y exactitud del
método de distribucién de momentos. Los ejemplos
1y 2 son sobre el analisis de primer y segundo orden
de vigas continuas con conexiones semirrigidas
sometidas a cargas transversales incluyendo la
deformacion por cortante. El ejemplo 3 muestra
también la aplicacion del método propuesto en el
analisis de primer y segundo orden de un portico plano
irregular con conexiones semirrigidas.

4. RESUMEN Y CONCLUSIONES

Una nueva version del método de distribucion de
momentos para analisis de primer y de segundo orden
de vigas indeterminadas y estructuras aporticadas
hechas de viga-columnas de seccidn transversal
simétrica, incluyendo los efectos de la deformacion
por cortante y por flexion, los efectos de la carga
axial y conexiones semirrigidas es desarrollado de la
manera clésica.

Esta nueva version, la cual se basa en las funciones
de estabilidad “modificadas” para viga-columnas
con conexiones semirrigidas desarrolladas por

Aristizdbal-Ochoa [1, 2, 5] incluyendo los efectos de
lacomponente en la cortante de la carga axial aplicada
(Modelo de Haringx) tiene las siguientes ventajas: 1)
puede ser utilizado en el andlisis de primer y segundo
orden al igual que en el anélisis de estabilidad de
estructuras aporticadas indeterminadas; 2) los efectos
de las conexiones semirrigidas estan condensados en la
rigidez a flexion y en los momentos fijos sin introducir
grados de libertad adicionales; 3) es capaz de capturar
no solo el pandeo bajo fuerzas de compresion sino
también el fendmeno de pandeo de columnas y
porticos sometidos a fuerzas axiales de traccion; y
4) es exacto, poderoso, versatil y relativamente fécil
de aplicar.

Estudios analiticos indican que la deformacion
por cortante, la fuerza axial de compresion, y las
conexiones semirrigidas incrementan la deflexion
lateral y afecta los momentos y reacciones internas
de vigas continuas indeterminadas y estructuras
aporticadas. Los efectos de la cortante deben de ser
considerados en el andlisis de estructuras hechas de
vigas-columnas de alma abierta con area efectiva a
cortante relativamente baja o poca rigidez a cortante
(columnas cortas hechas de materiales compuestos
laminados con bajo modulo de cortante G cuando
es comparado con su modulo de elasticidad E,
haciendo la rigidez a cortante GA_ del mismo orden
de magnitud de EI/L?). La deformacién por cortante
es particularmente importante cuando los apoyos no
estan perfectamente empotrados y las condiciones de
carga no son simétricas. La validez y efectividad de las
ecuaciones propuestas son verificadas con soluciones
bien documentadas sobre la estabilidad estética y el
analisis de primery segun-do orden de vigas columnas
y porticos planos.



Dyna 167, 2011 109

5. AGRADECIMIENTOS

Esta investigacion fue llevada a cabo en la Universidad
Nacional, Facultad de Minas. El autor quiere expresar
su apreciacion al DIME por el apoyo financiero,
a John Monsalve Cano, Jaime Hernandez Urrea y
Camilo Builes Mejia miembros del Grupo GES por las
revisiones hechas a las ecuaciones y su programacion
por computador.

6. APENDICE |
6.1 Deduccion de las Ecs. (2a)-(2b) y (6)-(8)

La estabilidad y el andlisis de segundo orden de una
columna prismatica incluyendo la deformacion por
flexion y por cortante (Figs. 1a-c) es formulada usando
el modelo de cortante “modificada” de Haringx en
1947 ([12], pag. 134). Este modelo ha sido utilizado
previamente por Aristizibal-Ochoa [9, 10] en el
analisis de grandes deformaciones de viga-columnas.
Las ecuaciones gobernantes son como se muestran a
continuacion:

PR OOTR ()= =M —(M +M, +PA)¢ (142)

Mj+Mk +PA (14b)

Y (XO)+Py(x)= L

Donde: u(x)= deflexion lateral de la linea central;
y (x)= rotacion de la seccién transversal debida

Uunicamente a la flexion como muestran las figuras
1b-c.

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales de
segundo orden (14a)-(14b) son:
X[Mj+Mk+PAJ_Mj

X X
u(x) = Acos(t¢)+ Bsen(rqﬁ) +f 5

P
(15a)

W):Cws&d,},)sen&d,)%(w} (15b)

Los coeficientes desconocidos A, B, C y D pueden
ser obtenidos de las siguientes condiciones de borde:

EnJ” (x=0): u=0, 9 =1,

En K" (x=h): U=A,y ¢ =1,

Donde: by 9= rotacion de la seccion transversal en
los extremos J’ y K’ respecto al eje vertical debido a
flexion, respectivamente. Por lo tanto: A:& ;

P
M; M + M,
B=—tn(¢/2) — _ ;
P Pseng
M. +M
Coy -y alsy
a’ L P
Pi —Fgcosg (Mj+M
D= - + A|tan(¢/ 2)
seng P
Sabiendo que
Ve pww y U=t +V/(GA),
las expresiones para ;Y b, son:
__senp— fpcosy M; seng—fp M, LA (16a)
! Bplseng  EIIL  Bp?senp EI/L L
y, = Sne= o Mj | sing-ppcosp M A (16b)
k ﬁ(pzsen(p EI/L ﬁ(pzsen(p EI/L L

Ya que las rotaciones en Jy K son:

M | M
Oj=wj+—>Y O =y +—
K'J' K'k

Por lo tanto:

A senp-pBpcosg M senp-pp M,
0= 2 t—3
L Bo*seng  EI/L Pp’senp EI /L (17a)

M;
+_
Kj

A _senp-pBp M; | Senp— pcosp M,

K L pe’senp EI/L Bo’senp  El/L (17b)
M
Ky

Donde: A= deriva relativa del extreme K con
respecto al extremo J; y ej y 6,= rotaciones de los
extremos J y K debidas a la flexion con respecto al
eje vertical, respectivamente.

Notese que las ecuaciones (16a) y (16b) son idénticas
a las demostradas por Salmon y Johnson ([6], p. 902)
para una columnas de Bernoulli-Euler (esto es, cuando
B=1). Ahora, expresando las ecuaciones (17a) y (17b)
en forma matricial, y luego invirtiendo la matriz de
coeficientes y usando las expresiones (1a) y (1b) [0
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Rj:Spj/(l—pj) y R, =3p/(1—p,)], las ecuaciones (2a) y
(2b) pueden ser obtenidas.

Para P<0 (traccion) y [1+F’/(GAS )JF’ <0 (esto es,
cuando ¢ se vuelve negativo) las siguientes tres
sustituciones deben ser hechas en las ecuaciones (6)-
(8): 1) send por isenho; 2) tane por itanho; y 3) ¢ por
i (donde: i=+/~1). Entonces las expresiones (9)-(11)

pueden ser obtenidas.
6.2 Deducciones de las Ecuaciones (3)-(5)

Las ecuaciones gobernantes (14a) y (14b) cuando P=
0 se reducen a:

FE(X)=-M —(M +M )X (18a)
j j k™ L

M +Mk
BEly"(x) = Jf (18b)
Las ecs. (18a) y (18b) son ahora mucho més simples de
resolver. Después de aplicar las condiciones de borde
[estoes,u=0,9 =1V, en) (x=0); yu= Ay =1,
en K (x=L)], sus soluciones son:

A L Mj
UX)==x+—1@2M:. =M, k- —Lx%+
xJ L 6E( ] k)x 2E

(19a)
ﬁ(mj M, K
W(X)=%+(Mj+Mk)&+ é(ZMj—Mk)— (19)
%X+flll_(Mj+Mk)x2
Sabiendoquep (x) = u(x)—V/(GA) yy — "Mk

, entonces . y . pueden ser obtenidas de laecuacion
(19b):

2 i 2
Wj,:(E_FEI/LJ M, (_1+EI/L j My, A (20a)

3 GA JEI/L 6 GA ) EI/L L
W,:[_EJrEI/LZ\ M; +[1+E|/|ﬂ M A (20b)
b | 6 GA JEI/L (3 GA JEI/L L

Como se explicé previamente (ver fig. 1c), las
rotaciones en los extremos J y K son

M; M, .
0, =y;+—Yy 6 =y, +—-, respectivamente.

Por lo tanto:
p _é:[1+EI/hZ] M; | [_LEl/hz\ M, M; (21a)

I"h {37 GA JEI/h 6 GA JEI/h «

A_[ 1 EI/h?) M [1 EI/hz] M, M, (21b)
——=| =+ + | =+ + —
h | 6 GA JEI/h (3 GA JEI/h &,

Expresando las ecuaciones (21a) y (21b) en forma
matricial y luego invirtiendo la matriz de coeficientes
y usando Rj:Spj/(l—pj) yR=3p/(1—p,), las ecuaciones
(2a)-(2b) y (3)-(5) pueden ser obtenidas.
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9. NOTACION

Los siguientes simbolos son usados en este documento:

A= area efectiva de cortante de la seccién transversal
de la viga-columna;

E = mddulo de Young del material;
G= modulo de cortante del material;
L= longitud de la viga-columna AB;

I= momento principal de inercia de la viga-columna
alrededor del eje de flexion;

MJ. y M, = momentos flectores en los extremos J y K,
respectivamente;

P= carga axial aplicada en J y K(+ compresion,
—traccion);

P_= carga critica axial;
P,= w’El/L? =carga critica de Euler;

R,- y R =indices de rigidez de las conexiones a flexion
en Jy K, respectivamente;

u(x)= deflexion lateral de la linea central de la viga-
columna

Vi —_ 1 - factor de reduccion del la rigidez

1+P/(GA)

a flexion causada por la cortante;
A= deriva del extremo B con respecto a A;

K Y K= rigidez a flexion de las conexiones en los
extremos en Jy K, respectivamente;

Y P factores de fijeza en J y K, respectivamente;

P(X)= rotacion de la seccién transversal debido
solamente a flexion como muestra la fig. 1c;

11;1., y ¥, = rotaciones por flexion de las secciones
transversales en los extremos J” y K" con respecto a
la cuerda J'K", respectivamente;

b= ‘P/ﬁE /L2 ] = funcién de estabilidad en el

plano de flexion;

ej y 6,= rotaciones de los extremos J y K debido a
flexion con respecto al eje vertical, respectivamente.

= 12(EI /L*) = coeficiente de reduccion por
GA,

cortante.



